
Syst�emes et Matrices

AVANT-PROPOS

La mod�elisation informatique fournit des pr�evisions en m�et�eorologie, rem-
place �a peu de frais des exp�eriences en sou�erie dans le domaine a�eronautique,
permet de simuler des explosions nucl�eaires ou thermonucl�eaires interdites, de
construire des images en trois dimensions en imagerie m�edicale (tomographie). . .

Le principe consiste �a discr�etiser, c'est-�a-dire �a remplacer une partie �nie
de l'espace par un certain nombre de points et �a approcher les expressions
math�ematiques par des combinaisons lin�eaires de valeurs en ces points, pour
obtenir un grand nombre de syst�emes avec plus ou moins d'inconnues (voir
l'exemple 2.3.2). La pr�ecision du r�esultat et le temps de calcul d�ependent de la
�nesse de la discr�etisation et de la qualit�e de l'approximation. La mod�elisation
nucl�eaire n�ecessite des milliards d'inconnues, mais le temps de calcul peut être
de plusieurs semaines, ce qui n'est pas le cas de la m�et�eorologie et encore moins
de la tomographie.

On comprend qu'il est n�ecessaire de trouver des m�ethodes de r�esolution des
syst�emes demandant le moins possible de calculs et adapt�ees �a chaque type de
probl�eme et �a la forme des syst�emes obtenus.

La r�esolution des syst�emes m�ene �a la riche �etude des matrices.
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1 Pr�erequis

Sont suppos�ees connues :
- les notions �el�ementaires et les notations de la th�eorie des ensembles,
- les relations d'ordre, d'�equivalence, les lois de composition,
- le raisonnement par l'absurde ([A =) non(A)] =) [non(A)]),
- le raisonnement par r�ecurrence :
[P (0) vraie et P (n) =) P (n+ 1)] =) [P (n) vraie pour tout n 2 N.

Rappelons les d�e�nitions des structures fondamentales de l'Alg�ebre.

Un groupe est un ensemble G muni d'une loi de composition � ? � as-
sociative (g1 ? (g2 ? g3) = (g1 ? g2) ? g3, quels que soient les �el�ements �ecrits,
ce qui permet d'oublier les parenth�eses), poss�edant un �el�ement neutre � e
� (x?e = e?x = x pour tout x) (donc G est non vide) et telle que tout �el�ement
x admette un inverse x�1 (x ? x�1 = x�1 ? x = e).

Il y a deux notations principales : l'additive, l'op�eration �etant not�ee � +
� , le neutre � 0 � , et l'inverse, on dit dans ce cas l'oppos�e, � �x � , et la
multiplicative, not�ee sans symbole (xy), de neutre � 1 � . Les deux peuvent être
utilis�ee indi��eremment, mais l'une des deux s'impose en g�en�eral. Le groupe est
commutatif si sa loi l'est. Un sous-groupe est une partie du groupe qui est un
groupe pour la même loi, avec le même neutre. Il contient au moins l'�el�ement
neutre du groupe. Un groupe est cyclique s'il est engendr�e par l'un de ses
�el�ements, comme (Z;+) est engendr�e par 1.

Un anneau est un groupe additif muni d'une seconde loi (multiplicative),
poss�edant un �el�ement neutre � 1 � , associative et distributive par rapport �a
l'addition (a(b+c) = ab+ac). Si cette loi est commutative, l'anneau est commu-
tatif. Il est int�egre si un produit ne peut être nul que si l'un des facteurs est nul.
L'ensemble des entiers Z, l'ensemble R[X] des polynômes �a une ind�etermin�ee
et �a coe�cients r�eels sont des anneaux commutatifs. L'ensemble des fonctions
continues r�eelles sur R est un anneau commutatif non int�egre.

Un corps est un anneau int�egre dont tous les �el�ements non nuls sont inver-
sibles ; Q, R et C sont des corps commutatifs, et C est alg�ebriquement clos,
en ce sens que tout polynôme de C[X] de degr�e n se factorise en un produit de
n polynôme de degr�e 1 (les seuls irr�eductibles, avec les constants). Tout corps
peut être plong�e dans un corps alg�ebriquement clos, sa clôture alg�ebrique.
Le corps des fractions d'un anneau int�egre A est l'ensemble A � (A n f0g)
quotient�e par la relation d'�equivalence (a; b) � (c; d) () ad = bc, muni de
l'addition (a; b)+(c; d) = ad+bc; bd) et de la multiplication (a; b)(c; d) = (ac; bd).
L'inverse de (a; b) si a 6= 0 est (b; a). Ainsi Q est le corps des fractions de Z. Un
corps K est de caract�eristique p (nombre premier), si la somme de p termes
�egaux �a x est nulle pour tout x 2 K ; Zp = Z=pZ est un corps de caract�eristique
p.
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Un espace vectoriel sur un corps K, ou K-espace vectoriel est un groupe
commutatif (E;+) sur lequel op�ere K :

K� E ! E
(�; x) 7! �x

avec les r�egles suivantes :

�(�x) = (��)x
(�+ �)x = �x+ �x
� (x+ y) = �x+ � y

1x = x

Une combinaison lin�eaire d'�el�ements de E (de vecteurs) �a coe�cients
dans K est une somme �nie �1 x1 + � � � + �r xr, dans laquelle les �i sont des
�el�ements de K (des scalaires) et les xi des �el�ements de E (des vecteurs).

Un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel V est une partie non vide
de V stable par combinaisons lin�eaires. C'est donc un espace vectoriel.

L'intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel,
mais pas la r�eunion (sauf si l'un contient l'autre).

L'ensemble des combinaisons lin�eaires d'�el�ements x1; : : : ; xk de E �a coe�-
cients dans K est un sous-espace vectoriel de E not�e Vect(x1; : : : ; xk) ce qui se
lit vectoriel x1; : : :, xk.

Une famille (xi)1�i�r de vecteurs est libre si la relation
P
i �i xi = 0 im-

plique que tous les �i sont nuls (la relation est dite triviale). Elle est g�en�eratrice
si tout vecteur est une combinaison lin�eaire de ses membres. C'est une base,
not�ee B, si elle est libre et g�en�eratrice. Si x =

P
i �i xi, les �i sont les compo-

santes, ou les coordonn�ees, de x dans cette base ; elles sont uniques.
De toute famille g�en�eratrice on peut extraire une base, toute famille libre

peut être compl�et�ee en une base. Toutes les bases ont le même nombre d'�el�ements ;
ce nombre est la dimension de l'espace. Pour qu'une famille de n vecteurs
soit une base d'un espace vectoriel de dimension n il su�t qu'elle soit libre ou
g�en�eratrice.

Si B = (�i)1�i�n est une base de l'espace vectoriel E et si x =
P

1�i�n xi�i
est un vecteur de E, on notera :

x = xB = (�i) =

0B@�1...
�n

1CA = t(�1; : : : ; �n);

la transposition �
t
� transformant une ligne en une colonne, et r�eciproquement.

La notation en ligne tient moins de place que celle en colonne.
L'espace vectoriel Kn = f t(a1; : : : ; an) j ai 2 Kg, est le mod�ele d'espace

vectoriel de dimension n. Sa base canonique, canonique car provenant de sa
d�e�nition même, est la famille (ei)1�i�n, ei �etant le vecteur dont les compo-
santes sont nulles sauf la i-�eme, �egale �a 1.
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Si E1 et E2 sont deux sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E, de
dimensions respectives n1 et n2, la somme est l'ensemble des �el�ements de E
somme d'un �el�ement de E1 et d'un �el�ement de E2. C'est un sous-espaces vectoriel
de E not�e E1 + E2. On a :

dim(E1 + E2) = dim(E1) + dim(E2)� dim(E1 \ E2) :

Si E1 \ E2 = f0g, la somme est directe, not�ee E1 � E2.

Une alg�ebre sur un corps K, ou K-alg�ebre, est un K-espace vectoriel muni
d'une loi de composition interne qui en fait un anneau. Ainsi l'ensemble K[X]
des polynômes �a une ind�etermin�ee et �a coe�cients dans K, muni de l'addition
et du produit par les scalaires, est un K-espace vectoriel, et, muni de l'addition
et du produit des polynômes, c'est un anneau, et donc une K-alg�ebre.

Deux suites num�eriques (un) et (vn) sont �equivalentes, un � vn, si un=vn
tend vers 1 quand n tend vers l'in�ni. Ainsi, n2 + 4n � n2. Elles sont du même
ordre si leur rapport tend vers un r�eel non nul, comme (n3+2n) et 2n3+n2, ces
deux suites �etant d'ordre 3 : O(un) = O(vn) = 3. La suite (un) est n�egligeable
devant (vn), c'est un o(vn), si un=vn tend vers 0. Ainsi, n est un o(n2) (petit o
de n2).

2 Survol historique

La r�esolution de syst�emes d'�equations lin�eaires a int�eress�e les math�ematiciens
depuis l'Antiquit�e. Mais, sans la symbolique math�ematique, c'est un probl�eme
tr�es di�cile, beaucoup plus qu'une �equation du deuxi`eme degr�e dont on savait,
il y a quatre ou cinq mill�enaires, trouver les solutions positives.

Il y a plus de deux mille ans les math�ematiciens Chinois savaient r�esoudre
des syst�emes lin�eaires, et la m�ethode de Gauss �etait connue du math�ematicien
Chinois Liu Hui au troisi�eme si�ecle de notre �ere.

Le math�ematicien Arabe Abu Kamil (850-930) poursuit les travaux d'Al
Khawarizmi (790-850) sur les �equations quadratiques et r�edige un ouvrage sur
les syst�emes lin�eaires.

La symbolique math�ematique, cr�e�ee par le math�ematicien fran�cais Fran�cois
Vi�ete (1540-1603), se construit progressivement jusqu'�a nos jours. Elle r�eduit
les probl�emes �a leur di�cult�e intrins�eque et permet un progr�es inint�erompu.

Leibniz (1646-1716) et MacLaurin (1698-1746) r�esolvent les syst�emes lin�eaires
en dimension 2 et 3, puis le suisse Gabriel Cramer (1704-1752) donne ses fa-
meuses formules.

Les d�eterminants ont �et�e introduits par B�ezout (1730-1783), qui en a compris
l'importance, mais on doit �a Augustin Cauchy (1789-1857) leur th�eorie et leur
notation. Le terme de matrice est dû (1848) �a James Sylvester (1814-1897), et
Cayley (1821-1895) a cr�e�e le calcul matriciel.
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3 G�en�eralit�es

Dans tout le livre, K d�esignera un corps commutatif, E, F et G des K-
espaces vectoriels de dimensions, respectivement, n, p et q, et �ij le symbole
de Kronecker, �egal �a 1 si j = i, �a 0 sinon.

Beaucoup de r�esultats en caract�eristique nulle restent vrais en caract�eristique
non nulle p lorsque ce nombre (premier) n'intervient pas dans leur th�eorie.

3.1 Les premiers corps de caract�eristique 2

Le plus petit corps de caract�eristique 2 est le corps �a deux �el�ements, les
�el�ements neutres de l'addition, 0, et de la multiplication, 1. On a �evidemment
1 + 1 = 0, car l'autre possibilit�e, 1 + 1 = 1, impliquerait que 1 = 0. On le note
F2, et il est �egal �a l'ensemble des classe d'entiers modulo 2 : Z=2Z.

Un �el�ement est alg�ebrique surK s'il annule un polynôme deK[X] irr�eductible
dans K. Ainsi, le complexe i, annulant le polynôme irr�eductible X2 + 1, est
alg�ebrique sur R ; C = R[i] est une extension alg�ebrique de R. De même, le
r�eel
p

2, racine de X2 + 2 2 Q[X], est alg�ebrique sur Q, et le corps Q[
p

2] est
une extension alg�ebrique de Q.

Les polynômes de degr�e 2 dans F2[X] sont :

X2; X2 + 1 = (X + 1)2; X2 +X = X(X + 1)

et X2 +X + 1, qui est irr�eductible. Soit i un �el�ement alg�ebrique sur F2 tel que
i2 + i + 1 = 0, ou i2 = i + 1. On alors i3 + 1 = (i + 1)(i2 + i + 1) = 0, et donc
i3 = 1. L'inverse de i est donc i2, que l'on peut noter ��, et qui est la seconde
racine de X2 + X + 1 puisque le produit des racines est �egal �a 1, comme leur
somme. Nous avons ainsi construit le corps �a quatre �el�ements F4, qui est une
extension alg�ebrique de F2, comme C vis �a vis de R. Mais ce corps n'est pas
alg�ebriquement clos (un tel corps ne peut être �ni) car, par exemple, X3+X+1
est irr�eductible. Les �el�ements de F4 s'�ecrivent a + b i, a; b 2 F2, ce qui montre
que F4 est un F2-espace vectoriel de dimension 2.

Les polynômesX3+X+1 etX3+X2+1 sont les seuls polynômes irr�eductibles
de F2[X], de degr�e 3, n'ayant pas de racines dans F4. Soit j un �el�ement alg�ebrique
sur F2, racine du polynôme X3+X+1, donc tel que j3+j+1 = 0, ou j3 = j+1.
On a j4 = j2+j, j5 = j3+j2 = j2+j+1, j6 = j2+1 et j7 = 1. Les sept premi�eres
puissances de j forment le groupe cyclique multiplicatif G, et en ajoutant 0 on
obtient le corps F8 = F2[j], qui est un F2-espace vectoriel de base (1; j; j2). Pour
calculer dans F8, on joue sur les deux structures. On v�eri�e ais�ement que :

X3 +X + 1 = (X + j)(X + j2)(X + j4)

et que :
X3 +X2 + 1 = (X + j3)(X + j5)(X + j6) :

On peut par ce proc�ed�e construire des corps �nis de caract�eristique 2 �a
2m �el�ements, m �etant un entier positif quelconque, utilis�es dans la th�eorie du
codage.
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3.2 Syst�eme lin�eaire

Un syst�eme lin�eaire (p; n), p et n �etant des entiers positifs, est la donn�ee
de p �equations �a n inconnues dans lesquelles les inconnues, �el�ements de K, sont
�a la puissance 1. Nous nommerons L1 la premi�ere �equation (ou ligne), L2 la
deuxi�eme, ainsi de suite. Si par exemple nous ajoutons deux fois la k-i�eme ligne
�a la i-�eme, nous noterons cette transformation Li+2Lk au lieu de Li  Li+2Lk.
De même, nous noterons 3Li pour Li  3Li.

Exemple 3.2.1. Le syst�eme (3; 2) dans R :8<:
3x� y = �1
x+ y = 3

2x+ 3y = �

admet la solution x = 1, y = 2 si � = 8. Il est impossible si � 6= 8. O

Exemple 3.2.2. Le syst�eme r�eel (2; 3) :�
x+ y + z = 6

x+ 2y + 3z = 14

est v�eri��e pour x = �2+z et y = 8�2z. Il admet donc une in�nit�e de solutions,
selon la valeur donn�ee �a z. O

Exemple 3.2.3. Le syst�eme r�eel (2; 2) :�
2x� y = 3

3x+ 2y = 15

admet l'unique solution x = y = 3. O

Exemple 3.2.4. Consid�erons en�n le syst�eme r�eel (3; 3) :8<:
x+ y + z = 3

x+ 2y + 2z = 5
3x+ 4y + 4z = �

et calculons 2L1 + L2 :
3x+ 4y + 4z = 11

pour conclure que si � 6= 11 le syst�eme est impossible et si � = 11 la troisi�eme
ligne est une combinaison lin�eaire des deux premi�eres :

2L1 + L2 � L3 = 0

et n'apporte aucune information. Le syst�eme se r�eduit �a L1 et L2, et x = 1,
y = 2 � z. L1 et L2 sont les �equations principales, x et y les inconnues
principales et z est une inconnue auxiliaire, ou un param�etre. O
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Ces exemples illustrent les di��erents cas possibles.

Voyons des exemples dans d'autres corps.

Exemple 3.2.5 Les vecteurs v1 = t(0; 1; 1), v2 = t(1; 0; 1), v3 = t(1; 1; 0) de
F32 forment-ils une base ?

Annulons la combinaison lin�eaire a1v1 + a2v2 + a3v3 :

a1

0@ 0
1
1

1A+ a2

0@ 1
0
1

1A+ a3

0@ 1
1
0

1A =

0@ a2 + a3
a1 + a3
a1 + a2

1A =

0@ 0
0
0

1A
qui admet la solution a1 = a2 = a3 = 1 (outre la solution triviale nulle). Ces
vecteurs sont donc li�es, par la relation v1 + v2 + v3 = 0, d'o�u v3 = v1 + v2.
Comme v1 et v2 sont libres, ces trois vecteurs engendrent un sous-espace vecto-
riel de dimension 2. O

Exemple 3.2.6 Même question avec v1 = t(1; 1; 1), v2 = t(0; 1; 1), v3 =
t(0; 0; 1).

La premi�ere ligne de la combinaison lin�eaire a1v1+a2v2+a3v3 donne a1 = 0,
la deuxi�eme, a1 + a2 = 0, donne a2 = 0, et la troisi�eme, a1 + a2 + a3 = 0, donne
a3 = 0. La famille est donc libre, et c'est une base puisqu'elle a autant d'�el�ements
que la base canonique. Un vecteur quelconque s'�ecrit dans cette base :0@ x1

x2
x3

1A = x1

0@ 1
1
1

1A+ (x2 � x1)
0@ 0

1
1

1A+ (x3 � x2)
0@ 0

0
1

1A :

O

Exemple 3.2.7 Calculer la dimension du sous-espace vectoriel de F72 engendr�e
par :

v1 = t(1; 0; 1; 0; 1; 0; 1);

v2 = t(0; 1; 1; 0; 0; 1; 1);

v3 = t(0; 0; 0; 1; 1; 1; 1);

v4 = t(1; 1; 0; 1; 0; 0; 1):

Les quatre premi�eres composantes de a1v1 +a2v2 +a3v3 +a4v4 sont a1 +a4,
a2 + a4, a1 + a2 et a3 + a4. En les annulant, on trouve que les ai sont �egaux.
Ceci donne, avec ai = 1, v1 + v2 + v3 + v4 = 0, d'o�u v4 = v1 + v2 + v3, ce qui
�elimine v4. La famille (v1; v2; v3) est-elle libre ? En annulant les deux premi�eres
composantes de a1v1 + a2v2 + a3v3 on trouve a1 = a2 = 0. En annulant la qua-
tri�eme, on trouve a3 = 0. La famille est donc libre et engendre un sous-espace
vectoriel de dimension 3. O
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3.3 Matrice

Le tableau des coe�cients des inconnues dans l'exemple 3.2.4 :

M =

0@ 1 1 1
1 2 2
3 4 4

1A
est la matrice du syst�eme. Les lignes de la matrice multiplient, �el�ement par
�el�ement, le vecteur v = t(x; y; z) des variables :

Mv =

0@ 1 1 1
1 2 2
3 4 4

1A0@ x
y
z

1A =

0@ x+ y + z
x+ 2y + 2z
3x+ 4y + 4z

1A :

Plus g�en�eralement, une matrice A de type (p; n) est un tableau d'�el�ements
de K, ou d'un anneau commutatif (de pr�ef�erence int�egre, comme K[X], ce qui
permet de calculer dans son corps des fractions), �a p lignes et n colonnes.
L'�el�ement �a l'intersection de la i-�eme ligne (Li(A)) et de la j-�eme colonne
(Cj(A)) est not�e aij , et la matrice est not�ee (aij). Soit B = (bij) une autre
matrice de même type et un �el�ement quelconque � de K (un scalaire). On
d�e�nit la somme :

A+B = (cij) ; cij = aij + bij

d'�el�ement neutre 0p;n, ou simplement 0, dont toutes les composantes sont nulles,
le produit :

�A = (� aij) ;

et les matrices Ehk, dont l'unique terme non nul, �egal �a 1, est obtenu pour
(i; j) = (h; k).

Une matrice �a une seule ligne est une matrice-ligne, une matrice �a une seule
colonne (par exemple un vecteur) est une matrice-colonne.

L'ensemble des matrices de type (p; n) est not�e Mp;n(K).

Proposition 3.3.1. L'ensemble Mp;n(K) muni de l'addition et de la multipli-
cation par les scalaires est un K-espace vectoriel de dimension pn.

D�emonstration. Pour toute matrice A 2Mp;n(K) on a :

A = (aij) =
X
i;j

aij Eij :

La famille (Eij)1�i�p; 1�j�n est donc g�en�eratrice. Elle est libre car :X
ij

aij Eij = 0 () 8(i; j) ; aij = 0 :

Elle constitue sa base canonique et elle poss�ede pn �el�ements.
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La transpos�ee de la matrice A = (aij) 2Mp;n(K) est la matrice tA = (bij)
avec bij = aji. Ses lignes sont les colonnes de A et elle est de type (n; p).

Si p = n, les matrices sont dites carr�ees, et leur ensemble est not�e Mn(K).
Si les seuls termes �eventuellement non nuls d'une matrice carr�ee D sont ses

termes diagonaux dii, qui forment sa diagonale principale, elle est dite
diagonale, et not�ee Diag(dii). Si de plus tous ses termes diagonaux valent 1,
elle est not�ee In (pour identit�e en dimension n), et s'ils sont tous �egaux �a un
scalaire �, on a une matrice scalaire, �In.

Exemple 3.3.1. Une suite r�ecurrente un =
P

1�i�k ai un�i, les k premiers
termes �etant donn�es, permet de d�e�nir une matrice carr�ee. Consid�erons par
exemple la suite d'�el�ements de F4 (voir 2.1) d�e�nie par x4 = x1 + x3 et de pre-
miers termes 1, i, i2. La matrice faisant passer de (xi; xi+1; xi+2) �a (xi+1; xi+2; xi+3)
s'�ecrit :

M =

0@ 0 1 0
0 0 1
1 0 1

1A :

On a M3 = M2+I3, M
4 = M3+M = M2+M+I3, M

5 = M+I3, M6 = M2+M
et M7 = I3, ce qui montre que la suite est p�eriodique :

1; i; i2; i; 0; i2; 1; 1; i; i2; : : :

de p�eriode de longueur 7 : (1; i; i2; i; 0; i2; 1). O

Exemple 3.3.2. Consid�erons l'�equation di��erentielle y0 = y sur l'intervalle
[0; 1], avec la condition initiale y(0) = 1. Partageons l'intervalle en 10 parties
�egales (10 pas), et posons yi = y0i = y( i

10 ) et h = 1
10 , le pas. La formule de

d�erivation approch�ee d'ordre 3 (l'erreur est proportionnelle �a h3) :

y0i =
1

2h
(yi�2 � 4yi�1 + 3yi)

donne la suite r�ecurrente :

2; 8 yi = 4 yi�1 � yi�2 :

La matrice :

M =
1

2; 8

�
0 1
�1 4

�
fait passer de (yi; yi+1) �a (yi+1; yi+2), et yi+2 est la seconde composante de
M(yi; yi+1), ou de M i+1(y0; y1).

Pour d�emarrer, il nous faut, calcul�ee par une m�ethode quelconque, par
exemple un d�eveloppement limit�e puisque y(k)(0) = 1, la valeur y1 = 1; 1051709.
On trouve alors y2 = 1; 2214 : : : On a :

M9 =

� �1; 018303 3; 152219
�1; 125792 3; 484867

�
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et la seconde composante de M9(y0; y1) donne y10 = 2; 7252, d'o�u une erreur
� 7:10�3. On am�eliore la pr�ecision en augmentant le nombre de pas (avec 100
pas, on trouve une erreur � 9:10�5. La convergence est lente) et l'ordre de la
formule de d�erivation approch�ee.

Cette m�ethode d'int�egration est dite multipas. Elle peut ne pas être stable
ni convergente : il y a des crit�eres qui sont du domaine de l'Analyse Num�erique. O

Deux matrices A et B de Mn(K) commutent si AB = BA.
Si les termes tij d'une matrice carr�ee T sont nuls pour i < j, elle est dite

triangulaire inf�erieure. S'ils sont nuls pour i > j, elle est triangulaire

sup�erieure.

Exemple 3.3.3. Nous voulons r�esoudre l'�equation sinx = 0; 6. Soit xi une
solution approch�ee. Posons xi+1 = xi + hi, sin(xi) = si, cos(xi) = ci, d'o�u �a
l'ordre 3 :

sinx = si + cih� 1

2
sih

2 � 1

6
cih

3 +O(h4) :

N�egligeons le terme en h4, divisons par ci et posons di = 0;6�si
ci

. Il vient :

h� si
2ci

h2 � 1

6
h3 = di :

En �elevant cette �equation au carr�e et au cube, toujours en n�egligeant le terme
en h4, nous obtenons h2 + si

ci
h3 = d2i et h3 = d3i , d'o�u le syst�eme triangulaire

sup�erieur : 0@ 1 � si
2ci

� 1
6

0 1 � sici
0 0 1

1A0@ h
h2

h3

1A =

0@ di
d2i
d3i

1A :

Nous obtenons en remontant :8><>:
h3i = d3i
h2i = d2i + si

ci
d3i

hi = di � si
2ci

(+d2i + si
ci
d3i ) +

d3i
6 :

Comme sin(0; 6) = 0; 56 et sin(0; 7) = 0; 64, partons de solution approch�ee
x0 = 0; 65. Nous obtenons h0 = �0; 0065310 : : : et x1 = x0 +h0 = 0; 6434689 : : :
Evaluons l'erreur : arcsin(0; 6)� x1 = 3; 2:10�5.

En reprenant la m�ethode �a partir de x1, on trouve h1 = 0; 00003215710 : : :
x2 = 0; 643501108017 : : : et arcsin(0; 6)� x2 est voisin de 8:10�10.

On obtient la pr�ecision que l'on veut en it�erant la m�ethode, ou en calculant
�a l'ordre n pour un n assez grand, d'o�u un syst�eme n� n. O

Une matrice carr�ee M = (mij) est sym�etrique si elle est �egale �a sa trans-
pos�ee : mij = mji ; elle est antisym�etrique si elle est l'oppos�ee de sa trans-
pos�ee : mij = �mji.
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Proposition 3.3.2. L'ensemble Sn(K) des matrices sym�etriques deMn(K) est
un K-espace vectoriel de dimension n(n+ 1)=2. L'ensemble An(K) des matrices
antisym�etriques de Mn(K) est un K-espace vectoriel de dimension n(n � 1)=2
si K n'est pas de caract�eristique 2. Si K est de caract�eristique 2, les notions de
sym�etrie et d'antisym�etrie sont confondues.

D�emonstration. Une matrice sym�etrique S = (sij) est d�etermin�ee par les sca-
laires sij pour j � i, au nombre de n(n + 1)=2, et une matrice antisym�etrique
A = (aij), par les n(n� 1)=2 scalaires aij pour j > i (les aii sont nuls). Si K est
de caract�eristique 2, mij = mji �equivaut �a mij = �mji.

Si A 2Mn(K) commute avec sa transpos�ee, elle est normale.
Une matrice A 2Mn(R) est orthogonale si A tA = tAA = In. Les matrices

sym�etriques, les matrices antisym�etriques et les matrices orthogonales sont nor-
males.

Si A = (aij) 2 Mn(C), on note A la matrice conjugu�ee (aij). On d�e�nit
alors la matrice adjointe A� de A par :

A� = tA = tA = (aji) :

On a �evidemment A�� = A.
La matrice A est hermitienne si A = A�. Elle est normale si elle commute

avec son adjointe : AA� = A�A. Elle est unitaire si AA� = A�A = In. Les
matrices hermitiennes sont normales, de même que les matrices unitaires.

Proposition 3.3.3. L'ensemble Hn(C) des matrices hermitiennes est un R-
espace vectoriel de dimension n2.

D�emonstration. Soit H = (hij) une matrice hermitienne : hij = hji. A quelle
condition sur � 2 C la matrice �H est-elle hermitienne ? Comme hii = hii
les hii sont r�eels, ce qui impose que � soit r�eel. La somme de deux matrices
hermitiennes �etant hermitienne, Hn(C) est un R-espace vectoriel.

Pour j 6= i posons hij = aij + ibij , aij et bij r�eels, aji = aij , bji = �bij
(bii = 0). La matrice r�eelle :

S =
1

2
(H + tH) = (aij)

est sym�etrique. La matrice r�eelle :

A =
1

2i
(H � tH) = (bij)

est antisym�etrique. La matrice H = S + iA est donc d�e�nie par les n(n+ 1)=2
composantes de S et les n(n� 1)=2 composantes de A. La dimension de Hn(C)
est donc �egale �a n2.

La somme des termes diagonaux d'une matrice carr�ee M = (mij) est sa
trace, somme des termes diagonaux : tr(M) =

P
imii.
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3.4 Application lin�eaire, endomorphisme

Dans cette partie sur les applications lin�eaires, � et � d�esignerons des sca-
laires quelconques.

Une application lin�eaire, ou homomorphisme, u de E dans F est une
application qui conserve les combinaisons lin�eaires :

u(�x+ � y) = �u(x) + �u(y) ;

ou, ce qui est �equivalent (par r�ecurrence), u(
P
i �i xi) =

P
i �i u(xi), toujours

pour des �el�ements de E et des scalaires quelconques.
Une application lin�eaire de E dans lui-même est un endomorphisme. L'en-

domorphisme iE qui laisse invariants les �el�ements de E (8x 2 E, iE(x) = x),
ou, ce qui est �equivalent, les �el�ements d'une base de E, est l'identit�e de E.

Proposition 3.4.1. Une application de E dans F est lin�eaire si et seulement
si elle est lin�eaire sur les �el�ements d'une base quelconque de E.

D�emonstration. Soient (�i) une base de E et une application u de E dans F
telle que u(

P
i �i �i) =

P
i �i u(�i), (xj) des �el�ements quelconques de E et (�j)

des scalaires quelconques. Si xj =
P
i xij �i, on a u(xj) =

P
i xij u(�i) et :

u(
X
j

�j xj) = u(
X
i; j

�j xij �i) =
X
i; j

�j xij u(�i) =
X
j

�j u(xj) ;

d'o�u la lin�earit�e de u. La r�eciproque est triviale.

L'image de l'application lin�eaire u, Im(u), est l'ensemble des vecteurs du
but qui ont au moins un ant�ec�edent, et son noyau, Ker(u), est l'ensemble des
vecteurs de la source d'image nulle :

Im(u) = fy 2 F j 9x 2 E : u(x) = yg ;
Ker(u) = fx 2 E j u(x) = 0g :

Proposition 3.4.2. Une application lin�eaire u de E dans F est d�etermin�ee
par les images des vecteurs d'une base quelconque BE = (�i)1�i�n de E dans
une base quelconque BF = (�j)1�j�p de F . Son noyau et son image sont des
sous-espaces vectoriels de, respectivement, E et F .

D�emonstration. Si BE = (�j)1�j�n est une base de E et BF = (�i)1�i�p une
base de F , un �el�ement x =

P
j xj �j de E a pour image u(x) =

P
j xj u(�j). Si

u(�j) =
P
i uij �i, on a :

u(x) =
X
j

xj
�X

i

uij �i
�

=
X
i;j

xj uij �i

et les (uij) d�eterminent u.
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Si u(x) = u(y) = 0, on aura u(�x+� y) = 0 ; Ker(u) est donc un sous-espace
vectoriel de E.

Si y1 et y2 appartiennent �a Im(u), ces �el�ements ont des ant�ec�edents respectifs
x1 et x2 ; on a alors :

u(�x1 + �x2) = �u(x1) + �u(x2) = � y1 + � y2

et � y1+� y2 appartient �a Im(u), qui est donc un sous-espace vectoriel de F .

La dimension de l'image est le rang de l'application lin�eaire, not�e rg(u).

Une application lin�eaire u est injective (c'est une injection) si Ker(u) = f0g.
Elle est surjective (c'est une injection) si Im(u) = F , c'est-�a-dire si rg(u) =
p. Si elle est injective et surjective, donc bijective (c'est une bijection), c'est
un isomorphisme, ou un automorphisme si F = E ; E et F sont alors
isomorphes.

Un automorphisme u de E tel que u � u = iE est une involution. La conju-
gaison dans C, espace vectoriel sur lui-même ou sur R, une sym�etrie dans E,
sont des involutions.

Proposition 3.4.3. Deux K-espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement
si ils ont même dimension (n = p).

D�emonstration. Supposons que n = p , et soient (�i)1�i�n une base de E et
(�i)1�i�n une base de F . L'application u de E dans F d�e�nie par :

u(
X
i

�i �i) =
X
i

�i �i

est lin�eaire (proposition 2.4.1), injective car si u(
P
i �i �i) = 0 on a

P
i �i �i = 0

et les �i sont tous nuls, les �i �etant libres ; elle est surjective car tout �el�ement
y =

P
i yi� de F est l'image de x =

P
i yi �i.

On a rg(u) � n car si (yi) est une base de Im(u) et xi un ant�ec�edent de yi
pour 1 � i � rg(u), les xi sont libres et engendrent un sous-espace vectoriel E0

de E, isomorphe �a Im(u), de dimension rg(u) au plus �egale �a dim(E) = n.
Si elle est injective, on a forc�ement p � n car les images par u des vecteurs

d'une base quelconque de E sont libres et dim(Im(u)) = n, or Im(u) est un
sous-espace de F , donc de dimension au plus �egale �a celle de F .

Si elle est surjective, comme dim(Im(u)) � dim(E), on a p = rg(u) � n.

Proposition 3.4.4. L'application r�eciproque d'un isomorphisme est un isomor-
phisme.

D�emonstration. Soit u : E ! F un isomorphisme ; �etant bijectif, u admet une
application r�eciproque u�1. Il reste �a voir que u�1 est lin�eaire. Soient x1 et

15



x2 des �el�ements quelconques de E, u(x1) = y1, u(x2) = y2, y1 = u�1(x1) et
y2 = u�1(x2). On a alors :

u�1(� y1 + � y2) = x () u(x) = � y1 + � y2
= �u(x1) + �u(x2)
= u(�x1 + �x2)

d'o�u x = �x1 + �x2 et :

u�1(� y1 + � y2) = �x1 + �x2
= �u�1(y1) + �u�1(y2) :

Lin�eaire et bijective, l'application u�1 est un isomorphisme.

Lorsque u est un isomorphisme, M(u), dans des bases quelconques, est une
matrice r�eguli�ere, et M(u�1) est son inverse pour une op�eration que nous
d�e�nirons ult�erieurement. Le syst�eme u(x) = y0 est alors �equivalent au syst�eme
x = u�1(y0) et admet une et une seule solution.

Proposition 3.4.5. Toute base de E d�e�nit un isomorphisme entre E et Kn,
et r�eciproquement.

D�emonstration. SoitB = (�i) une base de E. L'application lin�eaire � de Kn dans
E d�e�nie par �(ei) = �i est un isomorphisme. R�eciproquement, si � 2 L(Kn; E)
est un isomorphisme, la famille (�(ei)) est libre et g�en�eratrice.

Un isomorphisme est canonique s'il est construit sans utilisation de bases.
Nous en verrons un exemple un peu plus loin.

Proposition 3.4.6. Soit u une application lin�eaire entre deux espaces vecto-
riels E et F de même dimension n. Si elle est injective ou surjective, c'est un
isomorphisme. Si F = E, c'est un automorphisme.

D�emonstration. Supposons E, de base (�i) et F , de base (�i) de même dimension
(p = n) et u 2 L(E;F ). Si u est injective, les (u(�i)) sont libres et engendrent
un sous-espace vectoriel de F de même dimension que F , donc �egal �a F , et u
est surjective.

Si u est surjective, chaque �i a un ant�ec�edent  i. Une relation
P
i �i  i = 0

donne, en apliquant u,
P
i �i �i = 0. Les (�i) �etant libres les �i sont nuls et ( i),

famille libre �a n �el�ements, est une base de E. D�e�nissons l'application lin�eaire
v par v(�i) =  i pour tout i. L'application v � u est lin�eaire (proposition 2.3.7)
et (v � u)( i) = v(�i) =  i pour tout i ; c'est donc l'identit�e de E, v = u�1, et
u est un isomorphisme.

Proposition 3.4.7. La compos�ee de deux applications lin�eaires u 2 L(E;F ) et
v 2 L(F;G) est une application lin�eaire. Si u et v sont injectives (respective-
ment surjectives, bijectives) v � u est aussi injective (respectivement surjective,
bijective). Si v �u est injective, u l'est aussi. Si v �u est surjective, v l'est aussi.
Si u et v sont des isomorphismes, v � u en est un. La r�eciproque est vraie si E,
F et G ont même dimension.
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D�emonstration. L'application v � u : x 7! v(u(x)) va de E dans G. Elle est
lin�eaire car :

(v � u)(�x+ � y) = v(�u(x) + �u(y)) = � (v � u)(x) + � (v � u)(y) :

Si u et v sont injectives, v � u l'est aussi car (v � u)(x) = 0 implique u(x) = 0
et donc x = 0. Si v � u est injective u est injective car u(x) = 0 implique
(v � u)(x) = 0 donc x = 0, mais v peut ne pas l'être si Im(u)\Ker(v) = f0g. Si
u et v sont surjectives, v �u l'est aussi car tout z 2 G a un ant�ec�edant y 2 F qui
a lui-même un ant�ec�edant x 2 E. Si v � u est surjective, v est surjective, mais u
peut ne pas l'être car il n'est pas n�ecessaire que Im(u) contienne Ker(v).

D'apr�es ce qui pr�ec�ede, si u et v sont des isomorphismes, v �u en est un, et si
v � u est un isomorphisme, v est surjective, c'est donc un isomorphisme puisque
F et G ont même dimension (proposition 3.4.6), et u est injective, et c'est un
isomorphisme puisque dim(E) = dim(F ).

L'ensemble Aut(E) des automorphismes de E muni de la composition est
un groupe (non commutatif) dont l'�el�ement neutre est iE .

Proposition 3.4.8. Soient u 2 Aut(E) et v 2 L(E), tels que v � u = iE. Alors
v est l'automorphisme inverse de u ( v = u�1), et u � v = v � u = iE.

D�emonstration. Si (�i) est une base de E, (�0i = u(�i)) est une autre base. On a
v(�0i) = �i, (v � u)(�i) = v(�0i) = �i.

L'ensemble L(E;F ) des applications lin�eaires de E dans F est naturellement
muni de l'addition :

u1 + u2 : x 7! u1(x) + u2(x)

et de la multiplication par les scalaires :

�u : x 7! �u(x) :

D�e�nissons les applications lin�eaires uhk :

uhk(�h) = �k ; uhk(�i) = 0 si i 6= h :

Proposition 3.4.9. L'ensemble L(E;F ) muni de l'addition et de la multipli-
cation par les scalaires est un K-espace vectoriel de dimension p n.

D�emonstration. On v�eri�e imm�ediatement que L(E;F ) est stable pour l'addi-
tion et la multiplication par les scalaires, et que les pn uhk en constituent une
base.

L'application lin�eaire nulle (8x 2 E ; u(x) = 0) est not�ee 0.

Si F = E, on note L(E) pour L(E;E).

Si x = a et x = b sont des solutions de l'�equation u(x) = y0, alors u(b�a) = 0
et b� a appartient au noyau de u. Si c 2 Ker(u), a+ c est solution. La solution
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g�en�erale est not�ee a+ Ker(u).

Le syst�eme de l'exemple 3.2.1 peut s'�ecrire u(v) = v0, le probl�eme �etant de
trouver x dans R2. En e�et, l'application :

u : R2 ! R3�
x
y

�
7!

0@ 3x� y
x+ y

2x+ 3y

1A
est lin�eaire. Son image peut s'�ecrire :0@ 3x� y

x+ y
2x+ 3y

1A =

0@ 3 �1
1 1
2 3

1A � x
y

�
le produit dans le membre de droite s'e�ectuant � ligne par colonne � comme
on le voit clairement. Le tableau de nombres :

M(u) =

0@ 3 �1
1 1
2 3

1A
est la matrice associ�ee �a u dans les bases de la source et du but (ici, les
bases canoniques). Sa premi�ere colonne est l'image du premier vecteur de la
base source : 0@ 3 �1

1 1
2 3

1A �
1
0

�
=

0@ 3
1
2

1A
et la seconde celle du second. Ces images �etant ind�ependantes forment une base
de Im(u), qui est donc de dimension 2. Les conditions y = 3x et y = �x im-
pliquent que Ker(u) = f(0; 0)g.

Plus g�en�eralement, la matrice MB0; B(u) associ�ee �a une application lin�eaire
u 2 L(E;F ) dans les bases B = (�i) de E et B0 = (�0j) de F est la matrice
dont la i-�eme colonne Ci est l'image dans B0 du i-�eme vecteur de B. Nous no-
tons MB0;B(u) et non MB;B0(u) pour respecter la contravariance des vecteurs,
une convention 1 dont nous parlerons plus loin. Remarquons que, dans l'�ecriture
Mp; n(K), le premier indice, p, le nombre de lignes, est la dimension du but, et
n, le nombre de colonnes, celle de la source. Il y a l�a aussi inversion.

Proposition 3.4.10. L'application :

MB0;B : L(E;F ) ! Mp; n(K)
u 7! MB0;B(u)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

1. Les conventions d'Einstein simpli�ent les notations et permettent le calcul tensoriel.
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D�emonstration. Notons M pour MB0;B. L'application M est lin�eaire car il
d�ecoule de la d�e�nition de M(u) que M(u1 + u2) = M(u1) + M(u2) et que
M(�u) = �M(u). Elle est �evidemment injective (si M(u) = 0, alors u = 0) et
c'est donc un isomorphisme, L(E;F ) et Mp; n(K) ayant même dimension pn
(proposition 2.4.6). Cet isomorphisme d�epend du choix des bases et n'est donc
pas canonique.

Une matrice quelconque M 2 Mp;n(K) est associ�ee �a l'application lin�eaire
u 2 L(E;F ) d�e�nie par : u(�i) =

P
jmji �

0
j (l'image dans la base de F du i-�eme

vecteur de la base de E est la i-�eme colonne de M).

Dans l'exemple 3.2.4 :

M(u) =

0@ 1 1 1
1 2 2
3 4 4

1A
l'image de u est engendr�ee par les deux premiers vecteurs-colonnes, qui sont
libres ; elle est donc de dimension 2. Un vecteur (x; y; z) appartient au noyau si
et seulement si x = �y � z et x = �2y � 2z, ces deux conditions impliquant la
troisi�eme. Ceci se traduit par z = �y et x = 0. Le noyau est donc engendr�e par
le vecteur (0; 1;�1) ; il est de dimension 1.

Conclusion : le syst�eme u(v) = w0 n'est possible que si w0 2 Im(u) et les
solutions, lorsque cette condition est remplie, sont obtenues en ajoutant �a l'une
quelconque d'entre elles, v0, un �el�ement du noyau. On peut noter l'ensemble des
solutions v0 + Ker(u) :

Revenons au cas g�en�eral. Soient :
- r le rang de de l'application lin�eaire u 2 L(E;F ),
- B1 = (�i)1�i�r une base d'un suppl�ementaire K 0 du noyau,
- B2 = (�j)r+1�j�n une base du noyau,

de sorte que B = (�i)1�i�n est une base de E. La restriction de u �a K 0 est
injective car u(x) = 0 implique que x 2 Ker(u) et donc que x =2 K 0. Les
vecteurs u(�i) pour i allant de 1 �a r sont libres dans F et constituent une base
de Im(u) ; compl�etons-les en une base B0 de F . Dans ces bases (B et B0), la
matrice de u s'�ecrit :

M(u) =

�
Ir 0r; n�r

0p�r; r 0p�r; n�r

�
ce qui est sa forme canonique.

Deux matrices M1 ; M2 2Mp; n(K) sont �equivalentes si elles ont le même
rang, donc la même forme canonique.

Th�eor�eme 3.4.1 (du rang). Pour toute application lin�eaire u 2 L(E;F ) on a :

dim(Ker(u)) + rg(u) = dim(E) :
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D�emonstration. La restriction de u �a un suppl�ementaire K 0 de Ker(u) est un
isomorphisme de K 0 sur Im(u), et :

dim(E) = dim(Ker(u)) + dim(K 0) = dim(Ker(u)) + dim(Im(u))

d'o�u le r�esultat.

Proposition 3.4.11. L'ensemble L(E) muni de la composition est une K-
alg�ebre (non commutative).

D�emonstration. La composition est associative et distributive par rapport �a
l'addition car :

(w � (v � u))(x) = w(v(u(x))) = ((w � v) � u)(x) ;
(w � (u+ v))(x) = w(u(x)) + w(v(x)) = (w � u+ w � v)(x)

quels que soient x 2 E et les endomorphismes u, v et w. L'�el�ement unit�e est
l'identit�e iE .

En posant u � u = u2 et u � un = un+1 pour tout entier naturel n > 2, on
fait op�erer la K-alg�ebre K[X] des polynômes �a une ind�etermin�ee sur L(E) :

K[X] � L(E) ! L(E)
(P =

P
i aiX

i ; u ) 7! P (u) =
P
i ai u

i (0 � i � deg(P )) :

Un endomorphisme p 2 L(E) est un projecteur si p2 = p ; p est la projection
sur Im(p) (invariante par p) de direction Ker(p). Remarquons que q = iE � p
est aussi un projecteur, car :

q2 = (iE � p)2 = iE � 2 p+ p2 = iE � p = q ;

que pq = qp = 0, et que q est la projection sur Ker(p) de direction Im(p).
La restriction de p �a Im(p) est l'identit�e de Im(p), car, si y 2 Im(p), il existe

x 2 E tel que p(x) = y et alors p(y) = p2(x) = p(x) = y.
On a :

E = Im(p)�Ker(p) = Im(p)� Im(q) = Ker(p)�Ker(q) :

3.5 Produit matriciel

D�e�nissons d'abord le produit formel :

(a1; : : : ; an) � t(b1; : : : ; bn) = a1b1 + � � �+ anbn :

Soient (�i), (�i) et (
i) des bases, respectivement, des K-espaces vectoriels
E, F et G. On a une application naturelle de L(E;F )� L(F;G) dans L(E;G)
d�e�nie par la composition ((u; v) 7! v � u).

Nous voulons d�e�nir une multiplication matricielle compatible avec cette
application, c'est-�a-dire telle que, si A, B et C sont les matrices associ�ees res-
pectivement �a u, v et v � u dans les bases ci-dessus, on ait C = BA.
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Remarquons d'abord que le nombre de colonnes de B doit être �egal au
nombre de lignes de A (c'est la dimension p de F ). Cette condition suppos�ee
remplie, identi�ons les deux �ecritures de v � u(�j) :

v(u(�j)) = v(
P
h ahj �h) =

P
h ahj v(�h) =

P
h ahj

P
i bih 
i

v(u(�j)) =
P
i cij 
i

pour trouver que cij est �egal au produit Li(B) � Cj(A) :

cij =
X
h

bih ahj :

On dit qu'on fait le produit � ligne par colonne � .

Lorsque le produit MM 0 de deux matrices deMn(K) est �egal �a In on dit que
M 0 est la matrice inverse deM (et r�eciproquement), ce qu'on noteM 0 = M�1.

Le calcul : �
a c
b d

��
d �c
�b a

�
= (ad� bc)

�
1 0
0 1

�
montre que, si ad� bc 6= 0, on a :�

a c
b d

��1
=

1

ad� bc
�

d �c
�b a

�
:

Proposition 3.5.1. La matrice M(u) d'un automorphisme u de E dans une
base B est inversible et M(u)�1 = M(u�1).

D�emonstration. Comme :

M(u�1 � u) = M(iE) = In

et :
M(u�1 � u) = M(u�1)M(u) ;

on a bien M(u�1) = M(u)�1.

Le calcul du produit de deux matrices de Mn(K) demande n2(2n � 1)
op�erations (� 2n3).

Si F = E, L(E), munie de la composition, et Mn(K), munie du produit
matriciel, sont des K-alg�ebres.

Proposition 3.5.2. Si M 2Mn(K) est inversible, son inverse est unique.

D�emonstration. Si M 0 et M 00 sont inverses de M , on a :

MM 0 = MM 00 = In ;

d'o�u, en multipliant �a gauche par M 0 : M 0 = M 00 :
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Proposition 3.5.3. Si MM 0 = In, alors M
0M = In.

D�emonstration. Si u est l'automorphisme de Kn d�e�ni par la matrice M , M 0

est la matrice de u�1, MM 0 celle de u � u�1 et M 0M celle de u�1 � u ; or
u � u�1 = u�1 � u (proposition 2.4.8).

Proposition 3.5.4. L'application M est un isomorphisme entre les K-alg�ebres
L(E) et Mn(K).

D�emonstration. On sait d�ej�a que M est un isomorphisme d'espaces vectoriels
(proposition 2.4.10). Comme M(v � u) = M(v)M(u), c'est aussi un isomor-
phisme d'anneaux, donc d'alg�ebres.

Les polynômes de K[X] op�erent donc sur Mn(K), comme sur L(E), avec la
convention, pour toute matrice M 2Mn(K) : M0 = In.

Proposition 3.5.5. La matrice transpos�ee du produit de matrices A1 : : : Ar
(r � 2) est �egale au produit tAr : : :

tA1

D�emonstration. Montrons-le pour r = 2. Si A2A1 = (cij) avec :

cij = Li(A2) � Cj(A1) ;

on a :
t(A2A1) = (c0ij); avec c0ij = cji = Lj(A2) � Ci(A1)

et :
tA1

tA2 = (c
00

ij); avec c
00

ij = Li(
tA1) � Cj(tA2)

= Ci(A1) � Lj(A2)

d'o�u le r�esultat : t(A2A1) = tA1
tA2. On passe au cas g�en�eral par une r�ecurrence

imm�ediate.

Proposition 3.5.6. Le produit A1 : : : Ar (r � 2) de r matrices inversibles de
Mn(K) est inversible. Son inverse est �egal �a A�1r : : : A�11 .

D�emonstration. Montrons-le lorsque r = 2 : A�12 A�11 A1A2 = A�12 A2 = In. On
passe au cas g�en�eral par une r�ecurrence imm�ediate.

Proposition 3.5.7. La matrice inverse D�1 = (d0ij) d'une matrice diagonale

r�eguli�ere D = (dij) est diagonale (r�eguli�ere) et d0ii = d�1ii pour tout i.

D�emonstration. La matrice D est associ�ee �a un endomorphisme u de Kn tel que
u(ei) = dii ei, dii 6= 0 pour tout i. On a donc :

u�1(ei) =
X
j

d0ij ej = d�1ii ei ;

d'o�u d0ii = d�1ii et d0ij = 0 si j 6= i.
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Proposition 3.5.8. La matrice inverse T 0 = (t0ij) 2 Mn(K) d'une matrice
triangulaire sup�erieure (respectivement inf�erieure) r�eguli�ere T = (tij) est trian-
gulaire sup�erieure (respectivement inf�erieure). On a t0ii = t�1ii pour tout i.

D�emonstration. D�emontrons dans le cas o�u T est triangulaire sup�erieure, l'autre
cas se prouvant de fa�con identique.

Le produit TT 0 �etant �egal �a In, on a :

Ln(T ) � Cn(T 0) = tnn t
0
nn = 1

d'o�u t0nn = t�1nn , et, pour tout j < n :

Ln(T ) � Cj(T 0) = tnn t
0
nj = 0

d'o�u t0nj = 0. Faisons l'hypoth�ese de r�ecurrence Hh :

8i � h : t0ii = t�1ii et t0ij = 0 si j < i ;

et remarquons que nous venons de prouver que Hn est v�eri��ee ; T 0 est donc
suppos�ee avoir la forme :

T 0 =

0BBBBBBBBB@

t011 : : : : : : : : : : : : t01n
...

. . .
...

t0h�1 1 : : : t0h�1h�1 : : : : : : t0h�1n

0 : : : 0 t0hh : : : t0hn
...

...
. . .

. . .
...

0 : : : 0 : : : 0 t0nn

1CCCCCCCCCA
Nous avons alors :

Lh�1(T ) = ( 0 : : : 0 th�1 h�1 : : : : : : th�1n ) ;
Ch�1(T 0) = t( t01h�1 : : : : : : t0h�1h�1 0 : : : 0 ) ;
Cj(T

0) = t( t0ij : : : : : : t0h�1 j 0 : : : 0 ) ;

pour j < h� 1, d'o�u :

1 = Lh�1(T ) � Ch�1(T 0) = th�1h�1 t0h�1h�1 ;
0 = Lh�1(T ) � Cj(T 0h) = th�1h�1 t0h�1 j ;

et la conclusion : t0h�1h�1 = t�1h�1h�1 et t0h�1 j = 0 pour j < h�1, ce qui prouve
Hh�1 et ach�eve la r�ecurrence.

Proposition 3.5.9. Si T = (tij) et T 0 = (t0ij) sont des matrices de 2 Mn(K)

triangulaires sup�erieures (respectivement inf�erieures), TT 0 = T
00

= (t
00

ij) est

triangulaire sup�erieure (respectivement inf�erieure), et t
00

ii = tii t
0
ii. Pour tout

polynôme P 2 K[X], P (T ) = M = (mij) est triangulaire sup�erieure (respecti-
vement inf�erieure) et mii = P (tii) pour tout i.
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D�emonstration. Traitons le cas o�u T et T 0 sont triangulaires sup�erieures, l'autre
cas se prouvant de fa�con identique. On a t

00

ij = Li(T ) � Cj(T 0). Si i > j :

Li(T ) = ( 0 : : : : : : : : : 0 tii : : : tin )
Cj(T

0) = t( t01 j : : : t0jj 0 : : : : : : : : : 0 )

nous voyons que t
00

ij = 0, et que, si j = i, alors t
00

ii = tii t
0
ii.

Faisant T 0 = T , nous voyons, par r�ecurrence sur n 2 N, que Tn est trian-
gulaire sup�erieure et que ses termes diagonaux sont tnii. La somme de matrices
triangulaires sup�erieures �etant triangulaire sup�erieure, M = P (T ) est triangu-
laire sup�erieure, et mii = P (tii).

Proposition 3.5.10. Si A 2Mn(K) est inversible, sa transpos�ee est inversible
et ( tA)�1 = t(A�1).

D�emonstration. En tranposant AA�1 = In on obtient t(A�1) tA = In (proposi-
tion 2.5.2), ce qui montre que tA est inversible, et que son inverse, ( tA)�1, est
�egale �a t(A�1).

3.6 Changement de base

Soient deux bases de E, B = (�i)1�i�n et B0 = (�0i)1�i�n, avec �i = �(ei) et
�0i = �0(ei) (proposition 2.4.5), de sorte que �0 � ��1(�i) = �0i. La i-�eme colonne
de la matrice de l'application lin�eaire �0 � ��1 dans la base B est donc le vecteur
�0i �ecrit dans la base B.

On note cette matrice PB;B0 et on l'appelle matrice de passage de B �a
B
0. Elle repr�esente l'identit�e de E dans les deux bases :

PB;B0 = MB;B0(iE) :

Quel est l'e�et de PB;B0 sur les composantes d'un vecteur x de E ? Si x
s'�ecrit xB = (xi) dans B et xB0 = (x0i) dans B0, on a :

x =
X

x0i Ci(PB;B0) =
X

xi �i

or
P
x0i Ci(PB;B0) = PB;B0 x

0
i. D'o�u l'on conclut :

xB = PB;B0 xB0 :

La matrice de passage de B �a B0 fait donc passer des composantes dans B0

aux composantes dans B. Si l'on a une troisi�eme base B00, on a :

PB;B00 = PB;B0 PB0;B00 :

Ceci est une convention (d'Einstein) : les vecteurs sont � contravariants � et
les formes lin�eaires, �etudi�ees plus loin, sont � covariantes � . Ils doivent s'�ecrire
en colonne, mais, dans le texte, on �ecrit leurs transpos�es (en ligne) par commo-
dit�e.
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La matrice inverse assure le passage de B �a B0 :

P�1
B;B0 = PB0;B :

Exemple 3.6.1. Soient B = (�1; �2) la base canonique de R2 et :

B
0 = (�01 = �1 + 2�2 ; �

0
2 = 3�1 + 5�2)

une autre base. On a :

PB;B0 =

�
1 3
2 5

�
et, comme �1 = �5�01 + 2�02 et �2 = 3�01 � �02 :

PB0;B =

� �5 3
2 �1

�
:

On v�eri�e que PB;B0 PB0;B = I2 = PB0;B PB;B0 . Soit xB = t(3; 4). Le calcul
direct donne :

x = 3(�5�01 + 2�02) + 4(3�01 � �02) = �3�01 + 2�02

d'o�u : xB0 = t(�3; 2). On a bien :

xB0 = PB0;B xB =

� �5 3
2 �1

��
3
4

�
=

� �3
2

�
:

O

Quel est l'e�et d'un changement de base sur la matrice d'une application
lin�eaire u 2 L(E;F ) ? Soient B(E) et B0(E) deux bases de E, B(F ) et B0(F )
deux bases de F . Le diagramme commutatif :

B(E)
MB(F );B(E)(u)����������! B(F )

P
B(E);B0(E)

x?? ??yPB0(F );B(F )

B
0(E) �����������!

M
B0(F );B0(E)(u)

B
0(F )

montre que :

MB0(F );B0(E)(u) = PB0(F );B(F )MB(F );B(E)(u)PB(E);B0(E) :

On remarquera (contravariance) que les indices se lisent de droite �a gauche :

B
0(F ) B(F ); B(F ) B(E); B(E) B0(E) :

Si u 2 L(E), en notant P = PB;B0 , M = MB(u) et M 0 = MB0(u) le
diagramme commutatif :

B(E)
M����! B(E)

P

x?? ??yP�1
B
0(E) ����!

M 0
B
0(E)
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se traduit par M 0 = P�1M P , ou M = P M 0 P�1.

Deux matrices M ; M 0 2 Mn(K) sont semblables s'il existe une matrice
r�eguli�ere P 2Mn(K) telle que M = PM 0P�1, c'est-�a-dire si elles repr�esentent le
même endomorphisme d'un K-espace vectoriel de dimension n dans deux bases.
Des matrices semblables sont donc �equivalentes.

3.7 Forme lin�eaire, dual

Une application lin�eaire d'un K-espace vectoriel E, de dimension n, dans K
est une forme lin�eaire sur E, ou un covecteur, c'est-�a-dire un vecteur co-
variant, comme nous le verrons. L'ensemble des formes lin�eaires sur E est son
dual not�e E�. Le dual du dual est le bidual de E not�e E��.

Exemple 3.7.1. Soit E le K-espace vectoriel des polynomes de K[X] de degr�e
au plus �egal �a 2. Les applications de E dans K :

v1(P ) = P (0) ;
v2(P ) = P 0(0) ;

v3(P ) =
R 1
0
P (t) dt

sont des formes lin�eaires sur E. Leurs matrices dans la base canonique de E
(1; X;X2) sont :

M(v1) = (1; 0; 0) ;
M(v2) = (0; 1; 0) ;
M(v3) = (1; 0; 2=3) ;

et elles sont lin�eairement ind�ependantes. O

Exemple 3.7.2. La matrice de la forme lin�eaire :

u : E = R2 ! R

(x; y) 7! ax+ by = (a; b)

�
x
y

�
est M(u) = (a; b) 2 E�. C'est donc la transpos�ee d'un vecteur de R2. On peut
�ecrire en transposant :

ax+ by = (x; y)

�
a
b

�
:

Le vecteur t(x; y) est donc, �a transposition pr�es, un �el�ement de E��. O

Imaginons un client entrant dans un magasin pour la premi�ere fois. Le ma-
gasin vend n articles (ai) dont les prix respectifs sont pi. Le client d�esire acheter
la quantit�e qi de chaque ai. La facture sera donc f =

P
i qi pi. Pour le g�erant

du magasin, les pi sont connus, et les qi sont les inconnues de l'�equation. Pour
le client, la situation est inverse : il connait les qi mais pas les pi, qui sont pour
lui les variables. Cet exemple illustre la dualit�e des points de vue.
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Th�eor�eme 3.7.1. Le dual E� et le bidual E�� d'un K-espace vectoriel E, de
dimension n, sont des K-espaces vectoriels de dimension n, et E�� est canoni-
quement isomorphe �a E, auquel on peut l'identi�er.

D�emonstration. Que E� et E�� sont des K-espaces vectoriels de dimension n
d�ecoule de la proposition 3.4.9 pour m = 1. Tout �el�ement x de E d�e�nit la forme
lin�eaire sur E� :

x�� : E� ! K

u 7! u(x) :

On a en e�et quels que soient les scalaires � et � :

x��(�u+ � v) = (�u+ � v)(x)
= �u(x) + � v(x)
= �x��(u) + �x��(v)

d'o�u la lin�earit�e de x��.
Montrons que l'application � de E dans E�� d�e�nie par �(x) = x�� est un

isomorphisme.
Elle est lin�eaire car �(�x+� y) = (�x+� y)�� quels que soient les �el�ements

et les scalaires �ecrits, et :

(�x+ � y)��(u) = u(�x+ � y)
= �u(x) + � u(y)
= (�x�� + � y��)(u)
= (��(x) + � �(y))(u)

signi�e que �(�x+ � y) = ��(x) + � �(y).
Elle est injective car �(x) = 0 signi�e que pour tout u 2 E� x��(u) = 0, que

u(x) = 0, donc que x = 0.
La bijectivit�e d�ecoule de la proposition 3.4.6 et de l'�egalit�e des dimensions.
Cet isomorphisme, ne d�ependant d'aucune base, est canonique.

Une forme lin�eaire u 2 E� est repr�esent�ee dans une base B = (�1; : : : ; �n) de
E par une matrice �a une ligne :

MB(u) = (u(�1); : : : ; u(�n)) :

La base duale de B est la base B� = (��1; : : : ; �
�
n) de E� d�e�nie par :

��i (�j) = �ij :

Rappelons que �ij est le symbole de Kronecker, d�e�ni dans les G�en�eralit�es.

Grâce �a son produit scalaire canonique, Kn est son propre dual et sa base
canonique est sa propre base duale.

Exemple 3.7.3. Calculons la base duale de la base B de R3 :

B = f�1 = t(1; 1; 1); �2 = t(0; 1; 1); �3 = t(0; 0; 1)g
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exprim�ee dans la base canonique. Dans cette même base (canonique), qui est la
base canonique du dual, on a :

M(��1) = (a1; a2; a3) ; M(��2) = (b1; b2; b3) ; M(��3) = (c1; c2; c3) ;

et, d'apr�es la d�e�nition :

��1(�1) = 1 = a1 + a2 + a3 ;
��1(�2) = 0 = a2 + a3 ;
��1(�3) = 0 = a3 ;

d'o�u ��1 = (1; 0; 0). Un calcul identique donne :

��2 = (�1; 1; 0) ; ��3 = (0;�1; 1) :

O

3.8 Application lin�eaire transpos�ee

Si u 2 L(E;F ) et si � 2 F �, ��u est une forme lin�eaire sur E. L'application :

tu : F � ! E�

� 7! � � u
est lin�eaire :

tu(��1 + ��2) = (��1 + ��2) � u
= ��1 � u+ ��2 � u
= � tu � �1 + � tu � �2

et appartient donc �a L(F �; E�). C'est la transpos�ee de u. Nous voyons que
la transposition inverse le sens des applications, et transforme donc les objets
contravariants en objets covariants. Une forme lin�eaire (ou covecteur) est trans-
pos�ee d'un vecteur.

Proposition 3.8.1. Les bases respectives de E et de F �etant B = (�i) et
B
0 = (�i), la matrice de la transpos�ee de u 2 L(E;F ) dans les bases duales

B
0� = (��i ), de F

�, et B� = (��i ), de E
�, est la transpos�ee de la matrice M(u) :

M
B�;B0�(

tu) = tMB0;B(u) :

D�emonstration. PosonsMB0;B(u) = M = (mij) etM
B�;B0�(

tu) = tM . Comme
u(�j) =

P
imij �i, on a :

tu(��i ) = ��i (u) : �j 7! mij :

Faisant aller j de 1 �a dim(E) = m, nous obtenons la i-�eme colonne de M(tu) :

Ci(M(tu)) = (mi1; : : : ;mim) = Li(M)

ce qui est le r�esultat annonc�e.
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Proposition 3.8.2. Si ui 2 L(Ei; Ei+1), 1 � i � r, on a :

t(ur � : : : � u1) = tu1 � : : : � tur :
D�emonstration. Montrons-le d'abord pour r = 2. Soient B1 = (�i), B2 = (�i),
B3 = ( i) les bases rspectives de E1, E2, E3, et B�

1, B�
2, B�

3 les bases duales.
On a :

t(u2 � u1)( �i ) =  �i � u2 � u1 = tu2 �  �i � u1 = tu2 � tu1 �  �i
quel que soit i, d'o�u le r�esultat dans ce cas. On passe au cas g�en�eral par une
r�ecurrence imm�ediate.

Le diagramme commutatif pr�ec�edent, o�u u 2 L(E), P = PB;B0 ,M = MB(u)
et M 0 = MB0(u) :

B(E)
M����! B(E)

P

x?? ??yP�1
B
0(E) ����!

M 0
B
0(E)

donne par transposition :

B(E)�
tM ���� B(E)�??ytP tP�1

x??
B
0�(E)

tM 0

 ���� B0�(E)

c'est-�a-dire tM 0 = tP tM tP�1, ou tM = tP�1 tM 0 tP .

La transposition transforme les objets contravariants en objets covariant, et
inversement. Elle laisse les scalaires invariants, mais ils ne sont ni covariants ni
contravariants.

Proposition 3.8.3. La transpos�ee de la transpos�ee d'une application lin�eaire
u 2 L(E;F ) est �egale �a u.

D�emonstration. Remarquons d'abord que t(tu) appartient �a L(E��; F ��), donc
�a L(E;F ) (th�eor�eme 3.7.1). On a, quels que soient x 2 E et � 2 F � :

� � u(x) = x��(� � u) = x��(tu � �) = t(tu)(x��) � � = � � t(tu)(x) ;

d'o�u l'�egalit�e annonc�ee.

4 D�eterminants

4.1 Permutations et transpositions

Une permutation � sur l'ensemble ordonn�e [1; n] = f1; 2; : : : ; ng est une
bijection sur cet ensemble :

� : (1; 2; : : : ; n) 7! (�(1); �(2); : : : ; �(n)) :
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La compos�ee (ou le produit) �2 � �1 de deux permutations est la permuta-
tion qui commute i et �2(�1(i)), pour i = 1; : : : ; n. L'associativit�e est triviale.
L'inverse ��1 de � est d�e�nie par i 7! ��1(i). L'ensemble des permutations
est donc un groupe, le groupe sym�etrique Sn, dont l'�el�ement neutre est la
permutation identique �(i) = i.

La transposition �h;k est la permutation qui commute h et k et laisse inva-
riants les autres entiers. Elle est son propre inverse (c'est une involution). Cette
notion n'a qu'un rapport assez lointain avec son homonyme pour les applications
lin�eaires et les matrices (t(tu) = u).

Proposition 4.1.1. Les transpositions engendrent Sn.

D�emonstration. Il nous faut montrer qu'une permutation quelconque � est la
compos�ee de transpositions. Le sous-ensemble (i1; i2; : : : ; ik) est un cycle pour
� si �(i1) = i2, �(i2) = i3, ainsi de suite jusqu'�a �(ik) = i1. Deux cycles sont
�evidemment disjoints, et [1; n] se d�ecompose en une r�eunion de cycles.

La restriction �1 de � au premier cycle C1 = (1; �(1); �2(1); : : : ; �k(1)) se
d�ecompose en :

�1 = �k; �(k) � : : : � �1; �(1)
Le premier �el�ement du deuxi�eme cycle est le plus petit entier non inclu dans

le premier cycle. On le d�ecompose en produit de transpositions comme comme
le premier. Ainsi de suite jusqu'au dernier, et �, produit des �i, est mise sous
la forme annonc�ee.

Par exemple, la permutation � = (3; 5; 4; 1; 2) se d�ecompose en deux cycles :
C1 = (1; 3; 4) et C2 = (2; 5). On a :

�1 = �3;4 � �1;3 :
En e�et, �1;3 fait passer de (1; 2; 3; 4; 5) �a (3; 2; 1; 4; 5), puis �3;4 fait passer

de (3; 2; 1; 4; 5) �a (3; 2; 4; 1; 5). En�n, �2 = �2;5 fait passer �a (3; 5; 4; 1; 2).
La d�ecomposition n'est pas unique puisque �2i; j est l'identit�e, mais nous

verrons un peu plus loin que la parit�e du nombre de transpositions dans la
d�ecomposition d'une permutation est �x�ee. Il y a donc des permutations paires
et des impaires.

4.2 Formes n-lin�eaires altern�ees

Une forme n-lin�eaire sur un K-espace vectoriel E de dimension n est une
application u : En ! K lin�eaire sur chaque facteur, c'est-�a-dire que si l'on �xe
les vecteurs vj pour j 6= i, l'application :

ui : E ! K

v 7! u(v1; : : : ; vi�1; v; vi+1; : : : ; vn)

est une forme lin�eaire, pour tous les indices i de 1 �a n. Posons pour une permu-
tation � 2 Sn et tout n-uple (vi) de vecteurs de E :

�(v1; : : : ; vn) = (v�(1); : : : ; v�(n)) :
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La forme n-lin�eaire u est altern�ee si elle s'annule chaque fois que deux des
vi sont �egaux. Notons An(E) l'ensemble de telles formes.

Si, pour toute transposition � , u � � = u, la forme u est sym�etrique et si
u � � = �u elle est antisym�etrique.

Proposition 4.2.1. Toute forme n-lin�eaire altern�ee sur E est antisym�etrique.

D�emonstration. Posons v(vi; vj) = u(v1; : : : ; vn), les vecteurs vk pour k 6= i et
k 6= j �etant �x�es. On a par bilin�earit�e de v :

v(vi + vj ; vi + vj) = v(vi; vi) + v(vj ; vj) + v(vi; vj) + v(vj ; vi) :

Or par hypoth�ese les quantit�es v(vi+vj ; vi+vj), v(vi; vi) et v(vj ; vj) sont nulles,
et il reste v(vi; vj) + v(vj ; vi) = 0, d'o�u la conclusion.

Notons que la r�eciproque est fausse en caract�eristique 2, o�u x = �x, ce
qui confond sym�etrie et antisym�etrie. Ainsi, pour n = 2, la forme bilin�eaire
u((x1; x2); (x3; x4)) = x1x3 + x2x4 sur un corps de caract�eristique 2 est anti-
sym�etrique (car sym�etrique) mais n'est pas altern�ee car u((�; �); (�; �)), �egal �a
�2 + �2, n'est pas nul si � 6= �.

Proposition 4.2.2. La parit�e du nombre de transpositions dans la d�ecomposition
d'une permutation est �x�ee.

D�emonstration. Soit u 2 An(E) et � 2 Sn. Supposons � mise sous la forme,
d'une part, du produit de r1 transpositions et, d'autre part, du produit de r2
transpositions. Comme chaque transposition change le signe du r�esultat, on
aura :

u � � = (�1)r1 u = (�1)r2 u

ce qui montre que les parit�es de r1 et de r2 sont �egales.

Si la permutation � 2 Sn peut se d�ecomposer en un produit de r transposi-
tions, la quantit�e �� = (�1)r (ind�ependante des valeurs possibles de r d'apr�es la
proposition pr�ec�edente) s'appelle la signature de �. La signature de l'identit�e
est �egale �a 1.

Proposition 4.2.3. La signature d'un produit de permutations est le produit
de leurs signatures. Les signatures d'une permutation � et de ��1 sont �egales.

D�emonstration. Il su�t de le prouver pour deux permutations �1 et �2. Il est
clair que si �1 est le produit des r1 transpositions �1 i et �2 celui des r2 trans-
positions �2 i on aura :

�2 � �1 =

r2Y
i=1

�2 i �
r1Y
i=1

�1 i ;

ce qui montre que �2 � �1 est le produit de r1 + r2 transpositions, d'o�u :

��2��1 = (�1)r1+r2 = ��1 ��2 :

Si l'on a � = �1 : : : �r il est clair que ��1 = �r : : : �1, et que ���1 = ��.
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Proposition 4.2.4. L'ensemble An(E) est un K-espace vectoriel de dimension
1.

D�emonstration. Il est imm�ediat que An(E) est un K-espace vectoriel.
Soit B = (b1; : : : ; bn) une base de E et une forme u 2 An(E) telle que

u(b1; : : : ; bn) = a 2 K. On a alors pour toute permutation � :

u � �(b1; : : : ; bn) = �� u(b1; : : : ; bn) :

Soit vj =
P

1�i�n aij bi pour 1 � j � n. Par n-lin�earit�e, �(v1; : : : ; vn) est une
combinaison lin�eaire des u(bi1 ; : : : ; bin), termes non nuls seulement si les ik sont
deux �a deux distincts ; ils d�e�nissent dans ce cas une permutation.

Il ne reste donc que (u � �)((bi)), dont le coe�cient est �egal au produit des
ai;�(i), et l'on a :

u((v1; : : : ; vn)) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

ai; �(i) u � �(b1; : : : ; bn) ;

ce qui montre que la donn�ee de u(b1; : : : ; bn) d�etermine compl�etement u, et que
An(K) est de dimension 1.

Il admet pour base l'�el�ement � d�e�ni par �(b1; : : : ; bn) = 1.

4.3 D�eterminant de n vecteurs

Le d�eterminant de n vecteurs v1; : : : ; vn de Kn est la forme n-lin�eaire
altern�ee � qui vaut 1 sur la base canonique :

det(v1; : : : ; vn) = �(v1; : : : ; vn) :

On a donc, si vi = (vi 1; : : : ; vi n) pour tout i :

det(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

vi; �(i) :

Le produit �etant commutatif, nous pouvons changer l'ordre des termes en faisant
agir une permutation quelconque �0. Choisissons �0 = ��1 :

det(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

v��1(i); �(��1(i)) ;

d'o�u, puisque ���1 = �� :

det(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

���1
nY
i=1

v��1(i); i :

Il n'y a plus qu'�a remarquer que, quand � parcourt Sn, ��1 en fait de même,
et �a remplacer la notation de l'�el�ement courant ��1 par � :

det(v1; : : : ; vn) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

v�(i); i :
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On note :

det((vi)) =

�������
v11 : : : v1n
...

...
vn 1 : : : vnn

������� :
Le d�eterminant de n vecteurs d'un K-espace vectoriel E de dimension n ne

peut être d�e�ni qu'�a partir d'une base. Soit donc B = (�i)1�i�n une base de
E. La forme u 2 A(E) telle que u(�1; : : : ; �n) = 1 est alors le d�eterminant des n
vecteurs dans la base B :

det
B

(v1; : : : ; vn) = u(v1; : : : ; vn) :

Proposition 4.3.1. Si B = (�i)1�i�n et B0 sont deux bases quelconques de E,
on a pour tout n-uple (vi) de vecteurs de E :

det
B0

((vi)) = det
B0

((�i)) det
B

((vi)) :

D�emonstration. La dimension de An(E) �etant �egale �a 1, les d�eterminants sont
proportionnels et on a pour tout n-uple (vi) de vecteurs de E :

det
B0

((vi)) = � det
B

((vi)) ; � 2 K ;

d'o�u :
det
B0

((�i)) = � det
B

((�i)) :

Comme detB((�i)) = 1, on a � = detB0((�i)).

N'oublions pas qu'un d�eterminant est altern�e, c'est-dire qu'il s'annule d�es
qu'il existe un couple (i; j) tel que vi = vj .

Proposition 4.3.2. On ne change pas le d�eterminant de n vecteurs (vi) en
ajoutant �a l'un des vecteurs une combinaison lin�eaire des n� 1 autres.

D�emonstration. Il su�t de montrer que det((vi)) = det((v0i)), o�u v0i = vi pour
i 6= k et v0k = vk + � vj , j 6= k. On a par lin�earit�e :

det((v0i)) = det((vi)) + � det(v1; : : : ; vk�1; vj ; vk+1; : : : ; vn) ;

et le deuxi�eme terme du membre de droite est nul �a cause de la r�ep�etition de vj
qui se trouve en j-�eme et en k-i�eme position.

Th�eor�eme 4.3.1. Une famille de n vecteurs d'un K-espace vectoriel E de di-
mension n est une base si et seulement si le d�eterminant de ces n vecteurs dans
une base quelconque de E n'est pas nul.

D�emonstration. Montrons d'abord que si ces vecteurs v1; : : : ; vn sont li�es leur
d�eterminant dans une base B = (�i)1�i�n de E est nul. Il existe dans ce cas des
scalaires �i non tous nuls tels que :X

i

�i vi = 0 :
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On peut supposer, quitte �a changer l'ordre des �i, que �n 6= 0. On a alors :

vn = ��1n
X

1�i�n�1
�i vi

et :

detB(v1; : : : ; vn) = detB(v1; : : : ; �
�1
n

P
1�i�n�1 �i vi)

= ��1n
P

1�i�n�1 �i detB(v1; : : : ; vi�1; vi)
= 0

puisque les detB(v1; : : : ; vi�1; vi) sont nuls, le i-�eme vecteur �etant �egal au der-
nier.

R�eciproquement, montrons que si la famille (vi) est une base B de E son
d�eterminant dans une base quelconque ne peut être nul. La forme u 2 A(E)
d�e�nie par u(v1; : : : ; vn) = 1 est un d�eterminant, detB. Soit B0 = (v01; : : : ; v

0
n)

une quelconque autre base. On a d'apr�es la proposition 3.3.1 :

detB(v1; : : : ; vn) = detB(v01; : : : ; v
0
n) detB0(v1; : : : ; vn)

1 = detB(v01; : : : ; v
0
n) detB0(v1; : : : ; vn)

ce qui montre que detB0(v1; : : : ; vn) ne peut être nul.

4.4 D�eterminant d'une matrice

Le d�eterminant de la matrice A = (aij) 2Mn(K) est le d�eterminant des
n vecteurs colonnes Cj(A) = (aij)1�i�n. On le note :

det(A) =

�������
a11 : : : a1n
...

...
an 1 : : : ann

������� :
Le d�eterminant de la matrice identit�e In est �egal �a 1.
Le d�eterminant de n vecteurs (vi) est lin�eaire sur chaque vi mais n'est pas

globalement lin�eaire : det((vi) + (wi)) 6= det((vi)) + det((wi)), et, si A et B sont
dans Mn(K), det(A + B) 6= det(A) + det(B). Notons bien que, si � 2 K, alors
det(�A) = �n det(A).

Proposition 4.4.1. Le d�eterminant d'un produit de matrices est �egal au produit
des d�eterminants de ces matrices.

D�emonstration. Il su�t, par r�ecurrence, de le prouver pour deux matrices, A et
B de Mn(K). L'application :

(C1(A); : : : ; Cn(A)) 7! det(BA) = det(B(Ci(A)))

est lin�eaire sur chaque facteur Ci(A). En e�et l'application :

Ci(A) 7! Ci(BA) =

0@ (L1(B) � Ci(A))
: : :

Ln(B) � Ci(A)

1A
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est lin�eaire, donc aussi sa compos�ee avec det.
Elle est altern�ee puisque si Ci(A) = Cj(A), alors Ci(BA) = Cj(BA).
L'application A 7! det(BA) appartient donc �a An(Kn), et elle est propor-

tionnelle �a A 7! det(A). Faisant A = In, nous voyons que le coe�cient de pro-
portionalit�e est �egal �a det(B), d'o�u : det(BA) = det(B) det(A) = det(AB).

Proposition 4.4.2. Si A 2Mn(Kn) est inversible, alors det(A�1) =
1

det(A)
.

D�emonstration. On a : det(A�1) det(A) = det(A�1A) = det(In) = 1.

Proposition 4.4.3. Les d�eterminants de M 2Mn et de tM sont �egaux.

D�emonstration. Le d�eterminant de M est �egal �a :

det(M) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

mi �(i) :

ou �a :

det(M) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

m�(i) i :

Or la seconde forme est obtenue �a partir de la premi�ere en permutant mij et
mji, ce qui correspond �a la transposition.

4.5 D�eveloppement d'un d�eterminant

Le d�eterminant de la matrice M = (mij) 2Mn (ou des n vecteurs colonnes
Cj(M)) est �egal �a :

det(M) =
X
�2Sn

��

nY
i=1

mi �(i) :

Le mineur �hk est le d�eterminant de la matrice M (hk) = (m
(hk)
ij ) obtenue

�a partir de M en supprimant sa h-i�eme ligne et sa k-i�eme colonne.
Remarquons que M (hk) appartient �a Mn�1(K), et que :

m
(hk)
ij = mij si i < h et j < k ;

m
(hk)
ij = mi j+1 si i < h et j � k ;

m
(hk)
ij = mi+1 j si i � h et j < k ;

m
(hk)
ij = mi+1 j+1 si i � h et k � j :

Exemple 4.5.1. Les 3! = 6 permutations sur (1; 2; 3) sont :

(1; 2; 3) 7! (1; 2; 3) ; aucune transposition,
(1; 2; 3) 7! (1; 3; 2) ; une transposition : (2; 3) 7! (3; 2) ;
(1; 2; 3) 7! (2; 1; 3) ; une transposition : (1; 2) 7! (2; 1) ;
(1; 2; 3) 7! (2; 3; 1) ; deux transpositions : (1; 2) 7! (2; 1) ; (1; 3) 7! (3; 1) ;
(1; 2; 3) 7! (3; 2; 1) ; une transposition : (1; 3) 7! (3; 1) ;
(1; 2; 3) 7! (3; 1; 2) ; deux transpositions : (1; 2) 7! (2; 1) ; (2; 3) 7! (3; 2) :
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Il y a trois permutations paires et trois impaires.
Le d�eterminant de la matrice :

M =

0@ m11 m12 m13

m21 m22 m23

m31 m32 m33

1A
est, en respectant l'ordre pr�ec�edent pour les permutations, leur signature �etant
�1 dans le cas d'une transposition et 1 dans le cas de deux : :

det(M) = m11m22m33 �m11m23m32 �m12m21m33

+m12m23m31 �m13m22m31 +m13m21m32 :

Mettons en facteur les termes de la deuxi�eme colonne :

det(M) = m12(�m21m33 +m23m31) +m22(m11m33 �m13m31)
+m32(�m11m23 +m13m21) :

Calculons les d�eterminants �h2 des matrices M (h2) :

�12 =

���� m21 m23

m31 m33

���� = m21m33 �m23m31 ;

�22 =

���� m11 m13

m31 m33

���� = m11m33 �m13m31 ;

�32 =

���� m11 m13

m21 m23

���� = m11m23 �m13m21 :

Nous voyons que :

det(M) = �m12 �12 +m22 �22 �m32 �32 :

Des calculs analogues montrent que :

det(M) = m11 �11 �m21 �21 +m31 �31

= m13 �13 �m23 �23 +m33 �33

c'est-�a-dire : Li(fM) � Ci(M) = det(M) pour i = 1, 2 et 3.
Posons :

fM =

0@ �11 ��21 �31

��12 �22 ��32

�13 ��23 �33

1A
et remarquons que m11 �12 �m21 �22 +m31 �32 = 0, c'est-�a-dire :

L2(fM) � C1(M) = 0 :

En fait, d�es que i 6= j on a :

Li(fM) � Cj(M) = 0 :
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Les r�esultats pr�ec�edents montrent �nalement que :

fMM =
�
Li(fM) � Cj(M)

�
1�i;j�n = det(M) I3 ;

d'o�u l'on d�eduit lorsque det(M) 6= 0 :

M�1 =
1

det(M)
fM :

O

Nous allons g�en�eraliser tout ceci.

On appelle d�eveloppement du d�eterminant de M suivant sa j-�eme colonne
l'expression : X

1�i�n
(�1)i+jmij �ij ;

et suivant sa i-�eme ligne : X
1�j�n

(�1)i+jmij �ij :

Proposition 4.5.1. Le d�eveloppement du d�eterminant de M suivant sa j-�eme
colonne ou sa i-�eme ligne est �egal �a son d�eterminant :

det(M) =
X

1�i�n
(�1)i+jmij �ij =

X
1�j�n

(�1)i+jmij �ij :

D�emonstration. Il su�t de d�emontrer pour une colonne, le cas d'une ligne s'en
d�eduisant par transposition. Le coe�cient c11 de m11 dans det(M) est :

c11 =
X
�2Sn

��
Y
i>1

�(i)>1

mi �(i) ;

� parcourant l'ensemble des bijections de la suite des n � 1 premiers entiers
naturels plus grands que 1 dans la même suite. En rempla�cant les mij par les

m
(11)
i0 j0 correspondants et en utilisant les remarques pr�ec�edentes, nous obtenons :

c11 =
X

�2Sn�1

��
Y

1�i�n�1
m

(11)
i �(i) ;

ce qui est justement le d�eterminant �11 de M (11) . Quant au coe�cient (�1)i+j

il est �egal �a 1.
Cherchons maintenant le coe�cient chk de mhk pour (h; k) 6= (1; 1). En

permutant les lignes 1 et h et les colonnes 1 et k de M nous amenons mhk en
position (11) en conservant globalement les lignes et les colonnes de M (hk), mais
pas leur ordre.
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Etudions l'e�et de la permutation des colonnes C1 et Ck de M sur les co-
lonnes C 0i de Mhk. Si k = 2, elle est sans e�et. Si k > 2, C 01 se place en position
k�1 car C1 vient en position k et la premi�ere colonne de la matrice principale est
supprim�ee ; C 02 se place en position 1 ... et C 0k�1 en position k� 2 ; les suivantes

conservent leur place. Les colonnes de M (hk) ont donc subi la permutation :

(1; 2; : : : ; k � 1) 7! (2; 3; : : : ; k � 1; 1) ;

produit de k � 2 transpositions, chacune faisant avancer 1 d'un rang.
Si (hk) = (12), M (hk) est incchang�ee mais la permutation des indices 1 et 2

change le signe de det(M), de sorte que le coe�cient de m12 est �egal �a ��12 ;
or (�1)h+k = �1.

Si h = 1 et k > 2, �12 est multipli�e par (�1)k�2 et chk par (�1)k�1 �a
cause de la permutation sur les colonnes de M , ou par (�1)k+1, c'est-�a-dire par
(�1)k+h.

Si (h; k) = (2; 2), �12 est inchang�e, comme le d�eterminant principal, or
(�1)k+h = 1.

Si h > 2 et k > 2, �hk est multipli�e par (�1)h�2 (�1)k�2, c'est-�a-dire par
(�1)h+k, et le d�eterminant principal est inchang�e (deux permutations, une sur
les lignes, une sur les colonnes).

Nous avons donc, quels que soient i etj, cij = (�1)i+j �ij .
Le d�eterminant deM est la somme de n! produits dans chacun desquels �gure

un et un seul mij pris dans chaque colonne (et dans chaque ligne). Choisissons
la j-�eme colonne. Si nous enlevons �a det(M) les (n � 1)! produits ayant m1j

en facteur, il en reste (n � 1)((n � 1)!), dont aucun ne contient m1j . Enlevons
ensuite les (n � 1)! produits ayant m2j en facteur ... ainsi de suite jusqu'au
dernier, mnj , et nous aurons �epuis�e det(M). Ceci se traduit par :

det(M) =
X
i

mij cij =
X
i

(�1)i+jmij �ij :

Proposition 4.5.2. Le d�eterminant d'une matrice triangulaire sup�erieure (res-
pectivement inf�erieure) est �egal au produit de ses termes diagonaux.

D�emonstration. La proposition est triviale en dimension 1. Supposons-la vraie
jusqu'�a la dimension n � 1 et soit T = (tij) 2 Mn(K) une matrice diagonale
sup�erieure. On a, d'apr�es la proposition pr�ec�edente, en d�eveloppant suivant la
premi�ere colonne :

det(T ) = t11 �11 :

Or la matrice T11 est diagonale sup�erieure, appartient �a Mn�1(K), et, d'apr�es
l'hypoth�ese de r�ecurrence, son d�eterminant est �egal au produit des tii pour
i � 2 :

�11 = t22 : : : tnn ;

d'o�u la conclusion pour la dimension n (en multipliant par t11), ce qui acheve
la r�ecurrence.
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Par transposition, on obtient le r�esultat dans le cas des matrices triangulaires
inf�erieures.

4.6 D�eterminant d'un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u 2 L(E). On d�e�nit le
d�eterminant de u comme �etant le d�eterminant de MB(u) dans une base quel-
conque B de E :

det
B

(u) = det(MB(u)) :

En e�et, dans une autre base B0, on aura :

detB0(u) = det(MB0(u))
= det(PMBP

�1)
= det(P ) det(MB) det(P�1)
= detB(u) ;

car det(P ) det(p�1) = 1 (proposition 3.4.2), ce qui montre que la d�e�nition est
ind�ependante du choix de la base.

4.7 D�eterminant de Vandermonde

Le d�eterminant de la matrice An 2Mn(R) :

An =

0BBB@
1 x0 : : : xn0
1 x1 : : : xn1
...

...
. . .

...
1 xn : : : xnn

1CCCA
dans laquelle les (xi) sont deux �a deux distincts, et que l'on rencontre assez
souvent, est dit de Vandermonde. Pour n = 1, il est �egal �a x1 � x0, et pour
n = 2, �a (x1 � x0)(x2 � x0)(x2 � x1). Faisons l'hypoth�ese de r�ecurrence :

det(Ap�1) =
Y

0�i<j�p�1
(xj � xi)

et calculons det(Ap). Faisons Cj � x0 Cj�1 pour 1 � j � p :

det(Ap) =

���������
1 0 : : : 0

1 x1 � x0 : : : xp�11 (x1 � x0)
...

...
. . .

...
1 xp � x0 : : : xp�1p (xp � x0)

���������
et d�eveloppons ce d�eterminant suivant L1 en remarquant le facteur xi � x0 sur
chaque Li :

det(Ap) =
Y

1�i�p
(xi � x0)

���������
1 x1 : : : xp�11

1 x2 : : : xp�12
...

...
. . .

...
1 xp : : : xp�1p

���������
:
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Appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence en d�ecalant les indices d'une unit�e :

det(Ap) =
Q

1�i�p(xi � x0)
Q

1�i�j�p(xj � xi)
=

Q
0�i�j�p(xj � xi)

ce qui ach�eve la r�ecurrence, et montre qu'un d�eterminant de Vandermonde n'est
pas nul et donc que An est inversible.

4.8 Vecteur et valeur propres, polynôme caract�eristique

Soit u 2 L(E) (dim(E) = n) de matrice M = (mij) dans une base quel-
conque B = (�i). Un vecteur propre de u est un �el�ement x non nul de E tel
que u(x) = �x pour un certain scalaire �, qui est alors une valeur propre de
u.

L'ensemble des valeurs propres de u est son spectre, not�e Spec(u).
Un vecteur propre doit être non nul car si x = 0 alors u(x) = 0 et donc

u(x) = �x quel que soit le scalaire �. Par contre, si x 6= 0 et u(x) = 0, x est
vecteur propre associ�e �a la valeur propre 0.

Deux vecteurs propres engendrant la même droite (proportionnels) sont
�equivalents, et nous ne consid�ererons que les classes d'�equivalence : si x est
un vecteur propre, a x, a 6= 0, n'est �evidemment pas un autre vecteur propre.

L'ensemble des vecteurs propres associ�es �a une valeur propre � compl�et�e par
le vecteur nul est un sous-espace vectoriel de E, l'espace propre E�.

Le polynôme Pu(X) = det(XiE � u) est le polynôme caract�eristique de
u, ou de sa matrice dans une base quelconque (voir 3.6).

Proposition 4.8.1. Soit u 2 L(E). Les assertions suivantes sont �equivalentes :
(a) � 2 K est valeur propre de u,
(b) il existe un vecteur non nul x 2 E tel que u(x) = �x,
(c) l'endomorphisme � iE � u n'est pas injectif,
(d) det(�iE � u) = 0,
(e) � est racine de Pu(X).

D�emonstration. .
(a) ) (b) D�ecoule de la d�e�nition d'une valeur propre.
(b) ) (c) Comme x 2 Ker(�iE � u), x 6= 0, � iE � u n'est pas injectif.
(c) ) (d) Comme � iE � u n'est pas un isomorphisme det(� iE � u) = 0.
(d) ) (e) Pu(�) = det(� iE � u) = 0.
(e)) (a) Si Pu(�) = 0, det(� iE�u) = 0, � iE�u n'est pas injectif, il existe

un x 6= 0 dans E tel que u(x) = �x, et � 2 K est valeur propre de u.

Exemple 4.8.1. Le calcul des �el�ements propres de la matrice :

A =

� �7 3
�18 8

�
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repr�esentant l'endomorphisme u dans la base canonique de R2 va nous donner
une base dans laquelle la matrice de u est diagonale (ce n'est pas toujours
possible). Le polynôme caract�eristique de A est :

P (X) =

���� X + 7 �3
18 X � 8

���� = X2 �X � 2 ;

et ses valeurs propres sont �1 = 2 et �2 = �1. Un vecteur propre associ�e �a �1
est solution du syst�eme (u� �1)(x) = 0 :(

�9x+ 3y = 0

�18x+ 6y = 0

de rang 1 car de d�eterminant nul, et qui se r�eduit donc �a l'�equation y = 3x,
d'o�u le vecteur propre v1 = t(1; 3). Un calcul identique donne le second vecteur
propre v2 = t(1; 2). Comme u(v1) = �1 v1 et u(v2) = �2 v2, la matrice de u
dans la base (v1; v2) est diagonale. Si P est la matrice de passage de la base
canonique �a la base (v1; v2) (voir 2.5), on obtient �nalement :

A =

�
1 1
3 2

��
2 0
0 �1

�� �2 1
3 �1

�
= PDP�1 :

Une matrice diagonale est �evidemment de manipulation beaucoup plus simple
qu'une matrice quelconque, d'autant plus que la dimension est grande. O

4.9 Trigonalisation

Proposition 4.9.1. Soit u 2 L(E). Il existe une base dans laquelle la matrice
M(u) = (mij) est triangulaire sup�erieure. Les termes diagonaux de M sont les
valeurs propres de u, r�ep�et�ees selon leur ordre.

D�emonstration. La proposition est triviale en dimension 1.
Supposons-la d�emontr�ee pour tout espace vectoriel de dimension inf�erieure

ou �egale �a n�1, et soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit �1 un vecteur
propre associ�e �a la valeur propre �1, E

0 un suppl�ementaire de la droite D en-
gendr�ee par �1 et p est la projection de E sur E0 parall�element �a D. L'application
u0 = p � ujE0 appartient �a L(E0) et comme dim(E0) = n � 1 il existe une base
(�i)2�i�n dans laquelle la matrice de u0 est triangulaire sup�erieure (hypoth�ese
de r�ecurrence).

Or u(�i) = (p � u)(�i) + ai �1 pour 2 � i � n. Dans la base (�i)1�i�n la
matrice de u est triangulaire sup�erieure. Le d�eterminant de X�M(u) �etant �egal
au polynôme caract�eristique de u, les termes diagonaux de M(u) sont les valeurs
propres de u, chacune apparaissant un nombre de fois �egal �a son ordre.
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5 M�ethodes de r�esolution des syst�emes

5.1 Syst�eme de Cramer

Un syst�eme Mx = y0, M dans Mn(K) et x et y0 dans Kn, est compatible

s'il admet au moins une solution x = (xi). C'est un syst�eme de Cramer

si p = n et si la matrice M est inversible ; il admet alors l'unique solution
x = M�1y0. Dans ce cas, soit Mi la matrice obtenue en rempla�cant la i-�eme
colonne de M par la colonne des seconds membres. Les formules de Cramer :

xi =
det(Mi)

det(M)
; 1 � i � n

sont �el�egantes mais inapplicables car n�ecessitant trop de calculs (de l'ordre de
(n+ 2)!). Si n = 2, elles sont cependant pratiques pour un calcul �a la main.

Supposons le syst�eme Mx = y0 compatible et x = x0 une solution. Le rang
du syst�eme est le rang de M . Le syst�eme Mx = 0 est le syst�eme homog�ene

associ�e. Il admet toujours la solution x = 0, et elle est unique s'il est de Cramer.
Toute solution du syst�eme est la somme de x0 et d'une solution du syst�eme
homog�ene associ�e. L'ensemble des solutions est la solution g�en�erale, de la
forme x0 + S, S �etant la solution g�en�erale du syst�eme homog�ene associ�e.

Th�eor�eme 5.1.1 (de Rouch�e-Fonten�e). Si le syst�eme compatible Mx = y0,
M 2Mn(K), est de rang r < n, on isole r lignes ind�ependantes et r inconnues
principales, on fait passer les autres inconnues (auxiliaires) au second membre,
et on obtient un syst�eme de Cramer en les r inconnues principales.

D�emonstration. La matrice du syst�eme obtenu est r�eguli�ere par construction.

Proposition 5.1.1. En ajoutant �a une �equation d'un syst�eme une combinaison
lin�eaire des autres �equations on ne change ni sa compatibilit�e ni sa solution s'il
est compatible. De même si l'on permute les lignes ou les colonnes.

D�emonstration. Soit (Li)1�i�n = 0 un syst�eme d'�equations lin�eaires.
L'�equivalence :�

Li = 0
Lj = 0

�
()

�
Li = 0

Lj + �Li = 0

�
pour j 6= i et tout scalaire � est triviale. On passe �a Lj+

P
j 6=i �i Li = 0 par une

r�ecurrence imm�ediate. Ceci prouve le premier point. Une permutation de lignes
est �evidemment sans e�et sur la solution �eventuelle (mais pas sur la matrice du
systême). Une permutation des colonnes Ci et Cj revient �a poser x0i = xj et
x0j = xi.
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Exemple 5.1.1. En enlevant deux fois la premi�ere ligne �a la deuxi�eme et quatre
fois la premi�ere ligne �a la troisi�eme on transforme le syst�eme :0@ 1 2 3

2 3 4
4 7 10

1A0@ x
y
z

1A =

0@ 10
16
�

1A
en celui-ci : 0@ 1 2 3

0 �1 �2
0 �1 �2

1A0@ x
y
z

1A =

0@ 10
�4

�� 40

1A :

En soustrayant la deuxi�eme ligne �a la troisi�eme on obtient le syst�eme :0@ 1 2 3
0 �1 �2
0 0 0

1A0@ x
y
z

1A =

0@ 10
�4

�� 36

1A
de rang 2, compatible si � = 36. Les inconnues principales sont x et y, d'o�u :�

1 2
0 �1

��
x
y

�
=

�
10� 3z
�4 + 2z

�
et la solution en fonction du param�etre z : x = 2 + z, y = 4 � 2z. La solution
x = 2, y = 4, z = 0 est une solution particuli�ere. Le syst�eme homog�ene associ�e
a pour solution g�en�erale x = z, y = �2z. O

5.2 Syst�eme de Cramer triangulaire

Consid�erons le syst�eme T x = y0 dans lequel T = (tij) est une matrice
triangulaire sup�erieure de type (n; n), dont aucun des termes diagonaux n'est
nul. La derni�ere ligne s'�ecrit tnn xn = yn. Comme tnn 6= 0, on a xn = t�1nn yn en
une op�eration. Reportant cette valeur dans l'avant-derni�ere ligne :

Ln�1 : tn�1n�1 xn�1 + tn�1n xn = yn�1

on obtient xn�1 = t�1n�1n�1 (yn�1�tn�1n xn), avec une division, une multiplica-
tion et une soustraction. Ainsi de suite en remontant jusqu'�a x1, en ajoutant �a
chaque pas une multiplication et une soustraction. La r�esolution demande donc
n divisions, n(n � 1)=2 multiplications et autant de soustractions, soit � n2

op�erations.
L'application lin�eaire t associ�ee �a T est un isomorphisme.
Si on suppose nul un certain tii, les images des i premiers vecteurs de la base

source ont pour seules composantes non nulles les i� 1 premi�eres et engendrent
donc un sous-espace vectoriel de dimension au plus �egale �a i � 1. Les n � i
derni�eres engendrent un sous-espace vectoriel de dimension au plus �egale �a n�i.
On en d�eduit que Im(t) est au plus de dimension n � 1, et donc que t, n'�etant
pas pas surjective, n'est pas un isomorphisme.

On a les mêmes r�esultats avec une matrice triangulaire inf�erieure, en com-
men�cant par la premi�ere ligne et en descendant au lieu de monter. Une appli-
cation lin�eaire associ�ee �a une matrice triangulaire est donc un isomorphisme si
et seulement si le produit des termes diagonaux de cette matrice est non nul.
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5.3 M�ethode de Gauss et de Gauss-Jordan

Cette m�ethode �etait d�ej�a connue du math�ematicien chinois du troisi�eme
si�ecle Liu Hui. Elle est tr�es simple et tr�es intuitive, mais aussi tr�es �econome en
calculs ; c'est la plus utilis�ee. Elle est bas�ee sur la proposition 5.1.1.

Elle utilise les transformations suivantes sur un syst�eme Mx = y0 �a p lignes
et n colonnes :

- Li + �Lj (ajout de � fois la j-�eme ligne �a la i-�eme), repr�esent�ee par la
multiplication �a gauche de la matrice M par la matrice Ip + �Eji (les Ehk sont
d�e�nis dans la proposition 3.3.1), de d�eterminant �egal �a 1 ;

- Li $ Lj (permutation des lignes Li et Lj), repr�esent�ee par la multiplication
�a gauche de M par la matrice Eij + Eji +

P
i6=k 6=j Ekk , de d�eterminant �egal �a

�1 ;
- Ci + �Cj (ajout de � fois la j-�eme colonne �a la i-�eme), repr�esent�ee par la

multiplication �a droite de M par la matrice In+�Eij , de d�eterminant �egal �a 1 ;
- Ci $ Cj (permutation des colonnes Ci et Cj), repr�esent�ee par la multipli-

cation �a droite de M par la matrice Eij + Eji +
P
i6=k 6=j Ekk, de d�eterminant

�egal �a �1.
Les multiplications �a gauche repr�esentent un changement de base au but, les

multiplications �a droite repr�esentent un changement de base �a la source.
Partons d'un syst�eme Mx = y0, M = (mij) et supposons que p = n.

La transformation Li � m�1
11 mi1L1 pour i > 1 annule tous les mi1 (� 2n2

op�erations). On passe �a la deuxi�eme colonne : Li�mi2m
�1
22 L2 pour i > 2 annule

tous les mi2 (2(n� 1)2 op�erations). Ainsi de suite jusqu'�a la derni�ere colonne :
Ln �m�1

n�1n�1mnn�1Ln�1 (4 op�erations). On obtient un syst�eme triangulaire
sup�erieur apr�es � 2n3=3 op�erations.

Si l'un des mii est nul, et si l'un des mji, j > i, n'est pas nul, on permute
Li et Lj ; s'ils sont tous nuls et si l'un des mij , j > i, n'est pas nul, on permute
Ci et Cj ; s'ils sont tous nuls et si l'un des mjk, j > i et k > i, n'est pas nul,
on permute Li avec Lj et Ci avec Ck ; si tous les mjk sont nuls, le processus
s'ach�eve, et le syst�eme est de rang i� 1.

Si le processus va jusqu'�a la derni�ere ligne et si mnn 6= 0, on obtient un
syst�eme triangulaire sup�erieur r�egulier. On peut alors appliquer la m�ethode en
remontant. Pour la n-i�eme colonne, on e�ectue une op�eration pour chaque ligne
Li, le calcul de m�1

nnmi n, soit n� 1 op�erations, jusqu'�a une op�eration, le calcul
de m�1

2 2m1 2, pour la deuxi�eme colonne, car il est inutile de v�eri�er que les termes
mi i+1 sont bien annul�es. Le calcul des m�1

i i mj i, j < i, est n�ecessaire pour les
seconds membres. Cela fait � n2=2 op�erations, ce qui est n�egligeable devant
2n3=3.

Si p > n, la m�ethode pr�ec�edente permet d'isoler, apr�es d'�eventuelles per-
mutations, les n premi�eres lignes. On r�esoud alors le syst�eme n � n obtenu,
puis on v�eri�e que sa solution est compatible avec les p� n �equations restantes
(exemples 3.1.1 et 3.1.4).

Si p < n, la m�ethode permet d'isoler les p premi�eres inconnues. On fait alors
passer au second membre les n � p restantes, d'o�u un syst�eme p � p (exemple
3.2.2).
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Si le syst�eme est de rang r < n, quand la transformation arrive �a la colonne
Cr les n�r derni�eres lignes sont nulles et on les supprime, puis on fait passer les
n� r inconnues auxiliaires au second membre, avant de remonter, pour obtenir
un syst�eme diagonal r�egulier r � r.

Nous verrons les probl�emes �eventuels (un mii nul ou proche de 0) un peu
plus loin.

Exemple 5.3.1. Consid�erons le syst�eme :8>><>>:
x+ 2y + 3z = 10
x+ 3y + 4z = 13

3x+ 8y + 11z = �
x+ y + 2z = �

On peut l'�ecrire : 0BB@
1 2 3 10
1 3 4 13
3 8 11 �
1 1 2 �

1CCA
La transformation [L2 � L1; L3 � 3L1; L4 � L1] donne :8>><>>:

1 2 3 10
0 1 1 3
0 2 2 �� 30
0 �1 �1 �� 10

En�n [L3 � 2L2; L4 + L2] m�ene �a :8>><>>:
1 2 3 10
0 1 1 3
0 0 0 �� 36
0 0 0 �+ 7

d'o�u l'on d�eduit que le rang de M est �egal �a 2, que � doit être �egal �a 36 et � �a
�7. On ne conserve que les �equations et inconnues principales :�

x+ 2y = 10� 3z
y = 3� z ;

et on remonte, en faisant L1 � 2L2 :�
x = 4� z
y = 3� z :

O
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En Analyse Num�erique, on e�ectue les calculs en ne conservant qu'un nombre
�ni de d�ecimales, selon les capacit�es de l'ordinateur ou la pr�ecision des mesures.
Si ces erreurs se propagent en conservant le même ordre de grandeur, la m�ethode
utilis�ee est dite stable. On peut s'attendre, d'apr�es les formules de Cramer, �a ce
que la m�ethode de Gauss ne soit pas stable lorsque le d�eterminant du syst�eme
est voisin de z�ero. Voyons deux exemples.

Remarquons que le r�esultat d�epend de l'ordre dans lequel on e�ectue les
op�erations. Ainsi, avec une d�ecimale, on a 0; 8=0; 9 = 0; 8 et :

0; 9 : 0; 8=0; 9 = 0; 8
= 0; 9 : 0; 8
= 0; 7:

Exemple 5.3.2. Traitons le syst�eme suivant en ne conservant dans les calculs
que les deux premi�eres d�ecimales :8>>>><>>>>:

x+
1

2
y +

1

3
z = 32

1

2
x+

1

3
y +

1

4
z = 22

1

3
x+

1

4
y +

1

5
z = 17 :

Son d�eterminant est �egal �a 463:10�6. Il est donc nul si l'on ne conserve que les
deux premi�eres d�ecimales.

La transformation [L2 � 0; 50L1 L3 � 0; 33L1] donne :8<:
x+ 0; 50 y + 0; 33 z = 32

0; 08 y + 0; 09 z = 6
0; 09 y + 0; 09 z = 6; 44

puis L3 � 0; 09

0; 08
L2 :

8<:
x+ 0; 50 y + 0; 33 z = 32

0; 08 y + 0; 09 z = 6
�0; 01 z = �0; 31

donne un r�esultat z = 31 au lieu de z = 60, puis y = 40; 12 au lieu de 12 et
x = 1; 71 au lieu de 6. L'ordre de grandeur de l'erreur �nale est bien sup�erieur
�a celui des erreurs initiales. O

Cet exemple montre que la m�ethode de Gauss est instable lorsqu'elle m�ene
�a un mii, un pivot, voisin de 0, en ce sens que les erreurs d'arrondi (ou de
mesure) se propagent en croissant.

On essaie de rem�edier �a ce d�efaut, lorsque l'expression d�ecimale consrv�ee
du d�eterminant n'est pas trop petite, par des permutations sur les lignes ou les
colonnes pour obtenir un pivot raisonnable. Ceci ne marche pas pour l'exemple
pr�ec�edent (bien choisi pour être r�ecalcitrant). On peut diviser la ligne du pivot

46



trop petit par ce pivot, mais ce n'est pas recommand�e (division par un nombre
trop petit).

Exemple 5.3.3. Le d�eterminant du syst�eme :8<:
3x+ y + z = 8
x+ 3y + z = 10
x+ y + 3z = 12

est �egal �a 20, et sa solution est x = 1, y = 2 et z = 3. Calculons avec deux
d�ecimales.

Les transformations successives [L2�L1=3 ; L3�L1=3], [L3�0; 67L2=2; 67],
[L2 � 0; 67L3=2; 51 ; L1 � L3=2; 51] et [L1 � L2=2; 67] m�enent �a la solution :

x = 1; 02; y = 2; 01; z = 2; 99;

et l'erreur est de l'ordre de 10�2. O

La m�ethode de Gauss-Jordan est une variante consistant �a choisir par per-
mutation le pivot maximum en valeur absolue, �a diviser la ligne par la valeur
du pivot (qui devient ainsi �egal �a 1), �a annuler les termes au-dessus du pivot
et non seulement ceux qui se trouvent au-dessous. Elle transforme une matrice
inversible en l'identit�e.

Voyons les di��erentes utilisations de la m�ethode de Gauss :
- r�esolution d'un syst�eme,
- calcul du rang d'une matrice,
- calcul d'un d�eterminant (voir la section 4),
- calcul de l'inverse d'une matrice carr�ee r�eguli�ere.
Le rang d'une matrice est le nombre de lignes non nulles obtenues.

Les seules transformations modi�ant le d�eterminant (cas p = n) sont les per-
mutations (chacune changeant son signe) et la multiplication d'une ligne par une
constante (ce qui multiplie le d�eterminant par cette constante). Le d�eterminant
est donc le produit des termes diagonaux obtenus, en tenant compte des per-
mutations �eventuelles de lignes ou de colonnes et des multiplications de lignes.

Pour calculer l'inverse d'une matrice carr�ee r�eguli�ere M , on la ram�ene �a
l'identit�e par des transformations d�ecrites ci-dessus, et les mêmes transforma-
tions font passer de l'identit�e �a M�1 (exemple 4.3.4).

Ces transformations sont lin�eaires et sont donc repr�esent�ees chacune par une
matrice. Leur compos�ee est donc une application lin�eaire.

Exemple 5.3.4. Les transformations [L2 � L1; L3 � 3L1; L4 � L1], et [L3 �
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2L2; L4 +L2] e�ectu�ee dans l'exemple 4.3.1 sont repr�esent�ees par les matrices :0BB@
1 0 0 0
�1 1 0 0
�3 0 1 0
�1 0 0 1

1CCA et

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 �2 1 0
0 1 0 1

1CCA
dont le produit (de droite �a gauche) est :0BB@

1 0 0 0
�1 1 0 0
�1 �2 1 0
�2 1 0 1

1CCA :

Multipliant (�a gauche) la matrice initiale par cette derni�ere on trouve :0BB@
1 2 3
0 1 1
0 0 0
0 0 0

1CCA :

Les transformations successives L1 � 2L1 puis C3 � (C2 + C1), de matrices
respectives, la premi�ere agissant �a gauche et la seconde �a droite :0BB@

1 �2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA et

0@ 1 0 �1
0 1 �1
0 0 1

1A
donnent la forme canonique : 0@ 1 0 0

0 1 0
0 0 0

1A
et le rang, �egal �a 2, O

Exemple 5.3.5. Calcul de l'inverse de la matrice M par la m�ethode de Gauss-
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Jordan.

M I30@ 1 1 �1
1 1 1
1 �1 1

1A 0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
L2 � L1; L3 � L10@ 1 1 �1

0 0 2
0 �2 2

1A 0@ 1 0 0
�1 1 0
�1 0 1

1A
L3 $ L2; �L2=20@ 1 1 �1

0 1 �1
0 0 2

1A 0@ 1 0 0
1=2 0 �1=2
�1 1 0

1A
L1 � L2; L3=20@ 1 0 0

0 1 �1
0 0 1

1A 0@ 1=2 0 1=2
1=2 0 �1=2
�1=2 1=2 0

1A
L2 + L30@ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

1A 0@ 1=2 0 1=2
0 1=2 �1=2
�1=2 1=2 0

1A
La compos�ee des transformations successives est une application lin�eaire dont

la matrice T est telle que TM = I3, et donc T = M�1. O

Exemple 5.3.6. R�esolution , dans F5 = Z=5Z, du syst�eme :8<:
2x+ 3y + z = 0
x+ y + 2z = 4

3x+ 2y + 3z = 2

Partant de : 0@ 2 3 1 0
1 1 2 4
3 2 3 2

1A
e�ectuons la transformation L2 + 2L1; L3 + L1 :0@ 2 3 1 0

0 2 4 4
0 0 4 2

1A
puis L2 + 4L3; L1 + L3 : 0@ 2 3 0 2

0 2 0 2
0 0 4 2

1A
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puis L1 + L2 : 0@ 2 0 0 4
0 2 0 2
0 0 4 2

1A
et en�n 3L1; 3L2; 4L3 : 0@ 1 0 0 2

0 1 0 1
0 0 1 3

1A
d'o�u x = 2, y = 1 et z = 3. O

Exemple 5.3.7. Calcul, dans F7 = Z=7Z, de l'inverse de la matrice :

A =

0@ 3 4 5
3 2 1
6 1 1

1A :

Partons de : 0@ 3 4 5 1 0 0
3 2 1 0 1 0
6 1 1 0 0 1

1A
appliquons L2 + 6L1; L3 + 5L1 :0@ 3 4 5 1 0 0

0 5 3 6 1 0
0 0 5 5 0 1

1A
puis 3L3 : 0@ 3 4 5 1 0 0

0 5 3 6 1 0
0 0 1 1 0 3

1A
puis L2 + 4L3; L1 + 2L3 : 0@ 3 4 0 3 0 6

0 5 0 3 1 5
0 0 1 1 0 3

1A
puis 3L2 : 0@ 3 4 0 3 0 6

0 1 0 2 3 1
0 0 1 1 0 3

1A
puis L1 + 3L2 : 0@ 3 0 0 2 2 3

0 1 0 2 3 1
0 0 1 1 0 3

1A
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en�n 5L1 : 0@ 1 0 0 3 3 3
0 1 0 2 3 1
0 0 1 1 0 3

1A
d'o�u :

A�1 =

0@ 3 3 3
2 3 1
1 0 3

1A :

O

Exemple 5.3.8. R�esolution dans Z4 du syst�eme :8<:
2x+ y + z = 0
x+ 2y + 3z = 1
x+ 3y + z = 1

Une premi�ere transformation L1 $ L2 donne :0@ 1 2 3 1
2 1 1 0
1 3 1 1

1A
puis L2 + 2L1; L3 + 3L1 : 0@ 1 2 3 1

0 1 3 2
0 1 2 0

1A
en�n L3 + 3L2 donne la forme triangulaire :0@ 1 2 3 1

0 1 3 2
0 0 3 2

1A
d'o�u z = 2, puis en remontant, y = 0 et x = 3. O

Lorsque les scalaires appartiennent �a un anneau non int�egre, comme Z4, si
les pivots sont inversibles on a une solution unique. Sinon, on peut en avoir
plusieurs (l'�equation 2x = 2 dans Z4 admet les solutions x = 1 et x = 3), ou
aucune (comme 2x = 1 dans Z4).

5.4 D�ecomposition triangulaire : m�ethode LU

Soit le syst�eme de Cramer Mx = y0. Nous allons voir que l'on peut mettre
M = (mij) sous la forme d'un produit LU , dans lequel L = (lij) est triangu-
laire inf�erieure (low en anglais), avec lii = 1 (donc r�eguli�ere), associ�ee �a une
application lin�eaire l, et U = (uij) est triangulaire sup�erieure (up), associ�ee �a
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une application lin�eaire u. Si U n'�etait pas r�eguli�ere, u ne serait pas un isomor-
phisme, et l�u non plus : M ne serait pas r�eguli�ere contrairement �a l'hypoth�ese.
Aucun des uii ne peut donc être nul.

Soient Mi, Ti et Ui les matrices obtenues en prenant les i premiers �el�ements
des i premi�eres lignes de, respectivement, M , L et U pour i < n.

Remarquons que Mi = Li Ui, que det(Li) = 1, et que det(Ui) = det(Mi).
De det(Ui) = uii det(Ui�1) nous d�eduisons que uii = det(Mi)= det(Mi�1). Les
det(Mi) doivent donc être non nuls.

Pour i = 2 :

L2 U2 =

�
1 0
l21 1

��
u11 u12
0 u22

�
=

�
u11 u12
l21u11 l21u12 + u22

�
= M2

on a u12 = m12, puis l21 = m21=u11 et u22 = m22 � l21 u12.
Pour i = 3, on pose u3 = t(u13; u23) et m3 = t(m13;m23), d'o�u :

u3 = L�12 m3

ce qui donne u13 = m13, u23 = m23 � l21 u13. On en d�eduit l31 = m31=u11,
l32 = (m32 � l31 u12)=u22 et en�n u33 = m33 � l31 u13 � l32 u23.

Supposons connues les matrices Ti�1 et Ui�1. Posons ui = t(u1i; : : : ; ui�1 i)
et mi = t(m1i; : : : ;mi�1 i), pour obtenir :

ui = L�1i�1mi :

On d�eduit ensuite lij pour 1 � j � i � 1 de l'�egalit�e entre mjk et le produit
formel de la derni�ere ligne de Li avec la j-�eme colonne de Ui.

Le syst�eme, �ecrit sous la forme LUx = y0, se r�esoud en deux temps : Lz = y0,
puis Ux = z.

La m�ethode est pratique lorsqueM est tridiagonale, comme celle de l'exemple
suivant, car dans ce cas, L et U n'ont que deux diagonales non nulles, ce qui
all�ege consid�erablement les calculs.

Notons que si M = LU , on a M�1 = U�1L�1.

Exemple 5.4.1. La matrice Sn se rencontre souvent en Analyse Num�erique :

Sn =

0BBBBBBB@

4 1 0 : : : 0

1 4
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...
0 : : : : : : 1 4

1CCCCCCCA
:

D�e�nissons les suites (pk), (qk), (lk) et (uk) :8>>><>>>:
p1 = 4; p2 = 15; pk+2 = 4pk�1 � pk�2;
q1 = 1; qk+1 = pk;

lk = pk=qk;

uk+1 = �1=lk :
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Il faut montrer qu'aucun pk n'est nul. Faisons l'hypoth�ese de r�ecurrence (v�eri��ee
pour p3) :

4k � 4k�2 < pk < 4k :

On a alors : (
4k+1 � 4k�1 < 4pk < 4k+1

�4k�1 < �pk�1 < �4k�1 + 4k�3

d'o�u l'on d�eduit :

4k+1 � 4k < 4k+1 � 2:4k�1 < pk+1 < 4k+1 � 3:4k�2 < 4k+1

ce qui ach�eve la r�ecurrence et montre que pk > 15:4k�1.
On a alors :

Sn = LnUn =

0BBBBBBB@

l1 0 0 : : : 0

�1 l2 0
. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . ln�1 0

0 : : : 0 �1 ln

1CCCCCCCA

0BBBBBBB@

1 u2 0 : : : 0

0 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1 un

0 : : : : : : 0 1

1CCCCCCCA
:

Remarquons que L�1n = (xij) avec xii = l�1i et xij = (lj : : : li)
�1 pour

j < i, les autres composantes �etant nulles, et que U�1n = (yij) avec yii = 1 et
yij = (�1)i+jui : : : uj pour j > i, les autres composantes �etant nulles. O

Exemple 5.4.2. La d�ecomposition :0BB@
1 2 0 0
3 1 2 0
0 3 1 2
0 0 3 1

1CCA =

0BB@
1 0 0 0
a 1 0 0
0 b 1 0
0 0 c 1

1CCA
0BB@

u1 v1 0 0
0 u2 v2 0
0 0 u3 v3
0 0 0 u4

1CCA

=

0BB@
u1 v1 0 0
au1 av1 + u2 v2 0
0 bu2 bv2 + u3 v3
0 0 cu3 cv3 + u4

1CCA
donne successivement u1 = 1, v1 = 2, a = 3, u2 = �5, v2 = 2, b = �3=5,
u3 = 11=5, c = 15=11, v3 = 2 et u4 = �19=11. O

5.5 M�ethode de Cholesky

Cholesky �etait un o�cier polytechnicien, brillant math�ematicien, sp�ecialiste
de g�eod�esie et de topographie. C'est dans ce cadre qu'il a cr�e�e la m�ethode
attach�ee �a son nom.
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Un syst�eme Sx = y0 est sym�etrique si la matrice S 2Mn(R) est sym�etrique.
La matrice S est d�e�nie positive si :

8x 2 Rn n f0g; txSx > 0 :

Une telle matrice est r�eguli�ere car on ne peut avoir Sx = 0. Ses valeurs propres,
et donc son d�eterminant, sont positifs, de même que ses termes diagonaux, car
sii = teiSei.

Nous allons ramener la r�esolution d'un tel syst�eme (de Cramer) �a celle de
deux syst�emes triangulaires (de Cramer).

Remarquons qu'un syst�eme de Cramer quelconque Mx = y0 est �equivalent
au syst�eme de Cramer sym�etrique tMMx = tMy0 (tMM �etant sym�etrique).

Proposition 5.5.1. Toute matrice sym�etrique S d�e�nie positive peut se mettre
sous la forme d'un produit T tT dans lequel T = (tij) est une matrice trian-
guli�ere inf�erieure r�eelle r�eguli�ere (aucun des tii n'est nul).

D�emonstration. D�e�nissons, comme pr�ec�edemment, les matrices Si et Ti en pre-
nant les i premi�eres lignes et les i premi�eres colonnes, respectivement, de S et
de T . Les Si sont d�e�nies positives. Soit en e�et :(

x0 = t(x1; : : : ; xi) 2 Ri
x = t(x1; : : : ; xi; 0; : : : ; 0) :

On a alors :
0 < txSx = tx0Six0

quel que soit x0 6= 0. Les Ti telles que Ti
tTi = Si, une fois construites, sont donc

r�eguli�eres.
Pour i = 1, nous obtenons t211 = s11, d'o�u t11 par extraction d'une racine

carr�ee d'un r�eel positif. On prend t11 > 0. Le calcul de S2 = T2
tT2 :�

t11 0
t21 t22

� �
t11 t21
0 t22

�
=

�
t211 t11 t21

t11 t21 t221 + t222

�
n�ecessite 4 op�erations suppl�ementaires. C'est le nombre d'op�erations donnant
t21 = t�111 s12 et t22 = (s22�t221)1=2, une division et une racine carr�ee rempla�cant
deux multiplications (et une soustraction une addition). On a :

0 < det(S2) = (det(T2))
2 = t211t

2
22

et donc t222 > 0. On prend t22 > 0.
Supposons connue Ti�1 pour 2 < i � 1 < n, et calculons la i-�eme ligne de

Si :
Li(Si) = (ti1 t11; ti1 t21 + ti2 t22; : : : ; t

2
i1 + t2i2 + � � �+ t2ii) :

Les i� 1 premi�eres composantes donnent par identi�cation le syst�eme de Cra-
mer :

Ti�1

0B@ ti1
...

tii�1

1CA =

0B@ si1
...

sii�1

1CA
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d'o�u les tij (r�eels) pour j � i� 1 grâce �a i2 op�erations. On calcule ensuite :

tii =
q
sii � t2i1 � � � � � t2ii�1 :

Il reste �a voir que tii est r�eel. On le prendra alors positif. On a :

0 < det(Si) = det2(Ti) = t2ii det2(Ti�1)

et t2ii est bien un r�eel positif.

Le calcul complet demande donc :X
1�i�n

i2 =
2n3 + 3n2 + n

6

soit � n3=3 op�erations. On termine comme pr�edemment, en r�esolvant deux
syst�emes triangulaires.

Exemple 5.5.1. Reprenons la matrice Sn de l'exemple 5.4.1, et d�eterminons
Tn, triangulaire sup�erieure, telle que Sn = Tn

tTn. On a :

T2 =

� p
15=2 1=2
0 2

�
; T3 =

0@ 2
p

210=15 2
p

15=15 0

0
p

15=2 1=2
0 0 2

1A ;

puis :

Tk =

�
ak vk

0k�1;1 Tk�1

�
avec vk = (bk; 0; : : : ; 0), bk ak�1 = 1 et a2k + b2k = 4. O

5.6 Diagonale dominance stricte

Une matrice M = (mij) 2Mn(K) est �a diagonale dominance stricte si,
pour tout i, jmiij >

P
j 6=i jmij j. Ces matrices se rencontrent fr�equemment en

Analyse Num�erique.

Proposition 5.6.1. Toute matrice �a diagonale dominance stricte est r�eguli�ere.

D�emonstration. Supposons la matrice M = (mij) 2Mn(K), �a diagonale domi-
nance stricte, non r�eguli�ere. Il existe alors un vecteur non nul x = (xi) 2 Kn
tel que Mx = 0, et soit xk une composante telle que, pour tout i 6= k, on ait
jxkj � jxij. La k-i�eme composante de Mx,

P
jmkj xj , �etant suppos�ee nulle, on

doit avoir :
mkk xk = �

X
j 6=k

mkj xj

d'o�u :
jmkkj jxkj �

X
j 6=k
jmkj j jxj j ;
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or :
jmkkj jxkj >

X
j 6=k
jmkj j jxkj �

X
j 6=k
jmkj j jxj j ;

ce qui est absurde.

5.7 M�ethode it�erative de Jacobi

Consid�erons le syst�eme Mx = y0 dans lequel la matrice M 2 Mn(K) est
�a diagonale dominance stricte. Ecrivons M = D + C, D �etant diagonale et
r�eguli�ere. La m�ethode de Jacobi consiste �a consid�erer la suite (xn)n2N de vec-
teurs de Kn d�e�nie, �a partir d'un vecteur x0 2 Kn donn�e, par la relation de
r�ecurrence :

Dxn = �Cxn�1 + y0

ou encore :
xn = �D�1Cxn +D�1y0 ;

la matrice D�1 �etant diagonale, ses termes diagonaux �etant les inverses de ceux
de D, de sorte que D�1D = DD�1 = IN . Posons �D�1C = A = (aij) et, pour
un vecteur quelconque z = (z1; : : : ; zn), N(z) = supi(jzij).

Cette application N : Kn ! K� est une norme car elle v�eri�e (pour tous z,
z1, z2 dans Kn et � dans K) les axiomes :

N(z) = 0 () z = 0 ;
N(�z) = j�jN(z) ;

N(z1 + z2) � N(z1) +N(z2)

et elle est continue en 0 car on dit que z ! 0 si N(z) tend vers 0.
Si (xn)n2N tend vers une limite x, cette limite v�eri�e l'�equation Mx = y0.

Or la diagonale dominance stricte assure la convergence de cette suite.
Nous avons successivement :

x1 = Ax0 + y0 ;
x2 = A(Ax0 + y0) + y0 = A2x0 +Ay0 + y0 ;

...
xk = Akx0 + (

P
0�i�k�1A

i)y0 :

Comme aii = 0 et aij = m�1
ii mij pour j 6= i, la i-�eme composante de Az est

�egale �a :

Li(A) � z = m�1
ii

X
j 6=i

mij zj

et donc :
jLi(A) � zj � jm�1

ii j sup
j 6=i
jzj j

X
j 6=i
jmij j :

Soit � = supi(jm�1
ii j

P
j 6=i jmij). Par hypoth�ese 0 < � < 1, ce qui donne :

jLi(A) � zj � � sup
j 6=i
jzj j
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et :
N(Az) = sup

i
jLi(A) � zj < � sup

i
sup
j 6=i
jzj j � � supi jzij ;

c'est-�a-dire : N(Az) < �N(z). Nous en concluons que N(Akz), inf�erieur �a
�kN(z), tend vers 0 quand k tend vers l'in�ni, que Akz tend vers 0 quel que
soit z, et que Ak tend vers la matrice nulle.

Donc, lorsque k tend vers l'in�ni, xk tend vers (
P

0�iA
i) y0. De :

(In �A) (In +A+A2 + � � �+Ak) = In �Ak+1

nous d�eduisons que Ak =
P

0�i�k A
i tend vers l'inverse de In � A, d'o�u la

solution approch�ee :
x = (In �A)�1y0 :

L'erreur commise �a l'ordre k est :

e(k) = Ak+1 (
X
0�i

Ai) y0 = Ak+1x :

Elle est proportionnelle �a ��(k+1). On peut donc approcher la solution d'aussi
pr�es qu'on le d�esire.

La m�ethode demande � 2kn3 op�erations. Le k choisi ne d�epend que de �, et
la m�ethode est int�eressante lorsque n est grand et que M a beaucoup de termes
nuls. On peut l'am�eliorer en remarquant que :

(In �A)�1 = (In +A+A2 + � � �+Ak�1) (In +Ak +A2k +A3k + � � � ) :
Exemple 5.7.1. La matrice tridiagonale sym�etrique dans Mn(R), n � 2,
S(n) = (s(n)ij), dont la diagonale principale est constitu�ee de 4, les diago-
nales qui l'encadrent, de �1, les autres termes �etant nuls, est un cas particulier
int�eressant. Etudions S(4) :

S(4) =

0BB@
4 �1 0 0
�1 4 �1 0

0 �1 4 �1
0 0 �1 4

1CCA = 4(I4 �A) ; A =
1

4

0BB@
0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0

1CCA :

Calculons les puissances 2 et 3 de A :

A2 =
1

16

0BB@
1 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 1

1CCA ; A3 =
1

64

0BB@
0 2 0 1
2 0 3 0
0 3 0 2
1 0 2 0

1CCA :

Supposons que :

A2k =
1

42k

0BB@
a2k 0 b2k 0
0 a2k + b2k 0 b2k
b2k 0 a2k + b2k 0
0 b2k 0 a2k

1CCA ;
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et que :

A2k+1 =
1

42k+1

0BB@
0 a2k+1 0 b2k+1

a2k+1 0 a2k+1 + b2k+1 0
0 a2k+1 + b2k+1 0 a2k+1

b2k+1 0 a2k+1 0

1CCA :

Multipliant ces matrices par A, nous voyons par identi�cation que :

a2k+1 = a2k + b2k ; b2k+1 = b2k ;
a2k+2 = a2k + b2k ; b2k+2 = a2k + 2b2k ;
a2k+3 = 2a2k + 3b2k ; b2k+3 = a2k + 2b2k ;

ce qui permet de calculer les termes des deux suites �a partir de a2 = b2 = 1. O

5.8 M�ethode des moindres carr�es

Si des param�etres sont d�etermin�es par des mesures et si l'on a plus de me-
sures, entach�ees d'erreur, que de param�etres, on peut obtenir un syst�eme sans
solution : X

aij xj = yi; 1 � i � p; 1 � j � n; p > n:

On va alors minimiser l'expression
P
i(
P
j aij xj � yi)2, �a d�efaut de la rendre

nulle. Il su�t pour cela d'annuler les d�eriv�ees partielles par rapport aux xj , ce
qui donne p �equations �a autant d'inconnues, admettant une solution puisqu'une
fonction �a n variables, positive, d�erivable, �a d�eriv�ee continue, tendant vers l'in-
�ni �a l'in�ni, admet un minimum sur Rn.

Exemple 5.8.1. Le syst�eme :8<:
2x+ 3y = 4; 5
x+ 2y = 3; 3
x+ y = 1

n'admet pas de solution. La quantit�e :

q(x; y) = (2x+ 3y � 4; 5)2 + (x+ 2y � 3; 3)2 + (x+ y � 1)2

= 6x2 + 14y2 + 18xy � 26; 6x� 42; 2y + 32; 14

a pour d�eriv�ees partielles :

q0x = 12x+ 18y � 26; 6 ;
q0y = 18x+ 28y � 42; 2 ;

syst�eme (q0x = q0y = 0) dont la solution est x = �1; 233::: et y = 2; 3. Ces va-
leurs, report�ees dans les premiers membres du syst�eme initial, donnent 4; 433 : : :,
3; 366 : : : et 1; 066 : : :, d'o�u une erreur, pour chaque �equation, �egale �a 66 : : : 10�3

en valeur absolue. O
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6 Espace euclidien, hermitien

6.1 Produit scalaire et norme

Un espace euclidien E est un R-espace vectoriel de dimension �nie muni
d'un produit scalaire, c'est-�a-dire d'une forme bilin�eaire :

E � E ! R

(x; y) 7! x : y

sym�etrique (x : y = y : x), d�e�nie (x : x = 0 () x = 0), positive (x : x � 0).

Tout sous-espace d'un espace vectoriel euclidien est �evidemment euclidien.

Dans la suite, E est un espace euclidien de dimension n et son produit
scalaire est not�e x : y.

Proposition 6.1.1. On d�esigne par x, x0 et y des �el�ements de E. Si x : y = 0
quel que soit y, alors x = 0. Si x : y = x0 : y quel que soit y, alors x = x0.

D�emonstration. Faisant y = x, on obtient x : x = 0, d'o�u x = 0. De x : y = x0 : y
quel que soit y, on d�eduit que (x � x0) : y = 0 et que x = x0 d'apr�es le premier
point.

Deux vecteurs de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

L'application x 7! (x : x)1=2 de E dans R+ est une norme, not�ee jjxjj. En
e�et, les axiomes d�e�nissant une norme :

jjxjj = 0 () x = 0 ;
jjx+ yjj � jjxjj+ jjyjj ;
jj�xjj = j�j jjxjj ;

quels que soient les vecteurs x et y et le scalaire �, sont v�eri��es. Seul le deuxi�eme,
l'in�egalit�e triangulaire, n'est pas �evident ; prouvons-le :

jjz � xjj2 = (z � y + y � x) : (z � y + y � x) ;
= jjz � yjj2 + jjy � xjj2 + 2 (z � y) : (y � x) ;
� jjz � yjj2 + jjy � xjj2 + 2 jjz � yjj jjy � xjj ;
� (jjz � yjj+ jjy � xjj)2 ;

d'o�u le r�esultat en prenant les racines carr�ees de ces quantit�es positives.

Th�eor�eme 6.1.1 (de Pythagore (sixi�eme si�ecle avant J-C)). Les vecteurs x et
y de H sont orthoganaux si et seulement si kx+ yk2 = kxk2 + kyk2.
D�emonstration. Comme :

kx+ yk2 = (x+ y):(x+ y) = x:x+ y:y + x:y + y:x = kxk2 + kyk2 + 2x:y

les assertions kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 et x:y = 0 sont �equivalentes.
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Cette propri�et�e �etait connu des Babylonniens un mill�enaire avant Pythagore.
La premi�ere d�emonstration �ecrite qui nous soit parvenue �gure dans le Livre I
des Elements d'Euclide (troisi�eme si�ecle avant J-C), propositions 47 (Dans un
triangle rectangle . . .) et 48 (r�eciproque). Mais il pourrait avoir transcrit une
d�emonstration due �a Pythagore.

Si les vecteurs x1; : : : ; xk sont deux �a deux orthogonaux, on a :

kx1 + � � �+ xkk2 = kx1k2 + � � �+ kxkk2

mais la r�eciproque est fausse. Si en e�et v1, v2 et v3 sont deux �a deux orthogo-
naux et de norme 1, et si x = v1, y = v2 et z = v1 � v2 + v3, on a :

kzk2 = kv1k2 + kv2k2 + kv3k2

d'o�u :
kxk2 + kyk2 + kzk2 = 2kv1k2 + 2kv2k2 + kv3k2 = 5

et :
kx+ y + zk2 = k2v1 + v3k2 = 4kv1k2 + kv3k2 = 5

alors que que z n'est orthogonal ni �a x ni �a y (z:x = z:y = 1).

Le produit scalaire est la forme polaire de la norme euclidienne.

Proposition 6.1.2. Le produit scalaire s'exprime en fonction de la norme eu-
clidienne grâce �a l'identit�e de polarisation :

x : y =
1

4
(jjx+ yjj2 � jjx� yjj2) :

D�emonstration. On a en e�et :(
kx+ yk2 = (x+ y) : (x+ y) = kxk2 + kyk2 + 2x : y

kx� yk2 = (x� y) : (x� y) = kxk2 + kyk2 � 2x : y

d'o�u le r�esultat.

On d�eduit des relations pr�ec�edentes l'�egalit�e du parall�elogramme :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 (kxk2 + kyk2) :

Normer un vecteur non nul est le diviser par sa norme ; le r�esultat est alors
un vecteur norm�e ou unitaire, c'est-�a-dire de norme 1.

Th�eor�eme 6.1.2 (In�egalit�e de Cauchy-Schwarz 2). La valeur absolue du produit
scalaire de deux vecteurs x et y de E est au plus �egale au produit de leurs normes.
Il y a �egalit�e si et seulement s'ils sont proportionnels.

2. Karl Hermann Amandus Schwarz, math�ematicien allemand (1843-1921)
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D�emonstration. Quel que soit le scalaire a, on a jjax+ yjj � 0, c'est-�a-dire :

0 � kax+ yk2 = (ax+ y) : (ax+ y) = a2jjxjj2 + 2a x : y + jjyjj2 :

Ce polynôme du deuxi�eme degr�e en a est positif ou nul quel que soit a ; son
discriminant r�eduit �0 = (x : y)2 � jjxjj2jjyjj2 est donc n�egatif ou nul, d'o�u :

jx : yj � jjxjj jjyjj

en prenant les racines carr�ees. L'�egalit�e jx : yj = jjxjj jjyjj �equivaut �a l'existence
d'une racine double, donc �a kx+ ayk = 0 et �a x = �ay.

6.2 Base orthonorm�ee

Une famille (vi)1�i�m, m � n, de vecteurs de l'espace euclidien E est ortho-
norm�ee (ou orthonormale) si ses �el�ements sont norm�es et deux �a deux orthogo-
naux, c'est-�a-dire si vi : vj = �ij quels que soient les indices i et j (1 � i; j � m).

Proposition 6.2.1. Une famille orthonorm�ee de E est libre. Si elle a n vec-
teurs, c'est une base.

D�emonstration. Si une famille orthonorm�ee (vi)1�i�m (2 � m � n) �etait li�ee,
quitte �a changer l'ordre des vecteurs, on aurait vm =

P
1�i�m�1 �i vi ; comme

par hypoth�ese vm : vi = 0 pour 1 � i � m� 1 et que vm : vi = �i, les �i seraient
tous nuls et vm serait nul, ce qui est absurde puisqu'il est norm�e.

Si m = n, la famille est une base.

Une base orthonorm�ee de l'espace euclidien E est une famille orthonorm�ee
de n vecteurs.

Proposition 6.2.2. Dans une base orthonorm�ee (vi) le produit scalaire de deux
vecteurs x = (xi) et y = (yi) est �egal �a

P
i xiyi.

D�emonstration. Calculons le produit scalaire :

x : y =
X
i

xivi :
X
j

yjvj =
X
ij

xiyj vi : vj =
X
ij

xiyj �ij =
X
i

xiyi :

Corollaire Le R-espace vectoriel Rn, n � 1 est muni de sa base canonique
B = (ei)1�i�n. La forme bilin�eaire sym�etrique d�e�nie par ei : ej = �ij est un
produit scalaire. Muni de ce produit, Rn est euclidien, et la base B est ortho-
norm�ee.

Le produit scalaire pr�ec�edent est canonique et la norme associ�ee est la
norme euclidienne de Rn. Une base orthonorm�ee (et ordonn�ee) de Rn est
directe si le d�eterminant de ses �el�ements dans la base canonique est positif.
Sinon elle est indirecte.
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Th�eor�eme 6.2.1 (Proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt). L'espace
euclidien E admet des bases orthonorm�ees.

D�emonstration. Soit (�0i) une base quelconque de E. Le vecteur �1 est obtenu
en normant �01. Le vecteur �002 = �02 � (�02 : �1) �1 est orthogonal �a �1 :

�002 : �1 = (�02 � (�02 : �1) �1) : �1 = �02 : �1 � jj�1jj2 �02 : �1 = 0

et non nul car �02 n'est pas proportionnel �a �01 ; on obtient �2 en le normant.
Supposons ainsi construits les �i pour i � h, norm�es et deux �a deux ortho-

gonaux. Si h < n, posons :

�00h+1 = �0h+1 �
X

1�i�h
(�0h+1 : �i) �i ;

�00h+1 est orthogonal aux �i pour 1 � i � h, non nul car �0h+1 n'appartient pas au
sous-espace engendr�e par les �i pour i � h qui est �egal au sous-espace engendr�e
par les �0i pour i � h (il est inclus et a même dimension), et on obtient �h+1 en
le normant. Si h = n, les �i sont n vecteurs libres de E et forment donc une
base orthonorm�ee.

Corollaire. La matrice de passage de la base (�0i) �a la base (�i) est triangulaire
sup�erieure puisque �j appartient �a Vect(�01; : : : ; �

0
j). De même pour la matrice de

passage r�eciproque (proposition 2.5.8).

Th�eor�eme 6.2.2. L'espace euclidien E est son propre dual.

D�emonstration. Soit x 2 E ; l'application :

x� : E ! K

y 7! x : y

est une forme lin�eaire telle que x�(x) = kxk2. Elle est donc nulle si et seulement
si x = 0, et l'application � : E ! E� d�e�nie par �(x) = x� est injective.

Elle est lin�eaire car, quels que soient les scalaires a et b et les vecteurs x1 et
x2, on a :

(ax1 + bx2)
�(y) = (ax1 + bx2) : y

= a x1 : y + b x2 : y
= a x�1(y) + b x�2(y) ;

c'est-�a-dire : �(a1x1 + a2x2) = a1�(x1) + a2�(x2). Les dimensions de E et de
son dual �etant �egales (th�eor�eme2.7.1), � est un isomorphisme (proposition 2.3.6)
canonique, car il provient de la structure euclidienne de l'espace, qui identi�e E
et son dual.

Proposition 6.2.3. Une base orthonorm�ee de E est sa propre base duale.

D�emonstration. La base duale d'une base orthonorm�ee (�i) de E est une base
(�0i) de E puisque E� = E (th�eor�eme 5.2.2) telle que �0j : �i = �ij quels que soient
les indices i et j. On a donc �0j : �i = �j : �i, (�0j��j) : �i = 0 et �0j = �j (proposition
5.1.1).
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Soient u 2 L(E) et x 2 E. La forme lin�eaire :

E ! K

y 7! x : u(y)

est repr�esent�ee par un vecteur x0 2 E (th�eor�eme 5.2.2). L'application x 7! x0

est not�ee u� de sorte que :

x : u(y) = x0 : y = u�(x) : y :

Cette application u� est lin�eaire car, quels que soient les �el�ements et les scalaires
�ecrits, le calcul :

u�(ax+ a0x0) : y = (ax+ a0x0) : u(y)
= ax : u(y) + a0x : u(y)
= au�(x) : y + a0u�(x0) : y
= (au�(x) + a0u�(x0)) : y

montre que u�(ax + a0x0) = au�(x) + a0u�(x0). Cet endomorphisme u� est
l'adjoint de u.

Th�eor�eme 6.2.3. L'adjoint d'un endomorphisme u d'un espace euclidien E
est �egal �a son transpos�e : u� = tu.

D�emonstration. Rappelons la d�e�nition du transpos�e de u 2 L(E) : si � est
une forme lin�eaire sur E, tu � � = � � u. Maintenant, � est remplac�ee par un
quelconque x 2 E : �(y) = x : y = x�(y). On a donc tu � x� = x� � u, et, quel
que soit y 2 E :

(tu � x�)(y) = (x� � u)(y) = x : u(y) = u�(x) : y = (u� � x�)(y) ;

c'est-�a-dire u� = tu.

Corollaire. Si u et v sont des endomorphismes d'un espace euclidien, on a
(u�)� = u et (v � u)� = v� � u� (proposition 2.8.2). Ces r�esultats sont d'ailleurs
faciles �a montrer directement.

Proposition 6.2.4. Dans la situation pr�ec�edente, on a, dans une base ortho-
norm�ee, M(u�) = tM(u).

D�emonstration. Cette �egalit�e d�ecoule des propositions 2.7.1 et 5.2.3 :

M(u�) = M( tu) = tM(u) :

Exemple 6.2.1. Soit E le R-espace vectoriel des polynômes de degr�e inf�erieur

ou �egal �a 1 �a coe�cients r�eels muni du produit scalaire f : g =
R 1
0
f(t)g(t) dt, et

u : E ! E l'op�erateur de d�erivation u(f) = f 0.
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Calculons d'abord dans la base canonique (1; X) de E, qui n'est pas ortho-
norm�ee :

M(u) =

�
0 1
0 0

�
Soit g = cX + d un �el�ement quelconque. Si u�(1) = pX + q, on a :

1 : u(g) =
R 1
0
c dt = c ;

u�(1) : g =
R 1
0

(pt+ q)(ct+ d) dt

= c(
p

3
+
q

2
) + d(

p

2
+ q) ;

d'o�u, en �egalant 1 : u(g) et u�(1) : g quels que soient c et d, p = 12, q = �6.
Si u�(X) = rX + s on a :

X :u(g) =
R 1
0
ct dt =

c

2
;

u�(X) : g =
R 1
0

(rt+ s)(ct+ d) dt

= c(
r

3
+
s

2
) + d(

r

2
+ s) ;

d'o�u, en �egalant X :u(g) et u�(X) : g, r = 6, s = �3. On a donc :

M(u�) =

� �6 �3
12 6

�
Calculons maintenant dans une base orthonorm�ee. Commen�cons par en construire

une. Comme 1 : 1 = 1, prenons e1 = 1, et posons e2 = aX + b. On a alors :

e1 : e2 =
R 1
0

(at+ b) dt =
a

2
+ b = 0

e2 : e2 =
R 1
0

(at+ b)2 dt =
a2

3
+ ab+ b2 = 1

et e2 =
p

3 (2X � 1) convient. Dans cette base, la matrice de u s'�crit :

M(u) =

�
0 2

p
3

0 0

�
Soit g = ce1+de2 = 2d

p
3X+c�dp3 et u(g) = 2d

p
3e1. Avec u�(e1) = pe1+qe2

on a :
e1 : u(g) = e1 : 2d

p
3e1 = 2d

p
3

u�(e1) : g = (pe1 + qe2) : (ce1 + de2) = pc+ qd

d'o�u en identi�ant (quels que soient c et d) p = 0 et d = 2
p

3. La matrice de u�

est donc :

M(u�) =

�
0 0

2
p

3 0

�
:

C'est bien la transpos�ee de M(u). O
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6.3 Orthogonalit�e

Deux sous-espaces F1 et F2 d'un espace euclidien E sont orthogonaux,
ce qui se note F1 ? F2, si tout �el�ement de l'un est orthogonal �a tout �el�ement
de l'autre. Il su�t (par bilin�earit�e) que les �el�ements d'une base de l'un soient
orthogonaux aux �el�ements d'une base de l'autre.

Proposition 6.3.1. Soit F un sous-espace de E de dimension m < n. Il existe
des bases orthonorm�ees de E dont les m premiers �el�ements forment une base
orthonorm�ee de F .

D�emonstration. Le sous-espace F �etant euclidien, soit (�1; : : : ; �m) une base or-
thonorm�ee de F . Compl�etons cette base par (�0m+1; : : : ; �

0
n) en une base de E, et

appliquons le proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt �a partir de �0m+1,
pour obtenir une base orthonorm�ee de E dont les m premiers �el�ements forment
une base orthonorm�ee de F .

L'orthogonal, ou suppl�ementaire orthogonal, de F , not�e F? est l'ensemble
de tous les vecteurs de E orthogonaux �a tous les vecteurs de F . Dans la situation
de la proposition pr�ec�edente, les vecteurs (�m+1; : : : ; �n) en constituent une base
orthonorm�ee :

F? = V ect(�m+1; : : : ; �n) :

On a �evidemment E = F � F? et (F?)? = F .

Un projecteur orthogonal est un projecteur dont l'image et le noyau
sont orthogonaux. Le projecteur orthogonal pF sur un sous-espace F , de base
orthonorm�ee (�i)1�i�m, est d�e�ni par :

pF (x) =
X

1�i�m
(x : �i) �i :

On a en e�et, en posant x : �i = xi :

p2F (x) =
P
i

�
(
P
j xj �j) : �i

�
�i ;

=
P
i jj�ijj2 xi : �i puisque �i : �j = �ij ;

=
P
i xi : �i puisque jj�ijj = 1 ;

= pF (x) ;

ce qui montre que l'on a bien d�e�ni un projecteur. Si x 2 F , alors pF (x) = x.
Montrons que son image et son noyau sont orthogonaux.
Si x 2 Ker(pF ) on a x : �i = 0 pour tout i. Si y 2 Im(pF ) = F , y =

P
i yi �i,

et x : y =
P
i yi x : �i = 0.

On a donc Ker(pF ) = F? ; pF projette sur F parall�element �a F? ; iE � pf
est aussi un projecteur orthogonal, de noyau F et d'image F?, donc �egal �a pF? .
On a de plus pF? = p�F car, si x = x1 + x2 et y = y1 + y2, avec x1 et y1 dans F
et x2 et y2 dans F? on a :

x : pF (y) = x : y2 = x2 : y2 = x2 : y = pF?(x) : y :
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6.4 Isom�etrie

Une isom�etrie d'un espace euclidien E est un endomorphisme qui conserve
la norme ou, ce qui est �equivalent (proposition 5.1.2) le produit scalaire.

Th�eor�eme 6.4.1. Soit u 2 L(R3). Les assertions suivantes sont �equivalentes :
(a) u est une isom�etrie,
(b) u � u� = u� � u = iE,
(c) u�1 = u�.
Une isom�etrie est donc un automorphisme.

D�emonstration. (a) ) (b). Si u est une isom�etrie, on a quels que soient les
vecteurs x et y :

x : y = u(x) : u(y) = x : (u� � u)(y) ;

d'o�u x : (y�(u��u)(y)) = 0. D'apr�es la proposition 5.1.1, y est �egal �a (u��u)(y),
et u� � u est �egal �a l'identit�e, de même que u � u� = (u� � u)�, et u est un
automorphisme.

(b)) (a). Si uu� est �egal �a l'identit�e, x : y = x : (uu�)(y) = u(x) : u(y) quels
que soient x et y, et u est une isom�etrie.

(b) ) (c) ) (b). Trivial.

Proposition 6.4.1. Si u est une isom�etrie d'un espace euclidien E, u�1 est
une isom�etrie. Le produit de deux isom�etries de E est une isom�etrie. L'ensemble
des isom�etries de E est un groupe (non commutatif).

D�emonstration. Tout y admet un ant�ec�edent x = u�1(y). Comme y = u(x), x
et y ont même norme : jju�1(y)jj = jjxjj = jjyjj, et u�1 est une isom�etrie.

Si u et v sont des isom�etries, jj(v � u)(x)jj = jju(x)jj = jjxjj, et v � u est une
isom�etrie.

L'ensemble des isom�etries de E (non vide car il contient au moins l'identit�e)
est donc un groupe dont l'�el�ement neutre est l'identit�e iE .

Le groupe des isom�etries de E est le groupe orthogonal de E, O(E). Si
E = Rn, on le note O(n).

Proposition 6.4.2. L'image d'une base orthonorm�ee par une isom�etrie est une
base orthonorm�ee. R�eciproquement, si B = (�i) et B0 = (�0i) sont deux bases
orthonorm�ees, l'endomorphisme de E d�e�ni par u(�i) = �0i pour i allant de 1 �a
n est une isom�etrie.

D�emonstration. Soient (�i) une base orthonorm�ee et u une isom�etrie de E. Po-
sons u(�i) = �0i. Comme u conserve le produit scalaire, on a �0i : �

0
j = �i : �j = �ij ,

et la base (�0i) est orthonorm�ee.
D�emontrons la r�eciproque. Quels que soient i et j on a d'une part :

u(�i) : u(�j) = (tu � u)(�i)) : �j
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et d'autre part :
u(�i) : u(�j) = �0i : �

0
j

= �ij
= �i : �j

et donc ((tu�u)(�i))� �i) : �j = 0 (quel que soit j), d'o�u l'on d�eduit (proposition
5.1.1) que (tu � u)(�i))� �i = 0 (quel que soit i) et que tu � u = iE .

Une isom�etrie de Rn de d�eterminant positif dans la base canonique est une
rotation et elle transforme la base canonique en une base directe. Si son
d�eterminant est n�egatif c'est une r�e
exion et elle transforme la base canonique
en une base indirecte.

Proposition 6.4.3. Les valeurs propres d'une isom�etrie de Rn sont de module
�egal �a 1 et son d�eterminant est �egal �a �1.

D�emonstration. Soit u une isom�etrie de E, � une valeur propre r�eelle et x un
vecteur propre associ�e. On a donc u(x) = �x et ku(x)k = kxk, d'o�u :

ku(x)k = kxk
= k�xk
= j�j kxk

et la conclusion : � = �1.
Si � est une valeur propre complexe, il existe dans le complexi��e (voir 6.8)

un vecteur propre associ�e, et le module de � est �egal �a 1.
Le d�eterminant, produit des valeurs propres, est donc de module 1. Etant

r�eel, il est �egal�a �1.

Proposition 6.4.4. Le d�eterminant de n vecteurs de Rn est ind�ependant, au
signe pr�es, du choix de la base orthonorm�ee dans laquelle on le calcule.

D�emonstration. Soient B = (�i) et B0 = (�0i) deux bases orthonorm�ees de Rn.
L'endomorphisme u d�e�ni par u(�0i) = �i pour tout i est une isom�etrie (proposi-
tion 6.4.2). Pour une famille quelconque (vi) de n vecteurs de Rn on a d'apr�es
la proposition 4.3.1 :

detB0((vi)) = detB0((�i)) detB((vi))
= det((u(�0i)) detB((vi))
= det(u) detB((vi))

or det(u) = �1 (proposition 6.4.3).

6.5 Angle de deux vecteurs

Si deux vecteurs x et y de l'espace euclidien E sont proportionnels, nous
dirons que leur angle �(x; y) est nul. Sinon, ils engendrent un espace euclidien
E0 de dimension 2, de base orthonorm�ee B0 = (�1; �2), que l'on peut compl�eter
en une base orthonorm�ee B = (�i) de E (proposition 6.3.1).
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Un vecteur non nul v 2 E0 peut être d�e�ni par sa norme et son angle avec
�1. En e�et, si v=kvk = t(v1; v2), il existe 
 2 [0; 2�[ tel que cos 
 = v1 et
sin 
 = v2, puisque v21 + v22 = 1. On a alors v = kvk t(cos 
; sin 
). Ceci d�e�nit
une application de E0 n f0g dans R�+ � [0; 2�[, bijective, la r�eciproque �etant
(a; b) 7! a t(cos b; sin b).

Si x = t(x1; x2) et y = t(y1; y2) sont deux vecteurs quelconques non nuls de
E0 �ecrits dans la base B0, posons :8>>>><>>>>:

cos(�(x; y)) =
x : y

kxk kyk =
x1y1 + x2y2

(x21 + x22)
1=2(y21 + y22)1=2

;

sin(�(x; y)) =
detB(x; y)

kxk kyk =
x1y2 � x2y1
kxk kyk ;

On v�eri�e sans peine que cos2(�) + sin2(�) = 1 et que �(x; y) ne d�epend pas,
au signe pr�es (proposition 6.4.4), de la base orthonorm�ee choisie pour le calcul,
un changement de base �etant dans ce cas une isom�etrie.

L'angle �(x; y) 2 [0; 2�[ est ainsi bien d�e�ni dans toute base orthonorm�ee
obtenue par rotation �a partir de B, au signe pr�es dans les autres.

Remarquons que 
 = �(�1; v).
Les vecteurs x et y �etant mis sous la forme :

x = kxk t(cos�; sin�) et y = kyk t(cos�; sin�) ;

appliquons les formules pr�ec�edentes :(
cos(�(x; y)) = cos� cos� + sin� sin� = cos(� � �) ;

sin(�(x; y)) = cos� sin� � sin� cos� = sin(� � �) ;

d'o�u �(x; y) = � � �, sans surprise.

6.6 Isom�etries de R2

Soit u 2 O(2) de matrice dans la base canonique :

M(u) =

�
a c
b d

�
:

Par hypoth�ese, on a a2 + b2 = c2 + d2 = 1 et ac+ bd = 0.
Posons a = cos �, b = sin �, c = sin� et d = cos�.
L'�equation ac+ bd = 0 donne alors sin(�� �) = 0, d'o�u � = � ou � = �� �,

et les deux formes possibles :

M(u) = R(�) =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
; M(u) = S(�) =

�
cos � sin �
sin � � cos �

�
:
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Etudions la premi�ere. L'image par u de x = kxk t(cos�; sin�), vecteur quel-
conque de E :

u(x) = kxk t(cos � cos�� sin � sin�; sin � cos�+ cos � sin�)
= kxk t(cos(�+ �); sin(�+ �))

fait un angle orient�e � avec x ; u est la rotation d'angle �.
La seconde matrice repr�esente un endomorphisme dont les vecteurs propres

(orthonorm�es) sont v1 = t(cos(�=2); sin(�=2)) et v2 = t(� sin(�=2); cos(�=2)).
La matrice de u dans la base (v1; v2) s'�ecrit :

M(u) =

�
1 0
0 �1

�
et u est la sym�etrie orthogonale (ou r�e
exion) d'axe v1 (et de direction v2).

Les sym�etries orthonales engendrent O(2) ; en e�et, on a pour une rotation
quelconque et quel que soit � :

R(�) = S(�)S(�� �) :

L'ensemble des rotations de R2 est un sous-groupe de O(2), le groupe

sp�ecial orthogonal de R2 not�e SO(2).

6.7 Le produit vectoriel

La base B = (e1; e2; e3) est la base canonique de R3 :

e1 = t(1; 0; 0) ; e2 = t(0; 1; 0) ; e3 = t(0; 0; 1) :

Elle est canonique car elle provient de la d�e�nition même de R3 : R� R� R.
Le R-espace vectoriel R3 muni de son produit scalaire canonique est eucli-

dien. Rappelons que pour des �el�ements quelconques x = (xi) et y = (yi) on
a :

x : y = x1y1 + x2y2 + x3y3 ;

et que le r�esultat est le même dans dans tout autre base orthonorm�ee.
Soient x et y des vecteurs quelconques de E = R3. L'application :

E ! R

z 7! detB(x; y; z)

est une forme lin�eaire, donc un �el�ement de E�, et donc de E (qui est son propre
dual). Cet �el�ement est le produit vectoriel de x et de y, dans cet ordre, not�e
x� y (le symbole ^ d�esigne un autre produit, le produit ext�erieur).

Ce produit est bilin�eaire, antisym�etrique : y�x = �x�y, altern�e : x�x = 0,
et ind�ependant du choix de la base, pourvu qu'elle soit orthonorm�ee et directe
(proposition 6.4.4).
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On a d'apr�es la d�e�nition : e1 � e2 = e3, e2 � e3 = e1, e3 � e1 = e2. Cela
donne pour des �el�ements quelconques x = (xi) et y = (yi), par bilin�earit�e et
antisym�etrie :

x� y =

0@ x1
x2
x3

1A�
0@ y1

y2
y3

1A =

0@ x2y3 � x3y2
x3y1 � x1y3
x1y2 � x2y1

1A :

Proposition 6.7.1. Le produit vectoriel de deux vecteurs de R3 est orthogonal
�a chacun des vecteurs.

D�emonstration. Le d�eterminant �etant altern�e, on a :

x : (x� y) = det(x; x; y) = 0

et, pour la même raison, y : (x� y) = 0.

Proposition 6.7.2. Soient x et y deux vecteurs non proportionnels de R3 et
z le vecteur norm�e orthogonal �a x et �a y tel que det(x; y; z) > 0. Le produit
vectoriel est �egal �a kxk kyk sin �(x; y) z. Sa norme est au plus �egale �a kxk kyk ;
il y a �egalit�e si x et y sont orthonaux.

D�emonstration. Soient �1 = x=kxk, y0 = y � (y : �1) �1, �2 = y0=ky0k (m�ethode
de Gram-Schmidt) et �3 = �1 � �2 = z, de sorte que (�1; �2; �3) est une base
orthonorm�ee directe. Dans cette base :

x = kxk (1; 0; 0) ; y = kyk (cos �(x; y); sin �(x; y); 0)

et :
x� y = kxk kyk (0; 0; sin�(x; y)) = kxk kyk sin �(x; y) z ;

d'o�u la conclusion sur la norme de x� y.

Le produit vectoriel n'est pas associatif car, pour tout triplet de vecteurs
(x; y; z), on a :

x� (y � z) = �(x : y) z + (x : z) y ;
(x� y)� z = �(y : z)x+ (x : z) y :

Pour tout couple de vecteurs (y; z) orthogonaux non nuls, l'�equation y�x = z
admet les solutions :

x = � y � 1

jjyjj2 y � z ; � 2 R :

6.8 Complexi��e, espace hermitien

Soit E le R-espace vectoriel habituel, euclidien, de dimension n, muni d'une
base orthonorm�ee B = (�i). L'ensemble EC = E � E muni du produit :

C � EC ! EC
�+ i � (x; y) 7! (�x� � y; � x+ � y)
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est un C-espace vectoriel. On �ecrit x+ i y l'�el�ement (x; y) et on identi�e x 2 E
avec (x; 0) 2 EC.

Notons bien que E n'est pas un sous-espace vectoriel de EC, les corps des
scalaires �etant di��erents. Les applications (x; y) 7! x et (x; y) 7! y ne sont donc
pas des projecteurs.

Montrons que B est une base de EC. L'�ecriture :

x+ i y =
X
i

xi �i + i
X
i

yi�i =
X
i

(xi + i yi) �i

prouve que c'est une famille g�en�eratrice. Supposons que :X
i

(ai + i bi) �i = 0 :

La partie r�eelle et la partie imaginaire sont nulles et donc aussi tous les ai et
tous les bi, la famille �etant libre sur R. Elle est donc libre sur C, c'est une base,
et EC est de dimension n sur C.

Cet espace EC est le complexi��e de E. Le complexi��e de Rn est Cn, et la
base canonique (ei) de Rn est la base canonique de Cn.

On d�esire munir EC d'un produit scalaire qui co��ncide avec le produit scalaire
de E sur les vecteurs �a composantes r�eelles et qui donne une norme telle que
jjx+ i yjj2 = jjxjj2 + jjyjj2. Ce produit peut être d�e�ni par :

(x+ i y jx0 + i y0) = x : x0 + y : y0 + i (x : y0 � y : x0) ;

le point d�esignant le produit scalaire de E.
Voyons les propri�et�es de ce produit. On a pour tout � 2 R les identit�es :

(�(x+ i y) jx0 + i y0) = (x+ i y j�(x0 + i y0)) = �(x+ i y jx0 + i y0)

et :
(i(x+ i y) jx0 + i y0) = (�y + i x jx0 + i y0)

= �y : x0 + x : y0 + i(�y : y0 � x : x0)
= �i(x+ i y jx0 + i y0) ;

(x+ i y j i(x0 + i y0)) = (x+ i y j � y0 + i x0)
= y : x0 � x : y0 + i(y : y0 + x : x0)
= i(x+ i y jx0 + i y0) ;

(x0 + i y0 jx+ i y) = x0 : x+ y0 : y + i(x0 : y � y0 : x)

= (x+ i y jx0 + i y0) ;

d'o�u, quels que soient �; � 2 C, z; z0; z00 2 EC, les quatre relations :

(z0 j z) = (z j z0) ;
(z j�z0 + �z00) = �(z j z0) + �(z j z00) ;

(z j z) � 0 ;
(z j z) = 0 () z = 0 :

71



On d�eduit de ces quatre relations que :

(�z0 + �z00 j z) = (z j�z0 + �z00)
= �� (z j z0) + �� (z j z00)
= �� (z0 j z) + �� (z00 j z) :

Ce produit est donc lin�eaire sur le second facteur et semi-lin�eaire sur le
premier. Un produit v�eri�ant ces quatre relations est un produit scalaire

hermitien. Il permet de d�e�nir les notions d'orthogonalit�e et de norme comme
dans le cas r�eel.

Un espace vectoriel complexe de dimension �nie muni d'un tel produit sca-
laire est un espace hermitien.

Dans la suite, H d�esigne un espace hermitien de dimension n.

Th�eor�eme 6.8.1 (In�egalit�e de Cauchy-Schwarz). Quels que soient x et y dans
H on a :

j(x j y)j � kxk kyk :
L'�egalit�e a lieu si et seulement si x et y sont proportionnels.

D�emonstration. Si (x j y) = 0, l'in�egalit�e est triviale. Sinon, (x j y) se met sous
la forme � ei�, � = j(x j y)j 2 R�+, et, quel que soit � 2 C, on a :

0 � kx+ � yk2 = kxk2 + j�j2 kyk2 + � (x j y) + �� (y jx)
= kxk2 + j�j2 kyk2 + � (� ei� + �� e�i�) :

Choisissons � = � e�i�, � = j�j :

0 � kyk2 �2 + 2��+ kxk2 :
Nous obtenons un trinôme du deuxi�eme degr�e en � toujours positif, et son discri-
minant r�eduit �2 � kxk2 kyk2 est n�egatif ou nul, ce qui est l'in�egalit�e annonc�ee.
Il est nul en cas de racine double, c'est-�a-dire lorsque x+ � y = 0.

Th�eor�eme 6.8.2. Il existe des bases orthonorm�ees de H. Dans une telle base,
le produit scalaire hermitien de deux �el�ements quelconques z = (zi) et z0 = (z0i)
s'�ecrit :

(z j z0) =
X
i

�zi z
0
i :

D�emonstration. On peut construire, �a partir d'une base quelconque, une base
orthonorm�ee de H grâce au proc�ed�e de Gram-Schmidt (th�eor�eme 5.2.1). Dans
une telle base (�i) on a, �ij �etant le symbole de Kronecker :

(z j z0) =
P
ij(zi�i j z0j�j)

=
P
ij �ziz

0
j (�i j �j)

=
P
ij �ziz

0
j �ij

=
P
i �ziz

0
i
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En posant :

(x+ i y jx0 + i y0) = x : x0 + y : y0 � i (x : y0 � x0 : y)

et en changeant en cons�equence la d�e�nition d'un produit scalaire hermitien (la
lin�earit�e �etant maintenant sur le premier facteur), on d�e�nit un produit scalaire
hermitien, conjugu�e du pr�ec�edent, qui donne la même orthogonalit�e, la même
norme, les mêmes bases orthonorm�ees, dans lesquelles (z j z0) =

P
i zi�z

0
i.

Une base orthonorm�ee de E est une base orthonorm�ee de EC. La base cano-
nique de Rn est la base canonique de Cn.

Proposition 6.8.1. Le produit scalaire hermitien s'exprime en fonction de la
norme grâce �a l'identit�e de polarisation :

(z j z0) =
1

4
(kz + z0k2 � kz � z0k2 + i kz � iz0k2 � i kz + iz0k2) :

D�emonstration. Consid�erons les relations :

kz + z0k2 = kzk2 + kz0k2 + (z j z0) + (z0 j z) ;
kz � z0k2 = kzk2 + kz0k2 � (z j z0)� (z0 j z) ;
kz � iz0k2 = kzk2 + kz0k2 � i (z j z0) + i(z0 j z) ;
kz + iz0k2 = kzk2 + kz0k2 + i (z j z0)� i(z0 j z) ;

desquelles on d�eduit :

kz + z0k2 � kz � z0k2 = 2 ((z j z0) + (z0 j z))
= 2 ((z j z0) + (z j z0))
= 4<e(z j z0) ;

kz � iz0k2 � kz + iz0k2 = �2i ((z j z0)� (z0 j z))
= �2i ((z j z0)� (z j z0))
= 4=m(z j z0) ;

d'o�u l'expression annonc�ee.

L'espace H est d�esormais muni d'une base orthonorm�ee B = (�i), et le pro-
duit scalaire hermitien s'�ecrit ((zi) j (z0i)) =

P
i �zi z

0
i.

Th�eor�eme 6.8.3. Un espace hermitien H est son propre dual.

D�emonstration. L'application a 7! a� qui transforme le vecteur a 2 H en la
forme lin�eaire z 7! (�a j z) est lin�eaire car (� a + � b)� = � a� + � b� quels que
soient les �el�ements et les scalaires �ecrits :

(� a+ � b)�(z) = (� a+ � b j z)
= � (�a j z) + � (�b j z)
= (� �a+ ��b)(z)

et injective car (�a j z) = 0 quel que soit z implique (�a j �a) = 0, donc kak = 0 et
a = 0. C'est donc un isomorphisme, H et son dual ayant même dimension.
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Soient u 2 L(H) et z0 2 H, quelconques. L'application z 7! (z0 ju(z)) est
une forme lin�eaire sur H, et, d'apr�es le th�eor�eme 5.8.3, il existe un �el�ement z00

de H tel que (z0 ju(z)) = (z00 j z). Posons z00 = u�(z0), et montrons que u� est
un endomorphisme de H. Quels que soient les scalaires et les vecteurs �ecrits, on
a d'une part :

(� z1 + � z2 ju(z)) = (u�(� z1 + � z2) j z)
et d'autre part :

(� z1 + � z2 ju(z)) = ��(z1 ju(z)) + ��(z2 ju(z))
= (�u�(z1) j z) + (� u�(z2) j z)
= (�u�(z1) + � u�(z2) j z)

d'o�u u�(� z1 + � z2) = �u�(z1) + � u�(z2).
L'endomorphisme u� est l'adjoint de u. Il est d�e�ni par :

(u(z) j z0) = (z ju�(z0)) ; 8z; z0 2 H :

L'endomorphisme u est auto-adjoint ou hermitien si u = u�.

Th�eor�eme 6.8.4. Soit u 2 L(H). Dans une base orthonorm�ee, la matrice de
l'adjoint u� de u est la matrice adjointe de M(u) : M(u�) = M(u)�. On a
u�� = u.

D�emonstration. Soit z = (zi) et z0 = (z0i) des �el�ements quelconques de H,
M(u) = (uij), u(z)i =

P
j uij zj et u�(z0)i =

P
j u

�
ij z

0
j . On a :

(u(z) j z0) =
P
ij �uij �zj z

0
i

=
P
ij
t�uji �zj z

0
i

=
P
ij �zj

t�uji z
0
i

et :
(z ju�(z0)) =

P
j �zj

P
i u

�
ji z

0
i

=
P
ij �zj u

�
ji z

0
i

d'o�u u�ji = t�uji et M(u�) = tM(u) = M(u)�.
On passe de M(u) �a M(u��) en transposant deux fois et en conjuguant

deux fois, or ces transformations commutent et sont des involutions. On a donc
M(u��) = M(u) et u�� = u (proposition 3.5.4).

Proposition 6.8.2. La matrice dans une base orthonorm�ee d'un endomor-
phisme hermitien u de H est hermitienne. R�eciproquement, si la matrice d'un
endomorphisme u de H dans une base orthonorm�ee, U = (uij), est hermitienne,
u est hermitien.

D�emonstration. Si u = u�, on a M(u) = M(u�) = M(u)� (th�eor�eme 5.8.4) et
M(u) est hermitienne.
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Pour la r�eciproque, partant de l'hypoth�ese tuij = uij , on a :

(u(z) j z0) =
P
ij �uij �zj z

0
i

=
P
ij
t�uji �zj z

0
i

=
P
ij �zj

t�uji z
0
i

=
P
ij �zj uji z

0
i

= (z ju(z0))

Proposition 6.8.3. Les valeurs propres d'un endomorphisme hermitien u de
H sont r�eelles.

D�emonstration. Soit (�; x) 2 C � (H n f0g) un couple tel que u(x) = �x. On
d�eduit des �egalit�es :

(x ju(x)) = � kxk2
(u(x) jx) = �� kxk2
(x ju(x)) = (u(x) jx)

que � = ��.

Proposition 6.8.4. L'ensemble �(H) des endomorphismes hermitiens de H
est un R-espace vectoriel de dimension n2.

D�emonstration. Soit u 2 �(H), � 2 C et �u 2 �(H). Les valeurs propres �i de
u sont r�eelles (proposition 5.8.3), celles de �u, �egales �a ��i aussi, et � doit être
r�eel. Dans ce cas, �u est hermitien car :

(�u(z) j z0) = � (u(z) j z0) = � (z ju(z0)) = (z j�u(z0)) :

La somme de deux endomorphismes hermitiens �etant �evidemment un endomor-
phisme hermitien, �(H) est un R-espace vectoriel.

L'application M : u 7! M(u) est une bijection entre les espaces vectoriels
�(H) et Hn(C) (proposition 5.8.2), donc un isomorphisme (Proposition 2.5.4),
d'o�u la dimension de �(H) (proposition 2.3.3).

Proposition 6.8.5. Quel que soit l'endomorphisme u de H, il existe deux en-
domorphismes hermitiens h1 et h2 tels que u = h1 + ih2.

D�emonstration. Posons h1 = (u+ u�)=2 et h2 = �i(u� u�)=2. Le calcul :

h�1 = (u� + u��)=2 = (u� + u)=2 = h1 ;
h�2 = i(u� � u��)=2 = i(u� � u)=2 = h2 ;

montre que h1 et h2 sont hermitiens.
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L'endomorphisme u 2 L(H) est une isom�etrie s'il conserve le produit sca-
laire hermitien ou la norme, c'est-�a-dire si on a pour tout z 2 EC :

ku(z)k = kzk () (u(z) ju(z)) = (z j z)
() ( t�u(u(z)) j z) = (z j z)
() ( t�u(u(z))� z j z) = 0
() t�u(u(z)) = z
() t�u � u = iEC

En�n, l'endomorphisme u 2 L(H) est normal s'il commute avec son ad-
joint : u � u� = u� � u. Un endomorphisme hermitien ou unitaire est normal.
L'importance de cette notion est justi��ee par le th�eor�eme 6.8.5, que pr�eparent
les deux propositions qui suivent.

Proposition 6.8.6. Si u est un endomorphisme normal, on a pour tout x :
ku(x)k = ku�(x)k.
D�emonstration. Utilisant la d�e�nition de u� puis sa normalit�e, on �ecrit :

ku(x)k2 = (u(x) ju(x))
= (x ju�(u(x)))
= (x ju(u�(x)))
= (u�(x) ju�(x))
= ku�(x)k2

d'o�u le r�esultat.

Proposition 6.8.7. Si u est un endomorphisme normal, ses valeurs propres et
celles de u� sont conjugu�ees, et les vecteurs propres sont les mêmes :

u(x) = �x () u�(x) = ��x :

D�emonstration. Si v = u�� iH , on a v� = u���� iH et v�v��v��v = u�u��u��u,
de sorte que si u est normal v l'est aussi, quel que soit � 2 C. Si � est valeur
propre de u et x vecteur propre associ�e, la norme de (u � �)(x) est nulle, celle
de (u� � ��)(x) aussi (proposition 6.8.6). On peut �changer les rôles de u et de
u�, puisque (u�)� = u, d'o�u la conclusion.

Th�eor�eme 6.8.5. Un endomorphisme normal et son adjoint sont diagonali-
sables dans une même base orthonorm�ee.

D�emonstration. Il existe une base dans laquelle la matrice de u est triangu-
laire sup�erieure (proposition 4.9.1). Le proc�ed�e de Gram-Schmidt permet de
construire une base orthonorm�ee �a partir de cette base, les matrices de passage
�etant triangulaires sup�erieures (corollaire du th�eor�eme 6.2.1). La matrice de
u dans cette base orthonorm�ee, M(u), est triangulaire sup�erieure (proposition
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2.5.9). Comme M(u�) = tM(u) (proposition 6.8.2), la matrice de u� dans cette
base est triangulaire inf�erieure :

M(u) =

0BBB@
t11 t12 : : : t1n
0 t22 : : : t2n
...

. . .
. . .

...
0 : : : 0 tnn

1CCCA ; M(u�) =

0BBBB@
�t11 0 : : : 0

�t12 �t22
. . . 0

...
. . . 0

�t1n bart2n : : : �tnn

1CCCCA
La premi�ere colonne de M(u) montre que le premier vecteur de la base est

un vecteur propre de u, donc que t11 = �1, si nous notons �i les valeurs propres
de u. Ce vecteur est aussi vecteur propre de u�, associ�e �a la valeur propre ��1
(proposition 5.8.7) : la premi�ere colonne de M(u�) est de la forme (��1; 0; : : : ; 0),
d'o�u t12 = : : : = t1n = 0. La premi�ere ligne de M(u) est donc (�1; 0; : : : ; 0), et
sa deuxi�eme colonne : (0; t22; 0; : : : ; 0), d'o�u t22 = �2. Le même raisonnement
montre alors que la deuxi�eme ligne de M(u�) est (0; ��2; 0; : : : ; 0)... ainsi de suite
jusqu'�a la n-i�eme ligne et la n-i�eme colonne des deux matrices.

Proposition 6.8.8. Un endomorphisme u de H est normal si et seulement s'il
existe un polynôme P 2 C[Z], de degr�e au plus �egal �a n� 1, tel que u� = P (u).

D�emonstration. Quel que soit P 2 C[Z], il est imm�ediat que uP (u) = P (u)u.
Si u est normal, il existe une base orthonorm�ee dans laquelle sa matrice

M(u) et celle de u�, M(u�), sont diagonales (th�eor�eme 6.8.5), respectivement
D = (dij) et D� = D, les termes diagonaux �etant les valeurs propres : dii = �i
et d�ii = ��i. Si un polynôme P (Z) =

P
0�i�n�1 piZ

i est tel que P (�i) = ��i pour
tout i, on aura P (D) = D�, c'est-�a-dire P (M(u)) = M(P (u)) = M(u�) dans
la base de diagonalisation, soit P (u) = u�. Une valeur propre multiple donne
lieu �a une seule condition. Si u admet n0 valeurs propres deux �a deux distinctes
not�ees �1; : : : ; �n0 , les pi sont solution du syst�eme :8><>:

p0 + p1�1 + p2�
2
1 + � � �+ pn0�1�n

0�1
1 = ��1

� � �
p0 + p1�n0 + p2�

2
n0 + � � �+ pn0�1�n

0�1
n0 = ��n0

dont le d�eterminant est de Vandermonde (voir 4.7), donc non nul. La solution
existe et elle est unique. Le degr�e de P est au plus �egal �a n0 � 1 � n� 1.

Nous avons donc P (M(u)) = M(u�). Or,M �etant un isomorphisme d'alg�ebre,
P (M(u)) = M(P (u), d'o�u P (u) = u�.

Remarquons que si u est normal u� l'est aussi, et il existe un polynôme Q,
de degr�e au plus �egal �a n0�1, tel que u = Q(u�). On a P �Q(u) = Q�P (u) = u,
ce qui montr que les polynômes P �Q(X) et Q�P (X) sont congrus �a X modulo
le polynôme caract�eristique de u.

Th�eor�eme 6.8.6. Un endomorphisme u de H est diagonalisable dans une base
orthonorm�ee si et seulement s'il est normal.
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D�emonstration. Si u est normal, il est diagonalisable dans une base orthonorm�ee
(th�eor�eme 6.8.5). R�eciproquement, si la matrice de u dans une certaine base
orthonorm�ee est diagonale, M(u) = D, on a M(U�) = D. Il existe un polynôme
P tel que P (D) = D� (voir la d�emonstration de la proposition 6.8.8), et donc
u� = P (u). La proposition 6.8.8 permet de conclure.

Exemple 6.8.1. L'espace vectoriel complexe C2 est muni de sa structure her-
mitienne canonique. Une matrice M 2M2(

2) est de la forme :

M =

�
a ei� c ei


b ei� d ei�

�
o�u toutes les constantes �ecrites sont r�eelles et positives. On a :

M� = tM =

�
a e�i� b e�i�

c e�i
 d e�i�

�
et M est hermitienne si et seulement si � = � = 0, b = c et 
 = ��.

Elle est unitaire si et seulement si :�
a ei� c ei


b ei� d ei�

��
a e�i� b e�i�

c e�i
 d e�i�

�
=

�
1 0
0 1

�
c'est-�a-dire si et seulement si :�

a2 + c2 ab ei(���) + cd ei(
��)

ab ei(���) + cd ei(��
) b2 + d2

�
=

�
1 0
0 1

�
:

Posons d'abord a = cos �, c = sin �, b = sin� et d = cos� (0 � �; � � �=2). On
a alors :

cos � sin� ei(���) + sin � cos� ei(
��) = 0

et une deuxi�eme relation conjugu�ee de celle-ci. Egalons les modules et les argu-
ments des deux quantit�es �egales cos � sin� ei(���) et sin � cos� ei(
��+�) :

cos � sin�� sin � cos� = 0
�� � = 
 � � + �

pour obtenir � = � et � = ���+
+� (modulo 2�), et la forme g�en�erale d'une
matrice unitaire :

U =

�
cos � ei� sin � ei


sin � ei� cos � ei(���+
+�)

�
dont le d�eterminant est �egal �a ei(�+
+�). Ces matrices forment le groupe uni-
taire U(2). Si de plus � + 
 = �, on obtient les matrices du groupe sp�ecial

unitaire SU(2), de d�eterminant �egal �a 1..
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La matrice M est normale si et seulement s'il existe un polynôme de degr�e
inf�erieur �a 2, donc de la forme P (Z) = �Z + �, tel que P (u) = u�. Ecrivons
cette condition :�

�a ei� + � �c ei


�b ei� �d ei� + �

�
=

�
a e�i� b e�i�

c e�i
 d e�i�

�
O

Consid�erons d'abord le syst�eme :(
�c ei
 = b e�i�

�b ei� = c e�i


duquel nous d�eduisons :

� = bc�1 e�i(�+
) = cb�1 e�i(�+
)

d'o�u b = c et � = e�i(�+
).
Calculons en�n � �a partir du syst�eme :(

� = a (e�i� � ei(����
))
� = d( e�i� � ei(����
))

dont la condition de compatibilit�e est (ei� = �1) :

a (e�i� + ei(��(�+
+�))) = d ( e�i� + ei(��(�+
+�))) :

Comme ei� + ei = 2 cos((��  )=2) ei(�+ )=2, on a :(
e�i� + ei(����
��) = 2 cos((2�� � � 
 � �)=2) e�i(�+
+�)=2

e�i� + ei(����
��) = 2 cos((2� � � � 
 � �)=2) e�i(�+
+�)=2

d'o�u la condition : a sin(�� (� + 
)=2) = d sin(� � (� + 
)=2).

Exemple 6.8.2. Consid�erons la matrice A, qui repr�esente l'endomorphisme u
de C2 dans la base canonique, et son adjointe A�, qui repr�esente u� dans la
même base :

A =

�
5� i �p6

i
p

6 3 + i

�
; A� =

�
5 + i �ip6

�p6 3� i
�
:

Comme :

AA� =

�
32 �4

p
6(1 + i)

�4
p

6(1� i) 16

�
= A�A ;

A est normale, et u aussi. Le polynôme caract�eristique de A :

P (X) = X2 � tr(A)X + det(A) = X2 � 8X + 16 + 8i

79



a pour racines les valeurs propres �1 = 2 + 2i et �2 = 6� 2i associ�ees respecti-
vement aux vecteurs propres orthonorm�es :

e01 = t(i=2; (1 + i)
p

6=4) ;

e02 = t(�(1 + i)
p

6=4; 1=2):

Dans la base (e01; e
0
2) les matrices de u et de u� sont respectivement :

D =

�
3 + 2i 0

0 6� 2i

�
et D� =

�
3� 2i 0

0 6 + 2i

�
Cherchons un polynôme P (Z) de degr�e inf�erieur �a 2, donc de la forme aZ+b,

tel que D� = P (D), c'est-�a-dire tel que P (3 + 2i) = 3� 2i et P (6� 2i) = 6 + 2i.
La solution du syst�eme : (

(3 + 2i)a+ b = 3� 2i

(6� 2i)a+ b = (6 + 2i)

est donn�ee par les formules de Cramer :

a =

���� 3� 2i 1
6 + 2i 1

���� ���� 3 + 2i 1
6� 2i 1

�����1 =
1

25
(�7 + 24i)

et :

b =

���� 3 + 2i 3� 2i
6� 2i 6 + 2i

���� ���� 3 + 2i 1
6� 2i 1

�����1 =
1

25
(144� 108i) :

On a alors u� = P (u) = au + b. On a �egalement u = Q(u�) = �au� + �b, et
P �Q(X) = Q � P (X) = X. O

Soit u un endomorphisme de Rn ; posons c(u)(x + i y) = u(x) + i u(y) et
v�eri�ons que c(u) est un endomorphisme de Cn :

c(u)((a+ ib)(x+ iy)) = c(u)(ax� by + i(bx+ ay))
= u(ax� by) + i u(bx+ ay)
= (a+ ib) u(x) + (ia� b) u(y)
= (a+ ib) (u(x) + iu(y))
= (a+ ib) c(u)(x+ iy)

La matrice de c(u) est la matrice de u (dans la même base).

Proposition 6.8.9. Les valeur propre et le d�eterminant d'une isom�etrie u de
l'espace hermitien H sont de module �egal �a 1.

D�emonstration. Si u(x) = �x, on a jju(x)jj = j�j jjxjj = jjxjj, et j�j = 1. Le
d�eterminant, produit de toutes les valeurs propres, est de module �egal �a 1.
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7 R�eduction des matrices

7.1 Polynôme caract�eristique

Nous noterons X l'homoth�etie XiE et sa matrice XIn. Le d�eterminant de
X � u, �egal �a det(X � M) si M = M(u), est un polynôme de degr�e n, le
polynôme caract�eristique de u ou de M(u), not�e Pu(X) ou PM (X), d�ej�a
rencontr�e en 3.8, et dont nous savons qu'il ne d�epend pas du choix de la base
(voir 3.8 et 3.6).

Si E est un espace vectoriel sur C, Pu(X) se scinde en n facteurs du premier
degr�e. Si c'est un espace vectoriel sur R et s'il n'a pas toutes ses racines r�eelles,
on travaillera dans son complexi��e, en remarquant que Pc(u)(X) = Pu(X), et
donc que Pc(u)(X) est �a coe�cients r�eels. Dans ce cas, si � est une racine com-

plexe, �� est aussi racine car Pu(��) = Pu(�) = 0. Si z est un vecteur propre
associ�e �a �, le vecteur �z, dont les composantes sont les conjugu�ees de celles de
z, est vecteur propre associ�e �a ��. En e�et, c(u)(�z) = c(u)(z) = �� �z.

Ainsi, le polynôme caract�eristique de la matrice de la rotation d'angle � :

R(�) =

�
cos � � sin �
sin � cos �

�
;

�egal �a X2 � 2 cos �X + 1, est irr�eductible dans R si � 6= k�, mais se factorise
dans C :

X2 � 2 cos �X + 1 = (X � ei�)(X � e�i�) :
Remarquons que les vecteurs v1 = t(i; 1) et v2 = t(�i; 1) ont une image qui
leur est proportionnelle :

R(�) v1 = ei� v1 ;
R(�) v2 = e�i� v2 ;

le coe�cient de proportionalit�e �etant pour chacun l'une des valeurs propres.

Autre exemple, le polynôme caract�eristique de la matrice :

S(�) =

�
cos � sin �
sin � � cos �

�
;

est �egal �a X2�1, et elle admet deux valeurs propres r�eelles : 1 et �1. On v�eri�e
que le vecteur v1 = (cos(�=2); sin(�=2), invariant, correspond �a la valeur propre
1 et que le vecteur v2 = (� sin(�=2); cos(�=2)) correspond �a la valeur propre �1.
La matrice S(�) repr�esente la sym�etrie orthogonale d'axe engendr�e par v1.

En�n, le polynôme caract�eristique de la matrice :

M =

� �3 16
�1 5

�
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est �egal �a X2 � 2X + 1 = (X � 1)2, et 1 est valeur propre double. Le syst�eme
Mv = v, v = t(x; y), donne l'�equation �x+4y = 0, d'o�u l'unique (�a homoth�etie
non nulle pr�es) vecteur propre v1 = (4; 1). On compl�ete v1 en une base de R2

par un vecteur quelconque non proportionnel �a v1, par exemple v2 = t(1; 0).
On a alors Mv2 = t(�3;�1) = v2 � v1, et dans la base (v1; v2) la matrice

s'�ecrit :

M 0 =

�
1 �1
0 1

�
:

Existe-t-il une base dans laquelle la matrice s'�ecrirait :

M 00 =

�
1 1
0 1

�
?

L'�equation Mv = v + v1 donne �x+ 4y = 4, d'o�u par exemple v3 = (�1; 0), et
dans la base (v1; v3) la matrice a la forme souhait�ee.

Revenons au cas g�en�eral ; nous pouvons �ecrire :

Pu(X) = (X � �1)r1 : : : (X � �k)rk ;
X
i

ri = n ;

ri �etant l'ordre de la valeur propre �i. On voit imm�ediatement que le terme
constant de Pu est �egal �a (�1)n det(u), et que le coe�cient de Xn�1, �egal �a
�Pimii d'apr�es la d�e�nition de Pu, est aussi �egal �Pi �i. La somme des
termes diagonaux de M(u), sa trace, ne d�epend donc pas du choix de la base,
ce qui permet de d�e�nir la trace de u :

tr(u) = tr(M(u)) =
X
i

mii =
X
i

�i :

La trace et le d�eterminant d'une matrice sont des invarants dans sa classe
de similitude. En e�et, des matrices semblables repr�esentant le même endomor-
phisme u dans di��erentes bases, leur trace est la somme des valeurs propres de
u et leur d�eterminant est le produit de ces valeurs propres.

Proposition 7.1.1. Les racines du polynôme caract�eristique sont les valeurs
propres, et �a chaque valeur propre correspond au moins un vecteur propre.

D�emonstration. De Pu(�i) = 0 nous d�eduisons que u � �i, �i �etant mis pour
� iE , n'est pas inversible, que son noyau n'est pas nul et contient un x 6= 0 ; de
(u� �i)(x) = 0, ou u(x) = �i x, nous concluons que x est un vecteur propre et
�i une valeur propre.

R�eciproquement, si �i 2 Spec(u), il existe un x 6= 0 tel que u(x) = �i x, ou
(�i � u)(x) = 0 ; (�i � u) n'est pas inversible car non injective, son d�eterminant
est nul, or det(�i � u) = Pu(�i) ; �i est donc racine de Pu.

Le noyau de l'application lin�eaire u� �, si � est une valeur propre de u, est
un sous-espace vectoriel de E, appel�e espace caract�eristique relatif �a cette
valeur propre, not�e K�.
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Rappelons que l'ensemble des vecteurs propres associ�ees �a une valeur propre
� compl�et�e par 0 est un sous-espace vectoriel de E, appel�e espace propre

relatif �a cette valeur propre, not�e E�.
Les valeurs propres d'un projecteur p sont 1 et 0, les sous-espaces propres

correspondants sont respectivement Im(p) et Ker(p).

Proposition 7.1.2. Si �1; : : : ; �k sont des valeurs propres distinctes, des vec-
teurs propres associ�es, respectivement x1; : : : ; xk, sont libres.

D�emonstration. C'est trivialement vrai pour k = 1 puisqu'un vecteur propre
n'est pas nul. Supposons la proposition prouv�ee jusqu'�a k = j et passons au
cas j+ 1. Supposons qu'il existe une relation

P
1�i�j+1 ai xi = 0, avec, quitte �a

changer l'ordre des xi, aj+1 6= 0. On aurait alors :

xj+1 = a�1j+1(a1 x1 + � � �+ aj xj)

et :
u(xj+1) = a�1j+1(a1 �1 x1 + � � �+ aj �j xj) = �j+1 xj+1 :

Si �j+1 = 0, les autres �i ne sont pas nuls et cette �equation lie x1; : : : ; xj qui
sont libres par hypoth�ese, ce qui est absurde.

Si �j+1 6= 0, on a :

xj+1 = ��1j+1 a
�1
j+1(a1 �1 x1 + � � �+ aj �j xj)

ce qui fournit une seconde relation liant les xi. La di��erence de ces deux relations
donne, en les multipliant par aj+1 :

a1(�
�1
j+1 �1 � 1)x1 + � � �+ aj(�

�1
j+1 �j � 1)xj = 0 :

Comme les �i, 1 � i � j, sont tous di��erents de �j+1, les coe�cients ne sont
pas nuls, ce qui contredit encore l'hypoth�ese de r�ecurrence.

Soit K� = Ker((u��)r), espace caract�eristique relatif �a une valeur propre
� d'ordre r.

Remarquons que, si P et Q appartiennent �a K[X] et u �a L(E), on a :

P (u) �Q(u) = (PQ)(u) = (QP )(u) = Q(u) � P (u) :

Nous �ecrirons (PQ)(u), ou simplement PQ(u), pour P (u) �Q(u).

Proposition 7.1.3. L'ensemble K� est un sous-espace vectoriel de E contenant
E� et stable par P (u), 8P 2 K[X].

D�emonstration. L'ensemble K� contient E�, car si x 2 E�, (u � �)(x) = 0 et
(u� �)r(x) = 0, puisque r � 1.
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C'est un sous-espace vectoriel de E. En e�et, si x et y appartiennent �a K�,
on a, quels que soient les scalaires � et � :

(u� �)r(�x+ � y) = � (u� �)r(x) + � (u� �)r(y) = 0 :

Il est stable par P (u) car, si x 2 K� :

((u� �)rP (u))(x)) = (P (u)(u� �)r)(x) = P (u)(0) = 0

et u(x) appartient �a K�.

Proposition 7.1.4. Si � une valeur propre de u 2 L(E), x un vecteur propre
associ�e �a � et P 2 K[X], alors P (�) est une valeur propre de P (u) et x est un
vecteur propre associ�e �a P (�).

D�emonstration. On a u2(x) = u(�x) = �u(x) = �2 x, d'o�u par r�ecurrence
uk(x) = �k x. Si P (u) =

P
i ai u

i, on a :

P (u)(x) =
X
i

ai u
i(x) =

X
i

ai �
i x = P (�)x :

7.2 Diagonalisation

Un endomorphisme u est diagonalisable s'il existe une base dans laquelle
sa matrice M(u) est diagonale. Comme u et M(u) ont même polynôme ca-
ract�eristique, la diagonale de M(u) est form�ee des valeurs propres de u, chacune
�gurant un nombre de fois �egal �a son ordre.

Proposition 7.2.1. Soit u 2 L(E). Les assertions suivantes sont �equivalentes :
(a) u est diagonalisable,
(b) la dimension de chaque espace propre E�i est �egale �a l'ordre ri de la

valeur propre �i,
(c) E est somme directe des E�i .

D�emonstration. (a) ) (b) Il existe une base (�i) dans laquelle M(u) est diago-
nale, chaque �i est vecteur propre (d'apr�es la d�e�nition de la matrice associ�ee �a
un endomorphisme), et la dimension de E�i est �egale au nombre des �j associ�es
�i, donc �a son ordre de multiplicit�e ri.

(b)) (c) L'intersection de deux E�i distincts est r�eduite �a f0g (proposition
6.1.2). La somme des E�i est donc directe et sa dimension est �egale �a la somme
des ri, c'est-�a-dire �a n, la dimension de E.

(c) ) (a) La restriction de u �a E�i est l'homoth�etie de rapport �i. Elle
est donc diagonalisable (d'ailleurs dans une base quelconque de E�i), d'o�u ri
vecteurs propres appartenant �a E�i . Ceci pour chaque �i, ce qui donne n vecteurs
propres et une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.
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La di��erence entre cette diagonalisation, pour laquelle la source et le but
ont la même base (D = P�1MP ) et celle obtenue par la m�ethode de Gauss
consiste en ce que dans cette derni�ere (Gauss) les bases �a la source et au but
sont di��erentes (D0 = PMQ).

Exemple 7.2.1. Consid�erons la matrice :

M =

�
2 1
3 2

�
:

Les transformations L2 � 3=2L1 et L1 � 2L2 donnent la matrice :

D0 =

�
2 0
0 1=2

�
:

D'autre part, le polynôme caract�eristique de M �etant X2 � 4X + 1, les valeurs
propres sont 2 +

p
3 et 2�p3, d'o�u la forme diagonale :

D =

�
2 +
p

3 0

0 2�p3

�
:

Les matrices M et D0 sont �equivalentes alors que M et D sont semblables. On
peut cependant remarquer que le produit des termes diagonaux, le d�eterminant,
est le même pour D et D0.

7.3 Algorithme de Leverrier

Ce tr�es remarquable algorithme dû �a l'illustre astronome et math�ematicien
(1840) a �et�e red�ecouvert dans les ann�ees 1948-1949 par des math�ematiciens
auxquels on l'attribue trop souvent (Souriau, Frame, Faddeev. . .). Il donne le
polynôme caract�eristique d'une matrice de Mn(K) (K de caract�eristique nulle),
donc son d�eterminant, et son inverse si elle est inversible, apr�es� 2n4 op�erations.
Il est facile �a programmer, même sur une calculatrice programmable.

D�ecrivons d'abord la m�ethode. Soit M = (mij) 2Mn(K). On pose M0 = In.

M 0
1 = MM0 a1 = tr(M 0

1) M1 = M 0
1 � a1In

M 0
2 = MM1 a2 = 1

2 tr(M 0
1) M2 = M 0

2 � a2In
...

...
...

M 0
n�1 = MMn�2 an�1 = 1

n�1 tr(M 0
n�1) Mn�1 = M 0

n�1 � an�1In
M 0
n = MMn�1 an = 1

n tr(M 0
n) Mn = M 0

n � anIn = 0 :

Le polynôme caract�eristique est alors PM = Xn�Pi aiX
n�i, le d�eterminant

est an et, si an 6= 0, M�1 = 1
an
Mn�1.
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Appliquons-la �a un exemple (M = M 0
1) :

M 0
1 =

0@ 1 1 1
2 0 1
3 2 1

1A ; a1 = 2 ; M1 =

0@ �1 1 1
2 �2 1
3 2 �1

1A ;

M 0
2 =

0@ 4 1 1
1 4 1
4 1 4

1A ; a2 = 6 ; M2 =

0@ �2 1 1
1 �2 1
4 1 �2

1A ;

M 0
3 =

0@ 3 0 0
0 3 0
0 0 3

1A ; a3 = 3 ; M3 = 0 :

Le polynôme caract�eristique de M est donc X3�2X2�6X�3 et la matrice
inverse :

M�1 =
1

a3
M2 =

1

3

0@ �2 1 1
1 �2 1
4 1 �2

1A :

Justi�ons la m�ethode. Les ai, fonctions des valeurs propres �i, ne d�ependent
pas de la base choisie. Calculons donc dans une base dans laquelle M(u) est
triangulaire sup�erieure, et dont la diagonale est constitu�ee des �i compt�es selon
leur ordre (proposition 3.9.1). Remarquons que les M 0

i et les Mi sont aussi
triangulaires sup�erieures. Il reste �a calculer leurs termes diagonaux ; �ecrivons le
j-�eme :

(M 0
1)jj = �j ;

(M1)jj = �Pi6=j �i ;
(M 0

2)jj = ��j
P

i6=j �i ;
(M2)jj =

P
i;h 6=j �i �h ;

: : :
(M 0

k)jj = (�1)k�1
P

(i1;:::;ik); 9h:ih=j �i1 : : : �ik ;
(Mk)jj = (�1)k(

Q
h=i1;:::;ik; h 6=k �h) ;

: : :
(M 0

n)jj = (�1)n�1
Q
i �i :

D�emontrons ceci par r�ecurrence. Supposons que le j-i�eme terme diagonal
de M 0

k soit la somme de tous les produits �i1 : : : �ik �etendue �a tous les k-uples
i1 : : : ik contenant j, multipli�ee par (�1)k�1. Le j-i�eme terme diagonal de Mk

est alors le produit �i1 : : : �ik , les ih �etant di��erents de j, multipli�e par (�1)k.
Le j-i�eme terme diagonal de M 0

k+1 est le pr�ec�edent multipli�e par �j . Il est donc
�egal �a la somme de tous les produits �i1 : : : �ik+1 �etendue �a tous les k + 1-uples
contenant j. L'hypoth�ese �etant v�eri��es pour M 0

1, la r�ecurrence est achev�ee.
La trace de M 0

k est �egale �a la somme des produits �i1 : : : �ik �etendue �a l'en-
semble des k-uples contenus dans f1; 2; : : : ; ng multipli�ee par k, chaque produit
apparaissant k fois, et par (�1)k�1.

Il reste �a comparer avec le d�eveloppement de Pu :

Pu(X) = (X � �1) : : : (X � �n) = Xn +
X

1�k�n
pkX

n�k :
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Chaque k-uple i1; : : : ; ik donne le monôme (�1)k
Q
j=i1;:::;ik

�j X
n�k, et pk est

la somme de tous ces monômes, et la trace de M 0
k est bien �egale �a pk.

Montrons que Mn = Pu(M). L'hypoth�ese de r�ecurrence :

H(k) : Mk = Mk � a1Mk�1 � � � � � ak�1M � ak In
est v�eri��ee pour k = 1, avec a0 = 0, car M1 = M � a1 In. On a ensuite :

Mk+1 = Mk+1 � a1Mk � � � � � akM � ak+1 In ;

ce qui est justement H(k + 1) ; la r�ecurrence est ach�ev�ee. Nous verrons plus
loin que Pu(M) = 0 (th�eor�eme 6.6.1, de Cayley-Hamilton), ce qui prouve que
Mn = 0. Quant �a la matrice inverse, si an 6= 0, Mn = 0 implique M 0

n = an In,
or M 0

n = MMn�1.

7.4 M�ethode des puissances

Soit une matrice M 2 Mn(R) dont les valeurs propres sont r�eelles et telles
que �1 > �2 > � � � > �n, et B = (ei) la base canonique de Rn. Nous nous
proposons de d�eterminer les �i et les vecteurs propres associ�es (�i).

On peut �ecrire �1 =
P
j ai ei, et supposer, �a permution pr�es sur les ei, que

a1 6= 0 et même que a1 = 1. On a alors e1 = �1 +
P

2�i�n bi �i pour tout entier
naturel p :

1

�p1
Mp(e1) = �1 +

X
i�2

ai (
�i
�1

)p �i :

Puisque �1 est plus grand que les autres �j :

lim
p!1

1

�p1
Mp(e1) = �1

ce qui donne le premier vecteur propre avec une approximation d�ependant de p
et du rapport �1=�2. Si p = 2q, ce calcul n�ecessite � qn3 op�erations.

Si a1 = 0, la premi�ere colonne qui ne tend pas vers 0 donne �1, ce qui indique
la permutation �a e�ectuer.

Dans la baseB1 = (�1; e2; : : : ; en), la matrice devientM (1) (o(n3) op�erations).
Sa premi�ere colonne est C1 = (�1; 0; : : : ; 0). Nous allons construire une base
dans laquelle, de plus, la premi�ere ligne sera L1 = (�1; 0; : : : ; 0). Le probl�eme
sera ainsi ramen�e �a la dimension n� 1.

Soit P la matrice obtenue �a partir de In en rempla�cant la premi�ere ligne par
(1; c2; : : : ; cn). On obtient P�1 en changeant les ci en �ci. La premi�ere ligne de
la matrice M (2) = P�1M (1)P (o(n3) op�erations �a cause des 0) est :

(�1;m2; : : : ;mn)

avec :
mj = m1j + �1cj �m(1)

2j c2 �m(1)
3j c3 � : : :�m(1)

nj cn :
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Le syst�eme mj = 0 pour 2 � j � n donne, apr�es � 2n3=3 op�erations, des ci
rendant nuls les mj . On a alors, apr�es � (q + n=3)n3 op�erations :

M (2) =

�
�1 01n
0n1 M 0

�
et on recommence avecM 0 2Mn�1(R). La r�eduction de la matrice sera compl�ete
apr�es un nombre d'op�erations �equivalent �a (q+1=3)

P
1�k�n k

3 = (q+1=3)n4=4.

L'expression des �i dans la base initiale n�ecessite o(n3) op�erations.

Exemple 7.4.1 Nous nous proposons de diagonaliser la matrice :

M =

0@ 11 8 �4
2 26 �4
�4 2 17

1A :

Etudions l'�evolution du rapport de la premi�ere composante et de la troisi�eme
sur la deuxi�eme pour le premier vecteur colonne de M2q . Pour q = 3 on trouve
0; 521 et �0; 080, pour q = 4, 0; 500762 et �0; 003, pour q = 5, 0; 5000011 et
�0; 0000046, pour q = 6, 0; 5000000001 et �1:10�11 : : : ce qui nous am�ene �a la
conclusion que le premier vecteur propre est �1 = t(1; 2; 0). Comme M�1 = 27�1,
la premi�ere valeur propre est �1 = 27. Dans la base (�1; e2; e3), la matrice s'�ecrit :

M (1) =

0@ 27 8 �4
0 10 4
0 2 17

1A :

Posons e02 = e2 + c2�1 et e03 = e3 + c3�1. Dans la base (�1; e
0
2; e

0
3), la matrice

s'�ecrit :

M (2) =

0@ 27 m2 m3

0 10 4
0 2 17

1A
avecm2 = 17c2�2c3+8 etm3 = �4c2+10c3�4. Le syst�emem2 = m3 = 0 a pour
solution c2 = �4=9 et c3 = 2=9, d'o�u, dans la base initiale, e02 = 1

9
t(�4; 1; 0) et

e03 = 1
9
t(2; 4; 9). En restriction �a Vect(e02; e

0
3), nous obtenons la matrice :

M 0 =

�
10 4
2 17

�
:

Etudions le rapport des deux composantes de la premi�ere colonne de M 0 2q .
PourM 0 8, on trouve 1; 931818, pourM 0 16, 1; 999725, pourM 0 32, 1; 999999996 : : :
d'o�u le vecteur propre de M 0 �02 = t(1; 2) dans la base (e02; e

0
3), et le vecteur

propre �2 = t(0; 1; 2) de M (2) dans la base (�1; e
0
2; e

0
3). Comme M 0�02 = 18�02, la

valeur propre associ�ee est �2 = 18. Exprimons �2 dans la base initiale :

�2 = e02 + 2e03 = t(0; 1; 2) :
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Dans la base (�2; e
0
3) la matrice devient :

M 0
1 =

�
18 4
0 9

�
;

et dans la base (�2; e
0
3 + c�2) :

M 0
2 =

�
18 4 + 9c
0 9

�
:

On obtient donc �3 = e03 � 4
9 �2, et �3 = 9. Exprimons �3 dans la base initiale :

�3 =
1

9
t(2; 4; 9)� 4

9
t(0; 1; 2) =

1

9
t(2; 0; 1) :

On peut prendre �3 = t(2; 0; 1). O

Si la matrice �a r�eduire est sym�etrique, ses vecteurs propres sont orthogonaux
(th�eor�eme 6.8.1), et, pour le calcul des e0i on peut remplacer la r�esolution du
syst�eme (mi = 0) (� 2n3=3 op�erations) par :

e0i = ei � ei:�1
k�1k2 �1

(o(n3) op�erations).

Exemple 7.4.2 R�eduisons la matrice sym�etrique :

S =

0@ 1 1; 41 1; 73
1; 41 2 2; 23
1; 73 2; 23 3

1A :

Le calcul de S32 donne le premier vecteur propre :

�1 =

0@ 1
1; 352215
1; 683416

1A
et S�1 = 5; 818933 �1 = �1 �1 donne la premi�ere valeur propre. Si :

e02 = e2 � e2:�1
k�1k2 �1 =

0@ �0; 238807
0; 677082
�0; 402012

1A
et :

e03 = e3 � e3:�1
k�1k2 �1 =

0@ �0; 297299
�0; 402012

0; 499523

1A
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la matrice devient dans la base (�1; e
0
2; e

0
3) :

S(1) =

0@ �1 0 0
0 0; 093377 �0; 109332
0 �0; 143617 0; 087689

1A :

Nous sommes ramen�es �a l'�etude de la matrice :

S0 =

�
0; 093377 �0; 109332
�0; 143617 0; 087689

�
:

Elle n'est pas sym�etrique, mais ses vecteurs propres sont orthogonaux car ce
sont des vecteurs propres de S. Le calcul de S0 16 nous donne le vecteur propre :

�2 =

�
1

�1; 120400

�
dans la base (e02; e

0
3), d'o�u le deuxi�eme vecteur propre de S dans la base initiale :

�2 =

0@ 0; 020354
0; 243396
�0; 207600

1A :

La valeur propre associ�ee est �2 = 0; 215873. Dans la base (�2; e
0
3), la matrice

devient :

S0(1) =

�
�2 �0; 109332
0 �0; 034806

�
:

Les derniers �el�ements propres sont :

�3 = e03 �
e03:�2
k�2k2 �2 =

0@ �0; 256176
0; 089738
0; 080094

1A
dans la base initiale et �3 = �0; 034806. O

7.5 Endomorphismes et matrices nilpotents

Un endomorphisme u 2 L(E) (dim(E) = n) est nilpotent s'il existe un
entier naturel r � 2, le degr�e de u, tel que ur = 0 et ur�1 6= 0. Nous excluons
ainsi le cas u = 0, sans int�erêt.

Une matrice M 2 Mn(K) est nilpotente si elle est la matrice d'un endo-
morphisme nilpotent, c'est-�a-dire s'il existe un entier naturel r � 2, le degr�e de
M , tel que Mr = 0 et Mr�1 6= 0.

Proposition 7.5.1. Un endomorphisme nilpotent u 2 L(E) (dim(E) = n)
admet 0 comme unique valeur propre. Il existe une base dans laquelle la matrice
de u est triangulaire sup�erieure de termes diagonaux nuls.
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D�emonstration. Il existe x 2 E tel que ur�1(x) = y 6= 0 ; comme u(y), �egal �a
ur(x), est nul, 0 est valeur propre de u. Remarquons que si u(x) = �x, alors
0 = ur(x) = �r x, ce qui prouve que 0 est l'unique valeur propre de u. La seconde
partie de la proposition est alors une cons�equence de la proposition 4.9.1.

Proposition 7.5.2. Si u 2 L(E) est nilpotent de degr�e r et si x 2 E est tel
que ur�1(x) 6= 0, alors x, u(x),..., ur�1(x) sont lin�eairement ind�ependants.

D�emonstration. La relation ur�1 6= 0 assure l'existence d'un x 2 E tel que
ur�1(x) 6= 0. Si nous appliquons ur�1 �a une relation de d�ependance lin�eaire :

a0 x+ a1 u(x) + � � �+ ar�1 ur�1(x) = 0

nous obtenons a0 u
r�1(x) = 0, d'o�u a0 = 0. En lui appliquant maintenant ur�2,

nous obtenons a1 u
r�1(x) = 0, d'o�u a1 = 0... ainsi de suite jusqu'�a ar�1 = 0. La

relation est donc triviale et les �el�ements libres.

Proposition 7.5.3. Le degr�e d'un endomorphisme nilpotent u 2 L(E) est au
plus �egal �a la dimension n de E.

D�emonstration. Si u est de degr�e r il existe un x 2 E tel que ur�1(x) 6= 0 et
ur(x) = 0 ; x, u(x),. . ., ur�1(x) sont libres (proposition 6.4.2) et engendrent un
sous-espace vectoriel de E de dimension r, d'o�u la conclusion r � n.

Proposition 7.5.4. Il existe une base dans laquelle la matrice T = (tij) de u,
endomorphisme de E (dim(E) = n) nilpotent de degr�e r � n s'�ecrit :

T =

0BBBBBBB@

0 a1 0 : : : 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . 0 an�1
0 : : : : : : : : : 0

1CCCCCCCA
chaque ai �etant �egal �a 1 ou �a 0.

D�emonstration. Il existe un �el�ement �n de E tel que ur�1(�n) 6= 0. On pose
�n�1 = u(�n), et ur�2(�n�1) 6= 0.... ainsi de suite, jusqu'�a :

�n�r+1 = ur�1(�n) 6= 0

o�u :
u(�n�r+1) = ur(�n) = 0 :

Si r = n, nous obtenons ainsi une base (�i)1�i�n dans laquelle la matrice de
u a la forme annonc�ee (les ai sont tous �egaux �a 1).

Si r < n, soit E0 le sous-espace engendr�e par les (�i)n�r+1�i�n, stable par
u (u(E0) � E0), donc par P (u) pour tout polynôme P 2 K[X], et E00 un
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suppl�ementaire de E0. Soit x 2 E00, x 6= 0, et u(x) = x0 + x00, x0 2 E0, x00 2 E00,
c'est-�a-dire :

u(x) = x00 +
X

n�r+1�j�n
�j �j ;

nous voyons que �n doit être nul, car, sinon, ur(x) serait �egal �a �n u
r�1(�n), et

ne serait pas nul alors que ur = 0. Posons :

�n�r = x�
X

n�r+1�j�n�1
�j �j+1 ;

de sorte que u(�n�r) = x00, puis �n�r�1 = u(�n�r) (= x00), jusqu'�a un �i tel
que u(�i) = 0. Le sous-espace engendr�e par �n�r,..., �i est stable par u par
construction et sa somme avec E0 est directe. Nous it�erons la m�ethode jusqu'�a
trouver �1. Dans la base (�i) la matrice de u a la forme annonc�ee, puisque ou
bien u(�i) = �i�1 ou bien u(�i) = 0.

La matrice de Mr(K) :

Jr(�) =

0BBBBBBB@

� 1 0 : : : 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

0 : : : : : : : : : �

1CCCCCCCA
est le bloc de Jordan de dimension r et de valeur propre �.

Exemple 7.5.1. La matrice :

M =

0BB@
0 0 0 0
0 �1 1 0
0 �1 0 1
0 �1 0 1

1CCA
d'un endomorphisme de K4 dans sa base canonique a un carr�e non nul, et
M3 = 0. Son degr�e (de nilpotence) est donc �egal �a 3. Cherchons un vecteur
x 2 K4 tel que M2 x 6= 0. On voit que :

M e4 = e2 + e4 ;
M2e4 = e2 + e3 + e4 :

Posons donc �4 = e4 et �3 = Me4 = e2 + e4, puis �2 = e1. Comme M�2 = 0,
posons �1 = e2. Dans la base (�i) la matrice devient :

J =

0BB@
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1CCA ;
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et on peut l'�ecrire :

J =

�
B1 0
0 B2

�
o�u B1 est le bloc diagonal de dimension 1 r�eduit �a 0 et B2 le bloc de Jordan :

J3(0) =

0@ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A :

Les matrices de passage sont :

P =

0BB@
1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1

1CCA et P�1 =

0BB@
1 0 0 0
�1 1 0 0

0 �1 1 0
0 0 �1 1

1CCA :

On peut aussi commencer par les vecteurs propres, ici au nombre de deux :
e01 = e1 et e02 = e2+e3+e4. On cherche ensuite un vecteur e03 = (a; b; c; d) tel que
M e03 = e02, d'o�u (0; c�b; d�b; d�b) = (0; 1; 1; 1), et, avec b = 0, e03 = (0; 0; 1; 1),
puis un vecteur e04 tel que M e04 = e03, d'o�u par exemple e04 = e4. Les matrices
de passage sont :

P =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 1 1 1

1CCA et P�1 =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 �1 1 0
0 0 �1 1

1CCA :

la seconde m�ethode est souvent plus pratique car il peut être di�cile, par
exemple en grande dimension, de trouver un x tel que ur�1(x) 6= 0. O

Proposition 7.5.5. Une matrice triangulaire sup�erieure T (ou inf�erieure) dont
les termes diagonaux sont nuls est nilpotente.

D�emonstration. Soit u 2 L(E) (dim(E) = n) l'endomorphisme repr�esent�e par
T dans la base (�i). Posons E0 = f0g, puis Ei = Vect(�1; : : : ; �i), de sorte que :

E0 � E1 � : : : � En = E :

On a alors u(Ej) � Ej�1, d'o�u un(E) � E0, et un = 0.

7.6 Forme de Jordan

Proposition 7.6.1. L'endomorphisme Pu(u) est nilpotent, de degr�e r � n.
D�emonstration. Pla�cons-nous dans une base dans laquelle la matrice T = (tij)
de u est triangulaire sup�erieure (proposition 3.9.1), les tii �etant �egaux aux va-
leurs propres, chacune �gurant (�a la suite) un nombre de fois �egal �a son ordre.
La matrice Pu(T ) est triangulaire sup�erieure (proposition 2.5.9) et ses termes
diagonaux, �egaux aux Pu(tii) sont nuls. D'o�u la conclusion (propositions 6.4.5
et 6.4.3).
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Nous verrons plus loin que r = 1 (th�eor�eme de Hamilton-Cayley, 7.6.1).
Posons :

P = P ru ;
Pi =

Q
j 6=i(X � �j)rj ;

Qi = (X � �i)ri ;
de sorte que PiQi = P , et revenons aux K�i = Ker(Qi), dont nous savons qu'ils
sont stables par u (proposition 7.1.3).

Proposition 7.6.2. L'intersection de deux Ki = K�i est r�eduite �a f0g.
D�emonstration. Si x 2 Ki \ Kj (i 6= j), on a Pi(u)(x) = Pj(u)(x) = 0, et Pi
et Pj sont premiers entre eux ; il existe donc des polynômes A et B tels que
APi + BPj = 1. On a alors ((APi + BPj)(u))(x) = x. Or A(u)((Pi(u)(x)) et
B(u)((Pj(u)(x)) sont nuls et x = 0.

Proposition 7.6.3. L'espace vectoriel E est somme directe des Ki.

D�emonstration. Les polynômes Pi sont premiers entre eux (ils n'ont pas de
facteur commun), et l'identit�e de B�ezout (pour les polynômes) nous assure de
l'existence de polynômes Ri tels que

P
iRi Pi = 1. On a donc pour tout x 2 E :�X

i

Ri(u)Pi(u)
�
(x) = x :

Posons ((Ri Pi)(u))(x) = xi, d'ou x =
P
i xi. Comme :

Qi(u)(xi) = (RiQi Pi)(u)(x) = 0

xi appartient �a Ki pour tout i et E est la somme des Ki. Il reste �a voir que
cette somme est directe.

Choisissons des �el�ements non nuls xi 2 Ki, 1 � i � n, et consid�erons une
relation

P
1�i�n �i xi = 0. appliquons au premier membre de cette �equation

l'endomorphisme (Q1 : : : Qn�1)(u). On a, pour i < n :

(Q1 : : : Qn�1)(u)(xi) =
�Y
j 6=i

Qj(u)
�
(Qi(u)(xi)) = 0

puisque xi appartient au noyau de Qi(u). Et pour xn :

(Q1 : : : Qn�1)(u)(xn) 6= 0

car y = (Q2 : : : Qn�1)(u)(xn) appartient �a Kn, qui est stable par P (u) quel que
soit le polynôme P 2 K[X], et Q1(u)(y) n'est pas nul car y =2 K1. Il s'ensuit
que �n = 0. On montre ensuite, par la même m�ethode, que �n�1 = 0, et on
descend ainsi jusqu'�a �1 = 0. La relation est donc triviale, et la somme des Ki

est directe.
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Th�eor�eme 7.6.1 (de Hamilton-Cayley). Tout endomorphisme u de E est ra-
cine de son polynôme caract�eristique :

Pu(u) = 0 ;

de même que toute matrice associ�ee �a u.

D�emonstration. Tout �el�ement x 2 E est somme d'�el�ement xi 2 Ki (proposition
6.5.3) et donc Pu(u)(x) est somme des Pu(u)(xi), et (u � �i)

ri(xi) = 0 par
d�e�nition de Ki. On a donc :

Pu(u)(xi) =
�Q

j(u� �j)rj
�
(xi)

=
�Q

j 6=i(u� �j)rj
�
(u� �i)ri(xi)

= (
Q
j 6=i(u� �j)rj )(0)

= 0 ;

d'o�u Pu(u)(x) = 0 et Pu(u) = 0. La matrice associ�ee �a l'endomorphisme nul
dans une base quelconque B est nulle : Pu(MB(u)) = 0.

Le polynôme minimal de u, ou des matrices qui le repr�esentent, est le po-
lynôme P non nul de plus petit degr�e tel que P (u) = 0. Le polynôme minimal
de l'identit�e est X, celui de la matrice M de l'exemple 6.5.1 est X3. Lorsque u
est diagonalisable, son polynôme minimal est le produit

Q
�i2Spec(u)(X � �i),

en oubliant les ordres de multiplicit�e.

Etudions maintenant la restriction ui de u 2 L(E) �a Ki ; ui est un endomor-
phisme de Ki (u(Ki) � Ki), son unique valeur propre est �i, d'ordre ri.

Proposition 7.6.4. La dimension de Ki est �egale �a ri.

D�emonstration. D'apr�es sa d�e�nition, le degr�e du polynôme caract�eristique d'un
endomorphisme est �egal �a la dimension de l'espace. Le polynôme caract�eristique
de ui, Qi = (X � �i)ri , est de degr�e ri et donc dim(Ki) = ri.

Proposition 7.6.5. Il existe une base de chaque Ki dans laquelle la matrice de
ui est la somme d'une matrice scalaire �i Iri et d'une matrice du type T d�e�ni
dans la proposition 7.5.4.

D�emonstration. Par d�e�nition de Ki l'application (ui � �i) 2 L(Ki) est nilpo-
tente, d'o�u la forme T de sa matrice associ�ee dans une certaine base :

M(ui) = M(ui � �i) +M(�i iKi
) = T + �i Iri

Th�eor�eme 7.6.2 (de Jordan). Soit u 2 L(E). Il existe une base de E dans
laquelle M(u) = (mij) est diagonale par blocs, chaque bloc �etant diagonal ou de
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Jordan :

M(u) =

0BBBBBB@

B1 0 : : : : : : 0
0 B2 0 : : : 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

0 : : : : : : 0 Bh

1CCCCCCA
si u poss�ede h valeurs propres distinctes. Pr�ecis�ement, la diagonale (principale)
contient les valeurs propres, chaque �i �gurant ri fois �a la suite, et la diagonale
au-dessus ne contient que des 0 ou des 1 (M(u)i i+1 = 0 ou 1).

D�emonstration. Nous savons que E est somme directe de Ki (proposition 6.6.3)
et que ceux-ci sont stables par u (u(Ki) � Ki, proposition 6.1.3). Prenons
pour chaque Ki une base Bi dans laquelle M(ui) prend la forme D + T de la
proposition 6.6.5, et pour base B de E la r�eunion des Bi. Dans la base B la
matrice de u a la forme annonc�ee. Soit en e�et un �el�ement �i de B ; il appartient
�a Bj pour un certain j, par d�e�nition de B, et u(�i) = uj(�i) est �egal �a �j �i ou
�a �j �i + �j�1. La i-�eme colonne de M(u) est donc ou bien :

Ci = u(�i) = t(0; : : : ; 0; �j ; 0; : : : ; 0)

ou bien :
Ci = t(0; : : : ; 0; 1; �j ; 0; : : : ; 0) ;

�j �etant en i-�eme position.

Evaluons le nombre d'op�erations pour obtenir la forme de Jordan d'une
matrice n � n. Le calcul du polynôme caract�eristique par l'algorithme de Le-
verrier demande � 2n4 op�erations. La factorisation (approch�ee, mais d'aussi
pr�es qu'on le d�esire) de ce polynôme, qui sort du cadre de ce livre, en demande
beaucoup moins (si n est grand) et le calcul de chacun des n vecteurs propres
par la m�ethode de Gauss demande � 2n3=3 op�erations, soit en tout � 8n4=3
op�erations.

Exemple 7.6.1. Mettons la matrice :

M =

0BBBB@
4 5 �3 �2 �2
1 2 1 �2 �1
2 5 �1 �2 �2
�3 �4 1 1 3

7 9 �2 �5 �5

1CCCCA
sous la forme de Jordan. Calculons PM (X) par l'algorithme de Leverrier, m�ethode
la plus courte et la plus pratique. On a successivement :

M1 = M � tr(M) I5 =

0BBBB@
3 5 �3 �2 �2
1 1 1 �2 �1
2 5 �2 �2 �2
�3 �4 1 0 3

7 9 �2 �5 �6

1CCCCA ;

96



M 0
2 = MM1 =

0BBBB@
3 0 1 �2 �1
6 11 �3 �3 �6
1 0 3 �2 �1
7 9 �2 �3 �7
6 9 �3 �3 �4

1CCCCA ; tr(M 0
2)=2 = 5 ;

M 0
3 = M(M 0

2 � 5 I5) =

0BBBB@
�7 �6 5 5 1
�9 �15 0 9 9
�1 �6 �1 5 1

8 12 �4 �1 �8
�27 �36 9 18 21

1CCCCA ; tr(M 0
3)=3 = �1 ;

M 0
4 = M(M 0

3 + I5) =

0BBBB@
�28 �28 10 14 18
�14 �28 4 10 14
�18 �28 0 14 18
�20 �28 8 8 20
�26 �36 10 16 16

1CCCCA ; tr(M 0
4)=4 = �8 ;

M 0
5 = M(M 0

4 + 8 I5) = �4 I5 ; tr(M 0
5)=5 = �4 ;

d'o�u le polynôme caract�eristique :

PM (X) = X5 �X4 � 5X3 +X2 + 8X + 4 :

La somme de ses coe�cients �etant nulle, -1 est racine. En divisant PM (X)
par (X + 1) on obtient X4 � 2X3 � 3X2 + 4X + 4, �1 est encore racine, et
une nouvelle division donne X3 � 3X2 + 4, qui s'annule pour X = �1, et une
derni�ere division donne X2 � 4X + 4, �egal �a (X � 2)2. Les valeurs propres sont
donc 2, double, et �1, triple.

Les vecteurs propres relatifs �a la valeur propre 2 v�eri�ent l'�equation :0BBBB@
2 5 �3 �2 �2
1 0 1 �2 �1
2 5 �3 �2 �2
�3 �4 1 �1 3

7 9 �2 �5 �7

1CCCCA
0BBBB@

x1
x2
x3
x4
x5

1CCCCA = 0 :

Supprimons la premi�ere ligne (�egale �a la troisi�eme). Les transformations
successives : L2 � 2L1, L3 + 3L1, L4 � 7L1, L3 + 4L2=5, L4 � 9L2=5 m�enent �a
un syst�eme dont les deux derni�eres lignes sont proportionnelles �a (0; 0; 0; 1; 0)
et donnent x4 = 0 ; les autres lignes donnent x1 + x3 = x5 et x2 = x3. Ce
sont les �equations d'un plan ayant pour base, par exemple, �1 = t(1; 0; 0; 0; 1)
et �2 = t(0; 1; 1; 0; 1). D'o�u le bloc diagonal �I2.
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Les vecteurs propres relatifs �a la valeur propre 2 v�eri�ent l'�equation :0BBBB@
5 5 �3 �2 �2
1 3 1 �2 �1
2 5 0 �2 �2
�3 �4 1 2 3

7 9 �2 �5 �4

1CCCCA
0BBBB@

x1
x2
x3
x4
x5

1CCCCA = 0 :

Les transformations successives :

(L1 $ L2); (L2 � 5L1; L3 � 2L1; L4 + 3L1L5 � 7L1);

(L2 $ L3); (L3 � 10L2;  L4 + 5L2; L5 � 12L2);

(L3 $ L4=6); (L4 + 12L3; L5 + 15L3);

donnent un syst�eme de rang 4 avec x5 = 0. La solution est donc une droite,
engendr�ee par le vecteur �3 = t(1; 0; 1; 1; 0). C'est l'unique vecteur propre associ�e
�a la valeur propre �1.

Cherchons un vecteur �4 solution de l'�equation Mx = �x+ �3 :0BBBB@
5 5 �3 �2 �2
1 3 1 �2 �1
2 5 0 �2 �2
�3 �4 1 2 3

7 9 �2 �5 �4

1CCCCA
0BBBB@

x1
x2
x3
x4
x5

1CCCCA =

0BBBB@
1
0
1
1
0

1CCCCA :

Les transformations pr�ec�edentes donnent �4 = t(0; 1; 0; 1; 1). On proc�ede de
même pour �5 (M�5 = ��5 + �4) pour trouver �4 = t(1; 0; 1; 0; 1). D'o�u le bloc
de Jordan J3(�1). La forme r�eduite de M est �nalement :

J =

�
2 I2 0
0 J3(�1)

�
:

O

Proposition 7.6.6. Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seule-
ment si chacun de ses espaces propres est �egal �a l'espace caract�eristique qui le
contient.

D�emonstration. Si u est diagonalisable, E est somme directe des E�i , de di-
mension ri (proposition 6.2.1). Comme E�i � K�i la dimension si de K�i est
sup�erieure ou �egale �a ri pour tout i. D'autre part, E est somme directe des K�i

(Proposition 7.6.3) et sa dimension, n, somme de ri, est aussi somme des si. On
a donc pour tout i si = ri et E�i = K�i .

La r�eciproque d�ecoule de la proposition 7.2.1.
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7.7 Diagonalisation simultan�ee de deux endomorphismes

Proposition 7.7.1. Des endomorphismes u et v commutent quel que soit v si
et seulement si u est une homoth�etie (u = � iE, � 2 K).
D�emonstration. Un homoth�etie commute �evidemment avec tout endomorphisme.
R�eciproquement, si u n'est pas une homoth�etie, il existe des vecteurs x et y de E
tels que u(x) 6= u(y), et un endomorphisme v tel que v(u(x)) = u(y) et v(x) = x.
On a alors u(v(x)) = u(x) 6= v(u(x)).

Dor�enavant, u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de E.

Proposition 7.7.2. La restriction de u �a un sous-espace quelconque F (de
dimension m < n) de E stable par u (u(F ) � F ) est diagonalisable dans une
base de F que l'on peut compl�eter en une base de E dans laquelle la matrice de
u est diagonale.

D�emonstration. Les valeurs propres de ujF : F ! F sont des valeurs propres de
u. En e�et, si � 2 K et x 2 F sont tels que ujF (x) = �x, comme x 2 E, on a
u(x) = �x, et � est valeur propre de u. Si � 2 Spec(ujF ), l'espace caract�eristique
relatif �a �, notons-le K�(F ), est contenu dans K�, qui est �egal �a E� (proposition
6.6.6). Si x 2 K�(F ), x appartient �a E�, donc �a l'espace propre de ujF , not�e
F� ; ce dernier est donc �egal �a K�(F ), et F est somme directe des F� pour
� 2 Spec(ujF ), d'o�u l'on conclut que ujF est diagonalisable (proposition 6.2.1).

Soit �i 2 Spec(u), et Gi le suppl�ementaire de F�i dans E�i (si �i =2 Spec(uF ),
on a Gi = E�i). Formons une base Bi de E�i en compl�etant une base de F�i par
une base de Gi et soit B la r�eunion des Bi. Pla�cant d'abord les �el�ements de B
appartenant �a F , nous obtenons une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale et dont les m premiers �el�ements forment une base de diagonalisation
de ujF .

Proposition 7.7.3. Si u et v commutent, les espaces propres de l'un sont stables
par l'autre.

D�emonstration. Soit � 2 Spec(u), x 2 E�. On a successivement u(x) = �x,
(v � u)(x) = v(�x) = � v(x), (u � v)(x) = � v(x), d'o�u l'on conclut que v(x)
appartient �a E�, qui est donc stable par v.

Th�eor�eme 7.7.1. Les assertions suivantes sont �equivalentes (u et v sont sup-
pos�ees diagonalisables) :

(a) u et v commutent,
(b) il existe une base dans laquelle leurs matrices sont diagonales,
(c) il existe un polynôme de K[X] tel que v = P (u).

D�emonstration. (a) ) (b) Si u et v commutent, les espaces propres de u sont
stables par v (proposition 7.7.3). Si E� est un tet espace, la restriction de u
�a cet espace est l'homoth�etie de rapport �, qui est diagonale dans toute base
de E�. La restriction de v �a E� est un endomorphisme de E� diagonalisable
(proposition 7.7.2). Il existe donc une base de E� diagonalisant les restrictions
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de u et de v. On termine en remarquant que E est somme directe des E� lorsque
� parcourt le spectre de u (proposition 7.2.1).

(b) ) (c) Soient (�i) les valeurs propres de u et �i celles de v. Il existe un
polynôme P tel que, pour tout i, P (�i) = �i (même d�emonstration que pour la
proposition 6.8.8), et P (u) = v.

(c)) (a) Comme deux matrices diagonales commutent, on a dans la base de
diagonalisation commune M(u)M(v) = M(v)M(u). Or M(u)M(v) = M(u � v)
et M(v)M(u) = M(v � u), et, d'apr�es la proposition 3.5.4, ceci implique que
u � v = v � u.

Remarque Lorsque les endomorphismes u et v commutent, il existe deux po-
lynômes P et Q tels que P (u) = v et Q(v) = u. On a donc Q � P (u) = u et
P � Q(v) = v. Ceci s'explique par le fait que Q � P est �egal �a X plus un mul-
tiple du polynôme caract�eristique de u (qui s'annule sur u, th�eor�eme 7.6.1, de
Hamilton-Cayley), et que P �Q est �egal �a un multiple de Pv plus X.

Exemple 7.7.1. Les endomorphismes u et v de R3 repr�esent�es dans la base
canonique par les matrices :

U =
1

9

0@ 1 �10 14
�10 10 4

14 4 �2

1A et V =
1

9

0@ 10 �46 50
�46 37 4

50 4 �11

1A
commutent (UV = V U). Leurs polynômes caract�eristiques :

Pu(X) = X3 �X2 � 4X + 4 et Pv(X) = X3 � 4X2 � 59X + 126

donnent leurs spectres : Spec(u) = f1; 2;�2g et Spec(v) = f2;�7; 9g. Le vecteur
propre de u relatif �a la valeur propre 1 est solution du syst�eme :0@ 1 �10 14

�10 10 4
14 4 �2

1A0@ x
y
z

1A = 9

0@ x
y
z

1A
dont les deux premi�eres lignes sont libres et donnent pour z = 1 le syst�eme :(

8x+ 10y = 14

10x� y = 4

de d�eterminant �108 dont la solution, donn�ee par les formules de Cramer, est :

x =
�1

108

���� 14 10
4 �1

���� =
1

2
; y =

�1

108

���� 8 14
10 4

���� = 1

d'o�u le vecteur propre t(1; 2; 2), dont l'image par V , t(2; 4; 4), correspond �a la
valeur propre 2 de v.

Le même calcul avec la valeur propre 2 de u donne le vecteur propre t(2;�2; 1),
associ�e �a la valeur propre 9 de v. En�n, avec la valeur propre �2 de u on ob-
tient le vecteur propre t(2; 1;�2), associ�e �a la valeur propre �7 de v. La forme
diagonale de v est donc Diag(2; 9;�7) si celle choisie pour u est Diag(1; 2;�2).
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Le polynôme P , de degr�e inf�erieur �a 3, donc de la forme aX2 + bX + c,
et tel que v = P (u), est d�etermin�e par les conditions P (1) = 2, P (2) = 9 et
P (�2) = �7, qui donnent P = X2 + 4X � 3.

Le polynôme Q tel que P (v) = u est �egal �a (�X2 + 23X + 42)=84. Le
polynôme :

P �Q =
1

7056
(X4 � 46X3 + 109X2 + 9660X � 5292)

=
1

7056
(X � 42)Pv +X

est tel que P �Q(v) = v. De même :

Q � P = � 1

84
(X4 + 8X3 � 13X2 � 116X + 36)

= � 1

84
(X + 9)Pu +X

et Q � P (u) = u. O

7.8 Endomorphismes sym�etriques et antisym�etriques

Une application � de l'espace euclidien E dans lui-même est sym�etrique
si, quels que soient les vecteurs x et y, on a �(x) : y = x : �(y) ; elle est anti-
sym�etrique si �(x) : y = �x : �(y).

Toute application sym�etrique, ou antisym�etrique, est lin�eaire ; c'est donc un
endomorphisme. Montrons-le pour une application � sym�etrique. On a, quels
que soient les vecteurs et les scalaires �ecrits :

z :
�
�(�x+ � y)� ��(x) + ��(y))

�
=

z : �(�x+ � y)� z : � �(x)� z : � �(y) =

(�x+ � y) : �(z)� �x : �(z)� � y : �(z) = 0 ;

d'o�u �(�x+ � y)� ��(x)� ��(y) = 0.

Un endomorphisme u de E est sym�etrique, ou auto-adjoint, si u = u�.

Proposition 7.8.1. L'espace vectoriel L(E) est la somme directe des sous-
espaces vectoriels S(E), ensemble des endomorphisme sym�etriques, de dimen-
sion n(n + 1)=2, et A(E), ensemble des endomorphisme antisym�etriques, de
dimension n(n� 1)=2.

D�emonstration. Tout endomorphisme u de E est la somme de l'endomorphisme
sym�etrique 1

2 (u+ tu) et de l'endomorphisme antisym�etrique 1
2 (u� tu). Un endo-

morphisme �a la fois sym�etrique et antisym�etrique est �evidemment nul, puisque le
corps des scalaires n'est pas de caract�eristique 2. On a donc L(E) = S(E)�A(E).

Consid�erons la matrice M = (mij) associ�ee dans une base orthonorm�ee �a un
endomorphisme u. Si u est sym�etrique, on a u = tu (th�eor�eme 5.2.3), M = tM ,
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et mij = mji. Les n (n + 1)=2 composantes mij pour j � i sont libres, d'o�u
la dimension de S(E). Si u est antisym�etrique, mij = �mji, mii = 0, et les
n (n � 1)=2 composantes mij pour j > i sont libres. La dimension de L(E) est
�egale �a n2.

Remarquons que si u 2 L(E) est sym�etrique on a (z j c(u)(z0)) = (c(u)(z) j z0)
et que si u est antisym�etrique, (z j c(u)(z0)) = �(c(u)(z) j z0). Ceci est une
cons�equence imm�ediate de l'expression :

(u(x) + i u(y) jx0 + i y0) = u(x) : x0 + u(y) : y0 + i (u(x) : y0 � x0 : u(y)) :

Th�eor�eme 7.8.1. Les valeurs propres d'un endomorphisme sym�etrique u sont
r�eelles, et u est diagonalisable dans une base orthonorm�ee.

D�emonstration. La d�e�nition (voir 5.8) du produit scalaire hermitien dans EC :

(x+ i y jx0 + i y0) = x : x0 + y :y0 + i (x : y0 � y : x0)
donne pour u 2 L(E) :

(u(x) + i u(y) jx0 + i y0) = u(x) : x0 + u(y) : y0 + i (u(x) : y0 � u(y) : x0) ;
(x+ i y ju(x0) + i u(y0)) = x : u(x0) + y : u(y0) + i (x : u(y0)� y : u(x0)) :

Si u est sym�etrique, on a donc pour c(u) 2 L(EC) :

8z; z0 2 EC : (c(u)(z) j z0) = (z j c(u)(z0))

Si � est une valeur propre de c(u) et z un vecteur propre associ�e, on a :

(z j c(u)(z)) = (z j� z) = � (z j z) = � jjzjj2
(c(u)(z) j z) = (� z j z) = �� (z j z) = �� jjzjj2

d'o�u l'�egalit�e � = ��, u �etant sym�etrique ; les valeurs propres sont donc r�eelles,
et ce sont donc les valeurs propres de u.

Les vecteurs propres x1 et x2 associ�es respectivement �a des valeurs propres
�1 et �2 distinctes sont orthogonaux. On a en e�et u(x1) : x2 = �1 x1 : x2 et
x1 : u(x2) = �2 x1 : x2, d'o�u (�1 � �2)x1 : x2 = 0, et x1 : x2 = 0.

Supposons la matrice de u sous la forme de Jordan (th�eor�eme 7.6.2), et
l'existence, si � est une valeur propre multiple d'ordre r > 1, de deux vecteurs y1
et y2 tels que u(y1) = � y1+y2 et u(y2) = � y2. On a alors u(y1) : y2 = y1 : u(y2),
avec u(y1) : y2 = � y1 : y2 + jjy2jj et y1 : u(y2) = � y1 : y2. La norme de y2 �etant
nulle, y2 est nul, et la matrice est diagonale. Le sous-espace propre E� est
de dimension r et il admet une base orthonorm�ee. Ceci est vrai pour chaque
�i 2 Spec(u). Il reste �a voir que les espaces propres E�i sont deux �a deux
orthogonaux. Soit yi 2 E�i et yj 2 E�j (�i 6= �j). On a :

u(yi) : yj = �i yi : yj
yi : u(yj) = �j yi : yj

d'o�u yi : yj = 0. Nous avons ainsi n vecteurs orthonorm�es qui forment la base
annonc�ee.
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Exemple 7.8.1 Diagonalisons la matrice sym�etrique S 2 Mn(R) dont les
termes diagonaux sont �egaux �a a et tous autres �a b, a et b �etant des r�eels
non nuls.

Remarquons que si a = b les n lignes de S sont �egales et la matrice est
de rang 1. Nous en d�eduisons la valeur propre a � b. Les vecteurs propres (xi)
correspondants sont solution de l'�equation

P
i xi = 0, qui est l'�equation de

l'hyperplan H orthogonal au vecteur vn = t(1; : : : ; 1) (un hyperplan de Rn est
un sous-espace de dimension n�1 ; c'est un plan lorsque n = 3). Nous obtenons
les n� 1 vecteurs propres deux �a deux orthogonaux :

v1 = t(1;�1; 0; : : : ; 0) ;
v2 = t(1; 1;�2; 0; : : : ; 0) ;
: : :
vk = t(1; : : : ; 1;�k; 0; : : : ; 0) ;
: : :
vn�1 = t(1; : : : ; 1; 1� n) :

Une fois norm�es, les vecteurs v1,. . ., vn forment une base orthonorm�ee. L'image
par S de vn �etant �egale �a (a+ (n� 1)b) vn, vn est vecteur propre.

Pour a = (n� 2)=n et b = �2=n, S repr�esente dans la base canonique de Rn

la sym�etrie orthogonale par rapport �a H. O

Th�eor�eme 7.8.2. Soit u un endomorphisme antisym�etrique de Rn. Les valeurs
propres de l'endomorphisme c(u) de Cn sont imaginaires pures ou nulles et c(u)
est diagonalisable dans une base orthonorm�ee.

D�emonstration. Reprenons le d�ebut de la d�emonstration du th�eor�eme 6.7.1. Si
u est antisym�etrique, on a :

8z; z0 2 EC : (c(u)(z) j z0) = �(z j c(u)(z0)) :

Le polynôme caract�eristique de a poss�ede n racines (compt�ees avec leur ordre
de multiplicit�e) dans C, chacune ayant (au moins) un vecteur propre associ�e.
Soit � une valeur propre et x un vecteur propre associ�e. On a :

(c(u)(z) j z) = �� (z j z) = �� jjzjj2 ;
(z j c(u)(z)) = � (z j z) = � jjzjj2 :

De (z j c(u)(z)) = �(c(u)(z) j z), nous d�eduisons que �� = �� ; � est donc imagi-
naire pure (ou nulle).

Supposons qu'il existe une valeur propre � et deux vecteurs z et z0 non
proportionnels de Cn tels que c(u)(z) = � z + z0 et c(u)(z0) = � z0 (bloc de
Jordan). On a alors :

(c(u)(z) j z0) = (� z + z0 j z0) ;
= �� (z j z0) + jjz0jj2 ;
= �(z j c(u)(z0)) (antisym�etrie) ;
= �� (z j z0) ;
= �� (z j z0) (�� = ��) ;
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et l'on d�eduit de la deuxi�eme �equation et de la derni�ere que jjz0jj = 0 et que
z0 = 0. La forme de Jordan de c(u) est donc diagonale.

Si � = 0 est valeur propre d'ordre r � 1, toute base de l'espace propre E�,
de dimension r, diagonalise la restriction de u (�a E�), qui est l'homoth�etie de
rapport �. On la choisit orthonorm�ee.

Le polynôme caract�eristique �etant �a coe�cients r�eels, les valeurs propres
non nulles sont conjugu�ees, donc aussi les composantes des vecteurs propres
associ�es. Ces vecteurs propres sont orthogonaux. On a en e�et c(u)(z) = � z et
c(u)(�z) = �� �z, avec � 6= 0, et :

(� z j �z) = (c(u)(z) j �z) = �(z j c(u)(�z)) = �(z j �� �z) = �(� z j �z) ;

d'o�u (z j �z) = 0. Si une valeur propre est d'ordre r > 1, le sous-espace propre
associ�e est de dimension r, et on peut choisir une base orthonorm�ee de r vec-
teurs propres. Montrons en�n que deux vecteurs propres associ�es �a deux va-
leurs propres distinctes non conjugu�ees sont orthogonaux. Si c(u)(z) = � z et
c(u)(z0) = � z0, �� 6= �, on a :

�� (z j z0) = (c(u)(z) j z0) = �(z j c(u)(z0)) = �(z j� z0) = �� (z j z0) :

On a donc construit une famille de n vecteurs propres orthonorm�es.

Exemple 7.8.2.Diagonalisons la matrice antisym�etrique �a composantes r�eelles :

A =

0@ 0 1 �1
�1 0 1

1 �1 0

1A
qui repr�esente un endomorphisme antisym�etrique u de C3 dans la base cano-
nique.

Son polynôme caract�eristique X3+3X se factorise en X(X�p3 i)(X+
p

3 i).
Ses vecteurs propres sont :

v1 = t(1; 1; 1) associ�e �a la valeur propre 0 ;

v2 = t(1� ip3; 1 + i
p

3;�2) associ�e �a la valeur propre i
p

3 ;

v3 = t(1 + i
p

3; 1� ip3;�2) associ�e �a la valeur propre �ip3 :

Ils sont deux �a deux orthogonaux. En les normant (leurs normes respectives sontp
3, 2
p

3 et 2
p

3) on obtient une base orthonorm�ee (de C3) dans laquelle u est
repr�esent�e par la matrice diagonale :

D =

0@ 0 0 0

0 i
p

3 0

0 0 �ip3

1A :

On remarque que Im(u), engendr�e par v2 et v3 et Ker(u), engendr�e par v1, sont
suppl�ementaires orthogonaux. O
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Proposition 7.8.2. Si u est un endomorphisme antisym�etrique, on a, pour
tout x 2 E, x : u(x) = 0. Les sous-espaces Im(u) et Ker(u) sont suppl�ementaires
orthogonaux.

D�emonstration. Par sym�etrie du produit scalaire on a x : u(x) = u(x) : x, et par
antisym�etrie de u : x : u(x) = �u(x) : x, d'o�u le premier point.

Si x 2 Ker(u) et y 2 Im(u), il existe z 2 E tel que y = u(z), et :

x : y = x : u(z) = �u(x) : z = 0 :

Les sous-espaces Im(u) et Ker(u) sont donc orthogonaux, et le th�eor�eme du rang
(2.3.1) permet de conclure.

Proposition 7.8.3. Si u 6= 0 est un endomorphisme antisym�etrique de R3, il
existe un (et un seul) vecteur non nul z 2 R3 tel que u(x) = z � x.
D�emonstration. La matrice de u dans une base orthonorm�ee est antisym�etrique :

M(u) =

0@ 0 �c b
c 0 �a
�b a 0

1A ;

et, 8x 2 R3, M(u)x = z � x avec z = t(a; b; c).

7.9 Endomorphismes hermitiens

Soit H un espace hermitien. u 2 L(H) est hermitien, ou auto-adjoint, si,
quels que soient x et y dans H :

(x ju(y)) = (u(x) j y)

c'est-�a-dire si u = u�.

Th�eor�eme 7.9.1. Un endomorphisme hermitien u est diagonalisable dans une
base orthonorm�ee.

D�emonstration. Nous savons que les valeurs propres sont r�eelles. Montrons que
u est diagonalisable. S'il ne l'�etait pas, il existerait (th�eor�eme 7.5.4) une valeur
propre � et un couple (e1; e2) de vecteurs non nuls tels que :

u(e2) = � e2 + e1
u(e1) = � e1 :

La suite d'�equations :

(u(e2) j e1) = (e2 ju(e1))
(� e2 + e1 j e1) = (e2 j� e1)

� (e2 j e1) + ke1k2 = � (e2 j e1) (� = ��)

m�ene �a la conclusion : e1 = 0, ce qui contredit l'hypoth�ese.

105



Montrons en�n que les vecteurs propres sont deux �a deux orthogonaux, et il
ne restera plus qu'�a les normer. Si e1 et e2 sont des vecteurs propres associ�es �a
deux valeurs propres distinctes �1 et �2, on a :

(u(e1) j e2) = �1 (e1 j e2)
(e1 ju(e2)) = �2 (e1 j e2)

d'o�u (e1 j e2) = 0. Si une valeur propre � est de multiplicit�e r > 1, son espace
propre E�, de dimension r, admet des bases orthonorm�ees.

7.10 Isom�etries de R3

Soit u 2 L(R3). Nous savons (th�eor�eme 6.4.1) que les assertions suivantes
sont �equivalentes :

(a) u est une isom�etrie,
(b) u � tu = tu � u = iE ,
(c) u�1 = tu.
Soit u une isom�etrie de R3, di��erente de l'identit�e et de la sym�etrie centrale

(�iE), de matrice M dans la base canonique. Son polynôme caract�eristique, de
degr�e 3, a ou bien une racine r�eelle ou bien trois. Une valeur propre r�eelle d'une
isom�etrie ne peut être �egale qu'�a 1 ou �1 puisque u(x) = �x implique :

jjxjj = jju(x)jj = j�j jjxjj :
Si elle admet trois valeurs propres r�eelles, il existe une base orthonorm�ee de

vecteurs propres dans laquelle la matrice de u prend, �a permutation pr�es, l'une
des formes suivantes :

S =

0@ �1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A DT =

0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 1

1A ;

car si 1 est valeur propre triple, u est l'identit�e iR3 et si c'est �1, u est la sym�etrie
centrale, et ces deux isom�etries ont la même �ecriture dans toutes les bases.

La premi�ere forme repr�esente la sym�etrie orthogonale par rapport au
plan propre associ�e �a la valeur propre 1, ou r�e
exion. La seconde repr�esente le
demi-tour (ou la rotation d'angle �) d'axe engendr�e par le vecteur invariant.

Si elle admet une seule valeur propre r�eelle, � = �1, de vecteur propre
associ�e v1 (norm�e), le plan orthogonal �a v1, de base orthonorm�ee (positive)
(v2; v3) telle que v2 � v3 = v1, est globalement invariant, puisque u(v2) et u(v3)
sont orthogonaux �a u(v1), donc �a v1. La restriction de u �a ce plan est donc une
isom�etrie de R2.

Si � = 1, u est la rotation d'axe Vect(v1) et d'angle � tel que :

cos � = v2 : u(v2) ; sin � = u(v2) : v3 :

La matrice de u dans la base (vi) est :

R(�) =

0@ 1 0 0
0 cos � � sin �
0 sin � cos �

1A :
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Si � = �1, u est la rotation pr�ec�edente compos�ee avec la r�e
exion de plan
Vect(v2; v3).

Proposition 7.10.1. Les r�e
exions engendrent le groupe orthogonal O(3).

D�emonstration. Il su�t de remarquer que :0@ 1 0 0
0 cos � sin �
0 sin � � cos �

1A0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 �1

1A =

0@ 1 0 0
0 cos � � sin �
0 sin � cos �

1A
les deux premi�eres matrices repr�esentant des r�e
exions et la troisi�eme, une ro-
tation quelconque, toutes trois dans la base de r�eduction de cette derni�ere.

Pr�ecisons comment on �etudie une isom�etrie donn�ee sous la forme d'une ma-
trice M . On v�eri�e d'abord que les vecteurs colonnes sont orthonorm�es (ou, ce
qui est �equivalent, que M tM = I3).

L'endomorphisme v de matrice a = 1
2 (M � tM), antisym�etrique dans le cas

d'une rotation d'angle � 6= k�, nul dans le cas d'une sym�etrie ou d'un demi-tour,
est int�eressant. D'apr�es la proposition 6.8.3, il existe un vecteur z 6= 0 tel que
v(x) = z� x. Voyons quelle est son expression dans dans une base de r�eduction
dans le cas d'une rotation :

1

2
(R(�)� tR(�)) =

0@ 0 0 0
0 0 � sin �
0 sin � 0

1A :

On a donc z = sin � v1. Si on choisit sin � = jjzjj, on a v1 = z=jjzjj.
Si u(v1) = v1, u est la rotation d'axe engendr�e et orient�e par z et d'angle �

tel que sin � = jjzjj, cos � = (tr(u)� 1)=2.
Si u(v1) = �v1, u est la rotation d'axe engendr�e et orient�e par z et d'angle

� tel que sin � = jjzjj et cos � = (tr(u) + 1)=2 compos�ee avec la sym�etrie (ortho-
gonale) de même axe.

Dans les deux cas, on compl�ete la base par un vecteur v2 orthogonal �a v1 et
par v3 = v1 � v2.

Si a = 0 et tr(M) = �1 u est le demi-tour, d'axe Ker(u� 1).
Si a = 0 et tr(M) = 1 u est la r�e
exion, de plan Ker(u� 1).
Dans le cas d'un demi-tour, il est plus rapide de calculer le plan orthogonal

�a l'axe, car le rang du syst�eme donnant Ker(u + 1) est �egal �a 1, le syst�eme se
r�eduit �a une �equation ax1 +bx2 +cx3 = 0, et t(a; b; c) est un vecteur engendrant
l'axe. Il reste �a le normer et �a compl�eter la base comme pr�ec�edemment.

Dans les exemples suivants, les matrices sont donn�ees dans la base canonique
de R3.

Exemple 7.10.1. La matrice :

M =
1

7

0@ �3 �6 �2
�2 3 �6

6 �2 �3

1A
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(M tM = I3) n'est pas sym�etrique. Sa partie antisym�etrique est :

a(u) =
1

7

0@ 0 �2 �4
2 0 �2
4 2 0

1A ;

d'o�u le vecteur z = 1
7
t(2;�4; 2), de norme 2

p
6

7 . Posons v1 =
p
6
6

t(1;�2; 1).
Ce vecteur (norm�e) et invariant par M engendre et oriente l'axe de la rotation

d'angle � tel que sin � = 2
p
6

7 et cos � = � 5
7 . On compl�ete la nouvelle base en

prenant v2 =
p
2
2

t(1; 0;�1) et v3 = v1 � v2 =
p
6
6

t(1; 1; 1). O

Exemple 7.10.2. La matrice :

M(u) =
1

7

0@ 3 2 �6
2 6 3
�6 3 �2

1A
(M tM = I3) est sym�etrique, et sa trace est �egale �a 1 ; c'est une r�e
exion, de
plan d'�equation 2x�y+3z = 0. La direction de la r�e
exion est engendr�ee par le

vecteur t(2;�1; 3), d'o�u le vecteur norm�e v1 =
p
14
14

t(2;�1; 3), que l'on compl�ete
en une base orthonorm�ee positive par, par exemple :

v2 =

p
5

5
t(1; 2; 0) et v3 = v1 � v2 =

p
70

70
t(�6; 3; 5) :

O

Exemple 7.10.3. La matrice :

M(u) =
1

7

0@ �3 �2 6
�2 �6 �3

6 �3 2

1A
(M tM = I3) est sym�etrique, et sa trace est �egale �a �1 ; c'est un demi-tour, d'axe
engendr�e par le vecteur t(2;�1; 3) (c'est l'oppos�e de la r�e
exion pr�ec�edente). O

Exemple 7.10.4. Composons la rotation et la r�e
exion pr�ec�edentes :

1

7

0@ �3 �6 �2
�2 3 �6

6 �2 �3

1A 1

7

0@ 3 2 �6
2 6 3
�6 3 �2

1A =
1

49

0@ �9 �48 4
36 �4 33
32 �9 �36

1A :

La partie antisym�etrique de cette isom�etrie donne le vecteur :

z =
1

7
t(�3;�2; 6) ; jjzjj = 1 ;

d'o�u sin � = 1 et � = �=2, cos � = 0. La trace �etant �egale �a �1, la valeur
propre r�eelle est �egale �a �1. Ceci caract�erise la compos�ee d'une rotation et
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d'une r�e
exion, ce que nous savons d�ej�a, mais nous constatons que ni l'angle ni
l'axe ne sont conserv�es. On a v1 = z, et, par exemple, v2 =

p
5=5 t(2; 0; 1) et

v3 = v1 � v2 =
p

5=35 t(�2;�15; 4).
La compos�ee dans l'ordre inverse est di��erente, alors que dans la forme

r�eduite il y a commutativit�e car l'axe de la rotation est la direction de la
r�e
exion. On obtient dans ce cas la matrice :0@ �1 0 0

0 0 �1
0 1 0

1A
qui repr�esente la compos�ee de la rotation d'axe e1 et d'angle �=2 avec la r�e
exion
de direction e1. O

Exemple 7.10.5. Cherchons la matrice M de la rotation d'axe engendr�e et

orient�e par le vecteur t(1; 1; 0) et d'angle � tel que cos � = � 1
3 et sin � = 2

p
2

3 .
Construisons une base de r�eduction dans laquelle la matrice prendra la forme

R(�). Prenons v1 =
p
2
2

t(1; 1; 0), v2 = e3 et v3 = v1 � v2 =
p
2
2

t(1;�1; 0). Nous
obtenons la matrice de passage :

P =

0B@
p
2
2 0

p
2
2p

2
2 0 �

p
2
2

0 1 0

1CA ;

d'o�u :

M = P R(�) tP =
1

3

0@ 1 2 2
2 1 �2
�2 2 �1

1A :

O

Exemple 7.10.6. Cherchons la matrice M de la r�e
exion d'axe engendr�e par
le vecteur t(1; 1; 0).

Le plan de la r�e
exion, orthogonal �a l'axe, a pour �equation x+y = 0. Une base

de r�eduction orthonorm�ee positive est constitu�ee des vecteurs v1 = t(
p
2
2 ;

p
2
2 ; 0)

(sur l'axe), v2 = t(�
p
2
2 ;

p
2
2 ; 0) (dans le plan) et v3 = v1 � v2 = t(0; 0; 1). D'o�u

la matrice de passage :

P =

0B@
p
2
2 �

p
2
2 0p

2
2

p
2
2 0

0 0 1

1CA :

M = P S tP =

0@ 0 �1 0
�1 0 0

0 0 1

1A :

On pouvait trouver ce r�esultat g�eom�etriquement, sans calcul. O
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7.11 Exemple de diagonalisation dans F2

Les corps F2 et F4 = F2[i] ont �et�e construits dans les G�en�eralit�es. Rappelons
que i et �� = i2 = i + 1 sont les racines du polynôme X2 + X + 1, irr�eductible
sur F2. Etudions les matrices de M2(F2), au nombre de 24 = 16, en excluant les
quatre matrices diagonales, �a savoir la matrice nulle, l'identit�e et :

D1 =

�
1 0
0 0

�
et D2 =

�
0 0
0 1

�
Les matrices M dont le polynôme caract�eristique est un carr�e ne sont pas

diagonalisables, car, si � est leur unique valeur propre, le rang de M � � I2 est
inf�erieur �a 2 et non nul, donc �egal �a 1, Ker(M �� I2) est de dimension 1 et elles
ont un seul vecteur propre. Il s'agit des matrices de polynôme caract�eristique
X2, donc nilpotentes :

N1 =

�
0 1
0 0

�
; N2 =

�
0 0
1 0

�
et N3 =

�
1 1
1 1

�
;

et celles dont le polynôme caract�eristique est X2 + 1 = (X + 1)2 :

J1 =

�
0 1
1 0

�
; J2 =

�
1 0
1 1

�
; et J3 =

�
1 1
0 1

�
:

Remarquons que N3 et J1, bien que sym�etriques, ne sont pas diagonalisables.
Les matrices de polynôme caract�eristique X2 +X = X(X + 1) :

M1 =

�
1 1
0 0

�
; M2 =

�
1 0
1 0

�
; M3 =

�
0 0
1 1

�
; M4 =

�
0 1
0 1

�
et X2 +X + 1 = (X + i)(X +��) :

M5 =

�
0 1
1 1

�
et M6 =

�
1 1
1 0

�
;

ayant deux valeurs propres, sont diagonalisables. Ce sont les six derni�eres.
Etudions M5. Les vecteurs propres associ�es aux valeurs propres i et �� sont

respectivement t(1; i) et t(1;��). La matrice de passage P est donc :

P =

�
1 1
i ��

�
:

Le calcul de P�1 :

PP�1 =

�
1 1
i ��

��
a c
b d

�
=

�
a+ b c+ d
ia+��b ic+��d

�
= I2

m�ene aux syst�emes : (
a+ b = 1

a i+ b�� = 0
et

(
c+ d = 0

c i+ d�� = 1
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dont la transformation L2 + iL1 donne b = i (car i+�� = 1), et d = 1, d'o�u a = ��
et d = 1. Finalement :

M5 =

�
0 1
1 1

�
=

�
1 1
i ��

��
i 0
0 ��

��
�� 1
i 1

�
De même :

M6 =

�
1 1
1 0

�
=

�
i ��
1 1

��
i 0
0 ��

��
1 ��
1 i

�
:

La r�eduction des derni�eres matrices donne :

M1 =

�
1 1
0 0

�
=

�
1 1
0 1

��
1 0
0 0

��
1 1
0 1

�
;

M2 =

�
1 0
1 0

�
=

�
1 0
1 1

��
1 0
0 0

��
1 0
1 1

�
;

M3 =

�
0 0
1 1

�
=

�
0 1
1 1

��
1 0
0 0

��
0 1
1 1

�
;

M4 =

�
0 1
0 1

�
=

�
1 1
1 0

��
1 0
0 0

��
1 1
1 0

�
:

Les huit polynômes caract�eristiques des 512 matrices de M3(F2), se facto-
risent dans F2 (X3, X3 + X, X3 + X2 et X3 + X2 + X + 1) , F4 (X3 + 1,
X3 +X2 +X) et F8 pour X3 +X + 1 et X3 +X2 + 1.

Etudions la matrice :

M =

0@ 1 0 1
1 1 1
1 1 0

1A
de polynôme caract�eristique X3 +X + 1. Calculons un vecteur propre associ�e �a
la valeur propre j 2 F8 :8><>:
x+ z = j x

x+ y + z = j y

x+ y = j z

()

8><>:
j3 x+ z = 0

x+ j3 y + z = 0

x+ y + j z = 0

()
(
z = j3 x

y = (1 + j4)x = j5 x :

Nous obtenons le vecteur t(1; j5; j3). Pour les valeurs propres j2 et j4, on obtient,
respectivement, t(1; j3; j6) et t(1; j6; j5), d'o�u la matrice de passage :

P =

0@ 1 1 1
j5 j3 j6

j3 j6 j5

1A
dont nous allons calculer l'inverse par la m�ethode des mineurs, exceptionnel-
lement simple en caract�eristique 2 et en dimension 3 : il su�t de remplacer
chaque terme par son mineur puis de transposer. Chaque mineur est la somme
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de deux puissances de j ; le premier, par exemple, est �egal �a j12 + j8, soit j5 + j,
(j2 + j + 1) + j, j2 + 1 et en�n j6. On obtient ainsi :

P�1 =

0@ j6 j j4

j5 j2 j
j3 j4 j2

1A
ce qui ach�eve la diagonalisation : M = P Diag(j; j2; j4)P�1.

8 R�eduction des syst�emes par des isom�etries

Nous allons d�e�nir des isom�etries permettant de triangulariser une matrice
r�eelle quelconque et de mettre une matrice r�eelle sym�etrique sous forme tridia-
gonale.

8.1 Isom�etries de Rn

Toute isom�etrie u de Rn est un endomorphisme normal puisque commutant
avec sa transpos�ee (u� tu = iRn = tu�u). Elle est donc diagonalisable (dans C)
dans une base orthonorm�ee (th�eor�eme 5.8.6). Outre les termes �egaux �a �1, la
diagonale peut contenir des couples (ei�; e�i�), � 6= k�, associ�es �a des rotations
planes. Notons E(1), E(�1) et Erot les sous-espaces propres correspondants, de
dimensions respectives n1, n2 et 2n3, avec n1 + n2 + 2n3 = n.

Nous dirons que u est une rotation si elle est compos�ee de rotations planes
(det(u) = 1), c'est-�a-dire si n2 est pair, car les paires de �1 sont associ�es �a
des demi-tours plans, donc des rotations. Elle peut être le produit d'un nombre
quelconque de rotations planes, mais se d�ecompose en un produit d'au plus
partie enti�ere de n=2 rotations de plans deux �a deux orthogonaux (2n3 � n).

Nous dirons que u est une r�e
exion si n3 = 0 et si n2 = 1 (tu = u et
det(u) = �1).

Dans tous les autres cas, u est compos�ee d'une rotation et d'une r�e
exion.
Remarquons que la compos�ee d'un nombre pair de r�e
exions est une rotation.

Exemple 8.1.1. Le produit des rotations de R4 de matrices :

A =
1

7

0BB@
�3 �6 0 �2
�2 3 0 �6

0 0 7 0
6 �2 0 �3

1CCA ; B =

0BB@
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

1CCA
et :

C =
1

3

0BB@
1 2 0 2
2 1 0 �2
0 0 3 0
�2 2 0 �1

1CCA
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est la rotation de matrice :

R = ABC =
1

21

0BB@
12 6 �6 15
1 �10 �18 �4

14 7 0 �14
�10 16 �9 �2

1CCA :

Le polynôme caract�eristique de R, P = X4 + 8
21X

2 + 1, n'a pas de racine r�eelle
(P (�1) 6= 0). Les valeurs propres de R sont donc de la forme ei� :

� = ei� () 21e4i� + 8e2i� + 21 = 0;
() 21(e2i� + e�2i�) = �8;
() 21 cos(2�) = �4;
() cos(2�) = � 4

21 = 2 cos2 � � 1;

() cos � = �
q

17
42 ; sin � = �

q
5
42 :

On obtient deux rotations d'angles respectifs � = arccos(
q

17
42 ) et �� �, �a plans

orthogonaux.
D�eterminons les plans de ces rotations. Celui de la premi�ere est engendr�e

par deux vecteurs, v1 et v2, tels que :

Rv1 = cos � v1 + sin � v2;
Rv2 = � sin � v1 + cos � v2;

ce qui s'�ecrit dans R8 :�
R� cos � I4 � sin � I4

sin � I4 R� cos � I4

��
v1
v2

�
= O8:

Une solution est :

v1 =

0BB@
5
p

17 + 10
p

42

12
p

17 + 24
p

42

�23
p

17 +�46
p

42

80
p

17 + 9
p

42

1CCA ; v2 =

0BB@
12
p

17
p

42 + 253

�5
p

17
p

42 + 184
151
0

1CCA :

De même, le plan de la seconde est engendr�e par les vecteurs :

v3 =

0BB@
�5
p

17 + 10
p

42

�12
p

17 + 24
p

42

23
p

17 +�46
p

42

�80
p

17 + 9
p

42

1CCA ; v4 =

0BB@
�12
p

17
p

42 + 253

5
p

17
p

42 + 184
151
0

1CCA :

On peut v�eri�er que ces vecteurs sont deux �a deux orthogonaux, que kv1k = kv2k
et que kv3k = kv4k. O
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8.2 Rotations de Givens (1954)

L'automorphisme I(p;q;�), 1 � p < q � n, � 2 [��=2; �=2], de Rn est ainsi
d�e�ni dans la base canonique (ei) :8>>><>>>:

I(p;q;�)(ep) = c ep � s eq;
I(p;q;�)(eq) = s ep + c eq;

I(p;q;�)(ei) = ei pour i =2 fp; qg
c = cos(�); s = sin(�) :

La restriction de I(p;q;�) �a Vect(ep; eq) est la rotation d'angle � (voir 6.6). Re-
marquons que tI(p;q;�) = I(p;q;��) et que I(p;q;�)I(p;q;��) = In.

Soit A 2M(Rn). Le calcul de I(p;q;�)A demande 6n op�erations :8><>:
Li(I(p;q;�)A) = Li(A) pour i =2 fp; qg ;
Lp(I(p;q;�)A) = (c api � s aqi)1�i�n ;
Lq(I(p;q;�)A) = (s api + c aqi)1�i�n :

Comme AI(p;q;�) = t( tI(p;q;�)
tA), on a :8><>:

Ci(AI(p;q;�)) = Ci(A) pour i =2 fp; qg ;
Cp(AI(p;q;�)) = (c aip � s aiq)1�i�n ;
Cq(AI(p;q;�)) = (s aip + c aiq)1�i�n :

En�n le calcul de B = I(p;q;�)AI(p;q;�) = (bij) demande 12n op�erations.
Seules sont modi��ees les lignes et les colonnes d'indices p et q. On a, pour
i; j =2 fp; qg, bij = aij , puis pour i =2 fp; qg :8>>><>>>:

bip = c aip + s aiq ;

biq = c aiq � s aip ;
bpi = c api + s aqi ;

bqi = c aqi � s api ;

en�n, pour fi; jg = fp; qg :8>>><>>>:
bpp = cs (apq + aqp) + c2 app + s2 aqq ;

bqq = cs (aqp � apq) + c2 aqq + s2 app ;

bpq = cs (aqq � app) + c2 apq � s2 aqp ;
bqp = cs (aqq � app) + c2 aqp � s2 apq :

Ces rotations permettent d'annuler des composantes de la matrice A. On peut
la triangulariser (m�ethode QR par Givens, � 3n3 op�erations), ou, si elle est
sym�etrique, la tridiagonaliser (� 6n3 op�erations).
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Exemple 8.2.1. Pour triangulariser la matrice :

M =

0@ 1 2 �1
0 1 �2
�1 0 2

1A
annulons le terme en position (2; 3) dans I(2;3;�1)M , c'est-�a-dire �2(c + s), en
posant cos �1 = c et sin �1 = s, donc pour � = ��=4. On obtient :

M1 = I(2;3;�=4)M =

0@ 1 2 �1

�p2=2
p

2=2 0

�p2=2 �p2=2 2
p

2

1A
Annulons le terme en position (1; 3) dans I(1;3;�2)M , c'est-�a-dire �c � 2

p
2s,

d'o�u c = 2
p

2=3 et s = �1=3, et :

M2 = I(1;3;�)M1 =

0@ p
2=2 7

p
2=6 0

�p2=2
p

2=2 0
�1 �4=3 3

1A
Annulons en�n le terme en position (1; 2) dans I(1;2;�3)M2,

p
2(7c� 3s)=6, avec

c = 3
p

58=58 et s = 7
p

58=58 :

M3 = I(1;2;�)M2 =

0@ 5
p

116=58 0 0

�p2=2
p

116=6 0
�1 �4=3 3

1A ;

d'o�u M = QR avec Q = I(1;2;�3)I(1;3;�2)I(2;3;�1) et R = M3. O

Pour tridiagonaliser une matrice sym�etrique de S = (sij) 2 Mn(R), on an-
nule le terme s13 en rempla�cant S par I(2;3;�)SI(2;3;��) pour un � convenable,
puis le terme s14 en faisant agir de même I(3;4;�) pour un � convenable . . .,
jusqu'�a s1n en faisant agir I(n�1;n;�) pour un � convenable. On passe alors �a la
deuxi�eme ligne : on annule s2;4 grâce �a un I(3;4;�) bien choisi . . ., jusqu'�a s2n
grâce �a un I(3;n;�) . . ., ainsi de suite jusqu'�a la ligne n� 2, sn�2n �etant annul�e
par l'action d'un certain I(n�1;n;�).

Exemple 8.2.2. Tridiagonalisons la matrice sym�etrique :

S =

0BB@
4 2 2 1
2 4 1 �1
2 1 �2 0
1 �1 0 2

1CCA :

L'action de I2;3;��=4 donne :

S23 =

0BB@
4 2

p
2 0 1

2
p

2 2 �3 �p2=2

0 �3 0
p

2=2

1 �p2=2
p

2=2 2

1CCA :
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L'action de I2;4;� avec cos � = 2
p

2=3 et sin � = �1=3 donne :

S24 =

0BB@
4 3 0 0

3 14=9 �11
p

2=6 �7
p

2=18

0 �11
p

2=6 0 5=3

0 �7
p

2=18 5=3 22=9

1CCA :

L'action de I3;4;� avec cos � = 33=
p

1138 et sin � = �7=
p

1138 donne en�n
la matrice tridiagonale :

S34 =

0BB@
4 3 0 0

3 14=9 �p2276=18 0

0 �p2276=18 4004=5121 1149=569
0 0 1169=569 946=569

1CCA :

O

8.3 R�e
exions de Householder (1964)

Soit u = (ui) un vecteur de Rn muni de sa base canonique (ei)1�i�n. Nous
allons construire une r�e
exion de matrice Q qui annule les n � k � 1 derni�eres
composantes de u (0 � k � n� 2). Soit u0 le vecteur t(0; : : : ; 0; uk; : : : ; un).

Si v = u0 � ku0kek, w = v=kvk et P = w tw = (pij) avec pij = wiwj , on a :

tP = P;
Ci(P ) = wiw;
Pw = w tww = w; car w tw = kwk = 1;
P 2 = (w tw)(w tw) = w( tww) tw = w tw = P;

et P repr�esente un projecteur sym�etrique (donc orthogonal), de rang �egal �a 1 (les
colonnes de w tw sont proportionnelles �a w) et d'image Vect(w), diagonalisable
dans une base orthonorm�ee B = (�i) (th�eor�eme 7.8.1) :

MB(p) = Diag(1; 0; : : : ; 0):

Dans cette base, on a :

MB(iRn � 2p) = Diag(�1; 1; : : : ; 1);

de sorte que Q = In � 2P est la matrice, dans la base initiale, de la r�e
exion
orthogonale de direction engendr�ee par �k.

On a Qw = �w, Q(u � kukek) = �u + kukek, et, pour tout vecteur x
orthogonal �a w, Qx = x, et donc Qei = ei pour 1 � i � k � 1. Comme :

(u0 + ku0kek):(u0 � ku0kek) = ku0k2 � ku0k2 = 0

u0 + ku0kek est orthogonal �a w, on a Q(u0 + ku0kek) = u0 + ku0kek, d'o�u :

Qu0 = 1
2 (Q(u0 + ku0kek) +Q(u0 � ku0kek)

= 1
2 (u0 + ku0kek � u0 + ku0kek)

= ku0kek;
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et Qu = t(u1; : : : ; uk; 0; : : : ; 0), avec uk = ku0k. Le calcul de P , et donc de Q,
demande � (n� k)2=2 op�erations (le calcul des wiwj pour i � j).

Si A 2Mn(R), on a QA = w twA. Le calcul de twA demande � 2n(n � k)
op�erations et le produit par w en demande n(n� k). Le calcul de QA demande
donc 3n(n� k) op�erations. De même pour le calcul de AQ.

Nous allons d�eduire de cette construction une m�ethode de triangularisation
pour une matrice quelconque (m�ethode QR par Householder), et une m�ethode
de tridiagonalisation pour une matrice sym�etrique.

Exemple 8.3.1. Soit u = t(0; 3; 4). Nous voulons annuler les deux derni�eres

composantes de ce vecteur. On a successivement kuk = 5, v = u�5e1, kvk =
p
2

10

et w =
p
2

10 v, puis :

P = v tv =
1

50

0@ �5
3
4

1A (�5; 3; 4) =

0@ 1=2 �3=10 �2=5
�3=10 9=50 6=25
�2=5 6=25 8=25

1A ;

et :

Q = I3 � 2P =

0@ 0 3=5 4=5
3=5 21=25 �12=25
4=5 �12=25 9=25

1A ;

avec Qu = 5e1.

Pour obtenir Qu = 5e2, on pose v = u� 5e2, kvk = 2
p

5, w =
p
5

10
t(0;�2; 4),

et :

P =
1

20

0@ 0
�2

4

1A (0;�2; 4) =

0@ 1 0 0
0 3=5 4=5
0 4=5 �3=5

1A
O

Pour triangulariser une matriceM , on applique d'abord la m�ethode �a C1(M),
on obtient une matrice M1 = RM dont la premi�ere colonne est multiple de e1,
puis au vecteur dont la premi�ere composante est nulle et les n�1 derni�eres com-
posantes sont celles de C2(M1) : : : ainsi de suite jusqu'�a l'avant-derni�ere colonne.
On met ainsi M sous la forme d'un produit QR, o�u Q est une matrice ortho-
gonale, compos�ee de n� 1 r�e
exions, et R une matrice triangulaire sup�erieure.
Ce travail n�ecessite

P
1�k�n�1 3n(n� k) � 3n3=2 op�erations.

Pour tridiagonaliser une matrice sym�etrique S, on annule les n� 2 derni�eres
composantes de sa premi�ere colonne par la transformation S 7! PS. les n � 2
derni�eres composantes de la premi�ere ligne de SP sont donc nulles. La trans-
formation SP 7! PSP conserve la premi�ere ligne et annule les n � 2 derni�eres
composantes de la premi�ere colonne. On annule ensuite, de la même fa�con, les
n� 3 dern�eres composantes de la deuxi�eme colonne et de la deuxi�eme ligne : : :
ainsi de suite, jusqu'aux ant�ep�enulti�emes ligne et colonne. Ce travail n�ecessite
� 3n3 op�erations.
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Exemple 8.3.2. Pour triangulariser la matrice :

M =

0BB@
1 2 2 0
1 4 1 5
1 0 1 7
�1 0 5 5

1CCA
posons d'abord :

u1 = t(1; 1; 1;�1); ku1k = 2;
v1 = u1 � ku1ke1 = t(�1; 1; 1;�1); kv1k = 2;
w1 = v1=kv1k = 1

2
t(�1; 1; 1;�1);

Q1 = I4 � 2w1
tw1 =

1

2

0BB@
1 1 1 �1
1 1 �1 1
1 �1 1 1
�1 1 1 1

1CCA
d'o�u :

M1 = Q1M =
1

2

0BB@
4 6 �1 7
0 6 7 3
0 �2 7 7
0 2 5 17

1CCA ;

puis, dans un deuxi�eme pas :

u2 = t(0; 3;�1; 1); ku2k =
p

11;

v2 = u2 � ku2ke2 = t(0; 3�p11;�1; 1); kv2k =
p

22� 6
p

11;

w2 = v2=kv2k = 1p
22�6p11

t(0; 3�p11;�1; 1);

Q2 = I4 � 2w2
tw2 =

0BB@
1 0 0 0
0 0; 904534 �0; 301511 0; 301511
0 �0; 301511 0; 047732 0; 952267
0 0; 301511 0; 952267 0; 047732

1CCA ;

d'o�u :

M2 = Q2M1 =

0BB@
2 3 �0:5000000 3; 500000
0 3:316624 2:864357 2; 864357
0 0 1; 492443 7; 809068
0 0 4; 507556 4; 190931

1CCA ;

et en�n, dans un troisi�eme pas :

u3 = t(0; 0; 1; 492443; 4; 507556); ku3k = 4; 748205;
v3 = u3 � ku3ke3 = t(0; 0; �1; 627881; 2; 253778); kv3k = 2; 780200;
w3 = v3=kv3k = t(0; 0; �0; 585526; 0; 810653);

Q3 = I4 � 2w3
tw3 =

0BB@
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0; 314317 0; 949317
0 0 0; 949317 �0; 314317

1CCA ;
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d'o�u :

M3 = Q3M2 =

0BB@
2 3 �0; 500000 3; 500000
0 3; 316624 2; 864357 2; 864357
0 0 4; 748205 6; 433052
0 0 0 6; 096006

1CCA :

Finalement, M = QR, avec R = M3 et :

Q = Q3Q2Q1 =

0BB@
0; 500000 0; 500000 0; 500000 �0; 500000
0; 150755 0; 753778 �0; 452267 0; 452267
0; 382919 �0; 191459 0; 536087 0; 727547
�0; 762000 0; 381000 0; 508000 0; 127000

1CCA :

Nous n'avons �ecrit que les 6 premi�eres d�ecimales. O

Exemple 8.3.3. Tridiagonalisons la matrice sym�etrique :

S =

0BB@
4 2 2 1
2 4 1 �1
2 1 �2 0
1 �1 0 2

1CCA :

Les trois derni�eres composantes de la premi�ere colonne donnent le vecteur :

u1 = t(0; 2; 2; 1) ; ku1k = 3 ;

d'o�u les vecteurs :

v1 = u1 � 3e2 = t(0;�1; 2; 1) ; kv1k =
p

6 ; w1 = v1=kv1k ;

et les matrices :

P1 =
1

6

0BB@
0 0 0 0
0 1 �2 �1
0 �2 4 2
0 �1 2 1

1CCA
et :

R1 = I4 � 2P1 =
1

3

0BB@
3 0 0 0
0 2 2 1
0 2 �1 �2
0 1 �2 2

1CCA ;

La premi�ere transform�ee de S est donc :

S1 = R1SR1 =
1

9

0BB@
36 27 0 0
27 14 20 13
0 20 26 �11
0 13 �11 �4

1CCA :
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Pour la seconde transformation, consid�erons les vecteurs :8><>:
u2 = 1

9
t(0; 0; 20; 13); ku2k =

p
569=9 ;

v2 = 1
9
t(20�p569; 13) ; kv2k2 = 1138� 40

p
569 ;

w2 = v2=kv2k ;

d'o�u la matrice, en n'�ecrivant que les 6 premi�eres d�ecimales :

R2 = I4 � 2w2
tw2 =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0; 838443 0; 544988
0 0 0; 544988 �0; 838443

1CCA
et en�n la matrice tridiagonale :

S2 = R2S1R2 =

0BB@
4 3 0 0
3 1; 555555 2; 650413 0
0 2; 650413 0; 781878 2; 019332
0 0 2; 019332 1; 662566

1CCA
= R2R1SR1R2 = RSR

avec :

R =

0BB@
1 0 0 0
0 0; 666666 0; 666666 0; 333333
0 0; 740625 �0; 642806 �0; 195636
0 0; 083844 0; 377299 �0; 922288

1CCA :

O

9 Formes quadratiques

La relation quadratique :

4xy = (x+ y)2 � (x� y)2

�etait connue des Babyloniens au 17�eme si�ecle avant J-C, et sans doute bien
avant, et leur permettait de r�esoudre les �equations du deuxi�eme degr�e (ils ne
consid�eraient que les racines positives).

Le th�eor�eme de Pythagore (-580,-490) �etait connu des M�esopotamiens 1000
ans auparavant.

Les Pythagoriciens avaient calcul�e les solutions enti�eres de l'�equation dio-
phantienne x2 + y2 � z2 = 0.

Al Khawarizmi (790-850) fonde une th�eorie des �equations quadratiques.
En g�eom�etrie, Descartes, Pascal et Desargues ram�enent l'�etude des coniques

�a celle de formes quadratiques dans le plan projectif.
En m�ecanique Newtonienne, l'�energie cin�etique et les moments d'inertie sont

des formes quadratiques.
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9.1 Formes quadratiques r�eelles

Une forme quadratique sur E, R-espace vectoriel de dimension n muni
d'une base (�i), est une fonction polynomiale homog�ene de degr�e 2 :

q((x1; : : : ; xn)) =
X
i;j�i

qij xi xj

que l'on peut �ecrire :

q((x1; : : : ; xn)) =
X
i

aii x
2
i +

X
i;j�i

aij (xi xj + xj xi) :

On voit que l'ensemble FQn des formes quadratiques sur E est un R-espace
vectoriel de base (xixj)i�j , donc de dimension n(n+ 1)=2.

Une forme bilin�eaire sur E est une application B : E�E ! R lin�eaire sur
chaque facteur. Elle est sym�etrique si B(x; y) = B(y; x) quels que soient x et
y dans E. L'ensemble FBSn des formes bilin�eaires sym�etriques est un R-espace
vectoriel. On a par bilin�earit�e et sym�etrie :

B((xi); (yi)) =
X
i

xiyiB(�i; �i) +
X
i<j

(xiyj + xjyi)B(�i; �j) ;

de sorte que la forme B est d�etermin�ee par les n(n + 1)=2 scalaires B(�i; �j)
pour i � j : FBS est de dimension n(n+ 1)=2. L'ensemble Sn(R) des matrices
sym�etriques de Mn(R) est aussi de dimension n(n+ 1)=2 (proposition 2.3.2).

Les applications lin�eaires :

u : Sn ! FBSn
S = (sij) 7! B((xi); (yi)) =

P
i sii xiyi +

P
i<j sij (xiyj + xjyi)

et :
v : Sn ! FQn

S = (sij) 7! q((xi)) =
P
i sii x

2
i + 2

P
i<j sij xixj

sont des isomorphismes, d'o�u l'isomorphisme :

v � u�1 : FBSn ! FQn
B 7! q : x 7! B(x; x) :

On peut retrouver B, la forme polaire de q, �a partir de q grâce �a la matrice
S = v�1(q). On peut aussi remarquer que :

q(x+ y) = B(x+ y; x+ y) = B(x; x) +B(y; y) + 2B(x; y)
q(x� y) = B(x+ y; x+ y) = B(x; x) +B(y; y)� 2B(x; y)

d'o�u l'on d�eduit les identit�es de polarisation :

B(x; y) = 1
4 (q(x+ y)� q(x� y))

= 1
2 (q(x+ y)� q(x)� q(y)) :
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La forme bilin�eaire sym�etrique B, ou la forme quadratique associ�ee, est po-
sitive si, pour tout x 2 E, B(x; x) = q(x) � 0, et d�e�nie, ou non d�eg�en�er�ee, si
de plus B(x; x) = 0 implique x = 0. Dans ce cas B est un produit scalaire et q
la norme associ�ee.

Th�eor�eme 9.1.1 (Diagonalisation simultan�ee). Soit E un espace euclidien, q
une forme quadratique et B sa forme polaire. Il existe une base orthonorm�ee
dans laquelle q est une combinaison lin�eaire de carr�es.

D�emonstration. Soit B une base orthonorm�ee de E. La matrice sym�etrique S
de q dans B se met sous la forme S = PD tP , P �etant une matrice orthogonale
(th�eor�eme 6.7.1). La nouvelle base,B0, image deB par cette matrice orthogonale
(repr�esentant une isom�etrie), est orthonorm�ee (proposition 6.4.2). On a dans B,
quels que soient x et y dans E :

q(x) = txPD tPx = t( tPx)D( tPx) ;
B(x; y) = txPD tPy = t( tPx)D( tPy) ;

et dans B0, avec D = Diag(�i) et en posant tPx = x0 = (x0i) et tPy = y0 :

q((x0)) =
P
i di x

02
i

B(x0; y0) =
P
i di x

0
iy
0
i :

Quand une forme quadratique est mise sous la forme
P
i �i x

2
i , le nombre r

de �i non nuls est son rang. S'il y a s �i positifs et t �i n�egatifs (s+ t = r), on
dit que sa signature est (s; t). La norme dans un espace euclidien de dimen-
sion n est une forme quadratique de signature (n; 0). Ces notions sont dues �a
Sylvester. Gauss a �egalement travaill�e sur ce sujet.

Exemple 9.1.1 La forme quadratique sur R3 q(x; y; z) = xy + yz s'�crit :

q(x; y; z) = (x; y; z)

0@ 0 1=2 0
1=2 0 1=2
0 1=2 0

1A0@ x
y
z

1A :

On obtient S = PD tP avec :

D =

0@ 0 0 0

0
p

2 0

0 0 �p2

1A ; P =
1

2

0@
p

2 1 1

0
p

2 �p2

�p2 1 1

1A
et la forme quadratique q s'�ecrit

p
2 (y02 � z02) dans la nouvelle base (ortho-

norm�ee). Son rang est 2, sa signature (1; 1). O

En divisant les vecteurs de la nouvelle base par
p
j�ij lorsque �i 6= 0 et en

mettant d'abord les vecteurs associ�es aux �i > 0 puis ceux associ�es aux �i < 0,
on obtient une base dans laquelle :

q((xi)) =
X

1�i�r
x2i �

X
r+1�i�r+s

x2j :
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La m�ethode de Gauss est un moyen rapide pour r�eduire la forme qua-
dratique q((xi)) =

P
ij qij xixj �a une combinaison lin�eaire de carr�es. Il s'agit

d'absorber les doubles produits dans des carr�es.
Si un qii est di��erent de 0, on peut supposer, �a une permutation de coor-

donn�ees pr�es, que c'est q11. On met alors q sous la forme :

q((xi)) = q11(x1 +
X

2�j�n

q1j
2 q11

xj)
2 + q0((x2; : : : ; xn)) ;

de sorte que l'on a, en posant x01 = x1 +
P

2�j�n
q1j
2q11

xj :

q((x01; x2; : : : ; xn)) = q11x
02
1 + q0((x2; : : : ; xn)) ;

et on recommence avec q0, qui a n� 1 variables.
Si q ne contient que des doubles produits, supposons q12 non nul, encore �a

une permutation de coordonn�ees pr�es. Le changement de variables x01 = x1+x2,
x02 = x1 � x2, x0i = xi pour i > 2, remplace 4x1x2 par x021 � x022 , et on a :

q((x0i)) =
q12
4

(x021 � x022 ) + q1((x
0
i)) ;

o�u q1 ne contient pas de carr�es. Nous sommes ramen�es �a la situation pr�ec�edente.
Voici un exemple avec un carr�e :

xy + y2 + yz = (y +
x

2
+
z

2
)2 � 1

4
(x+ z)2

= x02 � y02 ;

de signature (1; 1), pour lequel la diagonalisation donne :

xy + y2 + yz =
1

2
((
p

3 + 1)y21 � (
p

3� 1)z21) :

Puis un exemple sans carr�e :

q((x; y; z; t)) = xy + yz + zt

=
1

4
[(x+ y)2 � (x� y)2] + yz + zt :

Posons x+ y = x0, x� y = y0, z = z0, t = t0 :

q((x; y; z; t)) =
1

4
(x02 � y02) +

1

2
(x0z0 � y0z0) + z0t0

=
1

4
((x02 + 2x0z0 + z02)� z02 � (y02 + 2y0z0 + z02) + z02 + z0t0)

=
1

4
(x002 � y002 + z002 � t002)

avec x0 + z0 = x00, y0 + z0 = y00, z0 + t0 = z00, z0 � t0 = t00. La signature de q est
(2; 2).
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La diagonalisation donne :

q(x; y; z; t) =
1

4
((
p

5 + 1)x21 + (
p

5� 1)x22 � (
p

5 + 1)x23 + (
p

5� 1)x24) :

Les coe�cients sont di��erents mais le rang et la signature sont les mêmes.
Nous allons le d�emontrer dans le cas g�en�eral.

Th�eor�eme 9.1.2 (Loi d'inertie de Sylvester). La signature d'une forme qua-
dratique q est ind�ependante de la base dans laquelle elle est mise sous forme
d'une combinaison lin�eaire de carr�es.

D�emonstration. Il existe une base dans laquelle :

q(x) =
X

1�i�r
x2i �

X
r+1�i�r+s

x2i :

Supposons que dans une autre base :

q(x) =
X

1�i�r0
l2i �

X
r0+1�i�r0+s0

l2i ;

les li �etant des formes lin�eaires en les (xi) ind�ependantes. Remarquons que
r + s = r0 + s0, le rang de q ne d�ependant pas de la base. Des deux expressions
de q(x) on d�eduit :X

1�i�r
x2i +

X
r0+1�i�r0+s0

l2i =
X

1�i�r0
l2i +

X
r+1�i�r+s

x2i :

Les membres de cette �egalit�e s'annulant simultan�ement, on a l'�equivalence :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

x1 = 0
...

xr = 0

lr0+1 = 0
...

lr0+s0 = 0

()

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

l1 = 0
...

lr0 = 0

xr+1 = 0
...

xr+s = 0

et les deux syst�emes ont le même rang. Montrons que le premier est de rang
r + s0. Supposons qu'il existe une combinaison lin�eaire :X

1�i�r
ai xi +

X
r0+1�j�r0+s

aj lj = 0 ;

d'o�u
P

1�i�r ai xi = �Pr0+1�j�r0+s aj lj = 0. On a alors :

q(
X

1�i�r
ai xi) = q(

X
r0+1�j�r0+s

bj lj) :
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Le premier membre de cette �equation est positif, le second est n�egatif : ils
sont donc nuls, et les ai sont tous nuls. Les lj �etant ind�ependantes, les bj sont
�egalement tous nuls.

Le premier syst�eme est donc form�e de r + s0 �equations ind�ependantes. Le
même raisonnement s'applique au second, dont le rang est donc r0 + s. Du
syst�eme : (

r + s0 = r0 + s

r + s = r0 + s0

on d�eduit que s0 � s = s� s0, d'o�u s = s0 et r = r0.

Exemple 9.1.2. M�ecanique : d�etermination des axes principaux d'inertie d'un
solide S. Soit � une droite vectorielle de vecteur unitaire directeur (�; �; 
),
orthogonale au plan vectoriel � (donc d'�equation �x+�y+
z = 0). Le moment
d'inertie de S par rapport �a � est �egal �a :

I�(S) =
1

2

ZZZ
S

d2(P;�) dm

De la distance d'un point P de coordonn�ees (x; y; z) dans un rep�ere orthonorm�e
au plan � :

d(P;�) = k�x+ �y + 
zk ;
de sa distance �a l'origine (x2 + y2 + z2)1=2 et du th�eor�eme de Pythagore nous
d�eduisons le carr�e de la distance de P �a � :

d2(P;�) = x2 + y2 + z2 � k�x+ �y + 
zk2
= (1� �2)x2 + (1� �2)y2 + (1� 
2)z2
�2(�� xy + �
 yz + 
� zx)

= (�2 + 
2)x2 + (�2 + 
2)y2 + (�2 + �2)z2

�2(�� xy + �
 yz + 
� zx) ;

d'o�u :
I�(S) = A�2 +B �2 + C 
2 � 2(�� F + �
 D + 
�E)

avec :

A =
RRR

S
(y2 + z2) dm ; B =

RRR
S

(z2 + x2) dm ; C =
RRR

S
(x2 + y2) dm ;

D =
RRR

S
yz dm ; E =

RRR
S
zx dm ; F =

RRR
S
xy dm :

Cette forme quadratique a pour matrice :

I(S) =

0@ A �F �E
�F B �D
�E �D C

1A
dont les vecteurs propres orthonorm�es engendrent les axes principaux d'inertie
de S. O
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Exemple 9.1.3. Les coniques dans le plan projectif r�eel. Le plan projectif P2(R)
est l'ensemble R3 n f0g quotient�e par la relation d'�equivalence :

(x; y; z) � (x0; y0; z0) () 9� 2 R� : (x0; y0; z0) = �(x; y; z) :

C'est l'ensemble des droites vectorielles priv�ees de l'origine. L'�equation projec-
tive d'une conique est x2 + y2 � z2 = 0 dans un rep�ere orthogonal. Dans le
plan z = 1 on obtient l'ellipse, dans le plan y = 1, l'hyperbole, et dans le plan
y + z = 1 la parabole. O

9.2 Formes quadratiques hermitiennes

Une forme quadratique hermitienne q sur l'espace hermitien H est
d�e�nie �a partir d'un endomorphisme hermitien u :

8z 2 H; q(z) = (u(z) j z) :
Pour tout � 2 C on a :

q(�z) = (u(�z) j�z) = (�u(z) j�z) = ��� q(z) = k�k2 q(z)
et en particulier q(iz) = q(z).

La matrice de u dans une base orthonorm�ee est la matrice de q, ou de sa
forme polaire �(z; z0) = (u(z) j z0). Notons que � est sesquilin�eaire :

�(�z; z0) = (�u(z) j z0) = ���(z; z0)
�(z; �z0) = (u(z) j�z0) = ��(z; z0)

et poss�ede la sym�etrie hermitienne :

�(z0; z) = (u(z0) j z) = (z0 ju(z)) = (u(z) j z0) = �(z; z0)

quels que soient � 2 C et z et z0 dans H.

Proposition 9.2.1. Quel que soit z 2 H, q(z) est r�eel et l'ensemble FQHn des
formes quadratiques hermitiennes sur H est un R-espace vectoriel de dimension
n2.

D�emonstration. L'endomorphisme u �etant hermitien, on a :

q(z) = (u(z) j z) = (z ju(z)) = (u(z) j z) = q(z)

et q(z) est r�eel. L'application u 7! q du R-espace vectoriel �(H), de dimension
n2 (proposition 5.8.4), dans FQHn est lin�eaire, surjective par construction et
injective (q = 0 implique u = 0). C'est donc un isomorphisme.

L'identit�e de polarisation s'�ecrit dans ce cas :

�(z; z0) =
1

4
(q(z + z0)� q(z � z0) + i q(z � iz0)� i q(z + iz0)) :
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Exemple 9.2.1. La forme polaire de la forme quadratique hermitienne sur C2 :

q((z1; z2)) = i (�z1z2 � z1�z2)

a pour matrice :

� =

�
0 i
�i 0

�
:

Remarquons que q((x+ iy; x0 + iy0)) = 2(x0y � xy0) est bien r�eel.
Le polynôme caract�eristique de � est X2 � 1, ses valeurs propres sont 1 et

�1, ses vecteurs propres, respectivement, t(1;�i) et t(�i; 1), d'o�u les matrices
de passage :

P =
1p
2

�
1 �i
�i 1

�
et P�1 = t�P =

1p
2

�
1 i
i 1

�
et la diagonalisation � = P Diag(1;�1)P�1. Dans la nouvelle base on a :

q((z1; z2)) = z1�z1 � z2�z2 = kz1k2 � kz2k2 :

A partir de :

(z1 + iz2)(z1 + iz2) = kz1k2 + kz2k2 + i (�z1z2 � z1�z2) ;

(iz1 + z2)(iz1 + z2) = kz1k2 + kz2k2 � i (�z1z2 � z1�z2)

et en posant z01 = z1 + iz2 et z02 = iz1 + z2 on obtient :

z01 �z01 � z02 �z02 = 2i (�z1z2 � z1�z2)

d'o�u q(z01; z
0
2) = 1

2 (kz01k2 � kz02k2). O

La loi d'inertie de Sylvester s'applique encore, ainsi que le concept de signa-
ture. On peut en e�et reprendre la d�emonstration du th�eor�eme 9.1.2 en rem-
pla�cant les carr�es (x2i , l

2
i ) par les carr�es des modules (xi�xi = jxij2, li�li = jlij2),

dire que ces carr�es s'annulent simultan�ement, d'o�u la nullit�e des xi et des li. La
suite de la d�emonstration est inchang�ee.

Exemple 9.2.2. Appliquons la m�ethode de Gauss �a la forme quadratique her-
mitienne sur C3 :

q((z1; z2; z3)) = jz1j2 + �z1z2 + �z2z1 � 2i (�z1z3 � �z3z1) :

Si l1 = z1 + z2 � 2iz3, on a :

jl1j2 = jz1j2 + �z1z2 + �z2z1 � 2i (�z1z3 � �z3z1 + jz2j2 � 2i (�z2z3 � �z3z2) + 4jz3j2

et :
q((z1; z2; z3))� jl1j2 = �jz2j2 + 2i (�z2z3 � z2�z3)� 4jz3j2

= �(z2 � 2iz3)(z2 � 2iz3)
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en�n :
q = jl1j2 � jl2j2

avec l2 = z2� iz3. La signature de q est (1; 1). La forme diagonale de sa matrice
associ�ee :

Q =

0@ 1 1 �2i
1 0 0

2i 0 0

1A
est Diag(1 +

p
21
2 ; 1�

p
21
2 ; 0), ce qui con�rme la signature.

9.3 En caract�eristique 2

Les choses se passent plutôt mal. Prenons l'espace vectoriel F22. La forme
quadratique q((x; y)) = xy a pour matrice la matrice J1 de 7.10, non diagona-
lisable. On ne peut la mettre sous forme d'une somme de carr�es et elle n'a pas
de forme polaire.

Le produit (x1; x2) : (y1; y2) = x1y1 + x2y2, que l'on admet en th�eorie du
codage comme produit scalaire, est tel que (1; 1) : (1; 1) = 0 : le vecteur (1; 1)
est isotrope, c'est-�a-dire orthogonal �a lui-même.

10 Syst�emes di��erentiels lin�eaires

Un syst�eme di��erentiel lin�eaire est une �equation avec des conditions initiales :

x0(t) = M x(t) ; x(0) = x0 ;

o�u x(t) = (xi(t)) est un vecteur de Rn fonction de t, x0(t) = (x0i(t)) le vec-
teur d�eriv�e en t, M une matrice de Mn(R), et x0 un vecteur de Rn, appel�e
conditions initiales.

10.1 R�eduction de M

Si M = P J P�1 (J �etant la forme de Jordan de M), on peut �ecrire ce
syst�eme :

x0(t) = P J P�1 x(t) ; x(0) = x0

et en posant y(t) = P�1x(t), y0(t) = P�1x0(t) :

y0(t) = J y(t) ; y(0) = (ci) = P�1x0 :

Si les valeurs propres sont �1; : : : ; �s, on commence par r�esoudre la derni�ere
�equation du syst�eme y0n = �s yn, ce qui donne yn(t) = cn e

�s t.
On a ensuite �a r�esoudre des �equations du type y0k(t) = �h yk(t), yk(0) = ck,

d'o�u yk(t) = ck e
�h t, ou du type y0k(t) = �h yk(t) + yk�1(t), yk(0) = ck, yk�1(t)

�etant d�ej�a calcul�e. On cherche dans ce cas une solution particuli�ere z(t) de
z0(t) = yk�1(t), z(0) = z0 (z0 quelconque, mais non nul) que l'on ajoute �a la
solution de l'�equation y0k = �h yk(t), yk(0) = ck � z0.
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Une fois y(t) calcul�e, on revient �a x(t), �egal �a P y(t). Remarquons que l'on
n'a pas �a calculer P�1.

Le calcul du polynôme caract�eristique n�ecessite � 2n4 op�erations par l'algo-
rithme de Leverrier. Les autres calculs sont d'un ordre inf�erieur.

Nous allons pr�esenter une autre m�ethode.

10.2 Exponentielle de M

On v�eri�e sans mal que l'application :

Mn(R) ! R+

M 7! jjM jj = supjjxjj=1 jjM xjj

est une norme. On a �evidemment jjM2jj � jjM jj2, car le x assurant le sup de
M2 x n'est pas en g�en�eral celui qui assure le sup de M x. D'o�u par r�ecurrence
jjMpjj � jjM jjp pour tout p > 1. Posons, pour un r�eel t :

Mp(t) = In + tM +
t2

2!
M2 + � � �+ tp

p!
Mp (In = M0) :

Nous avons :

jjMp(t)jj � 1 + jtj jjM jj+ j t
2

2!
j jjM jj2 + � � �+ j t

p

p!
j jjM jjp

� ejtj jjM jj ;

ce qui assure la convergence de la s�erie matricielle
P
p�0

tp

p!M
p, dont la somme

est, par d�e�nition, l'exponentielle de tM , not�ee etM . Si M est diagonalisable
(M = PDP�1), on a pour tout n :

Mn = PDP�1DDP�1P � � �P�1PDP�1 = PDnP�1 ;

et etM = PetDP�1 ; etD est la matrice diagonale dont les termes diagonaux
sont les exponentielles des valeurs propres de tM . On peut �egalement calculer
etM lorsque M est r�eductible �a la forme de Jordan non diagonale. Ces m�ethodes
exigent beaucoup de calculs.

La convergence �etant normale (en norme), on peut d�eriver terme �a terme :

d

dt
etM = M + tM2 +

t2

2!
M3 + � � � = M etM :

appliquons au vecteur x0 :

d

dt
(etMx0) = M etMx0 :

Le vecteur x(t) = etMx0 est donc solution du syst�eme x0(t) = M x(t) ; x(0) = x0
(pour t = 0, etM = In).
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Nous avons etM = Mp(t) +Rp(t) avec :

jjRp(t)jj = j tp+1

(p+ 1)!
j jj1 +

tM

p+ 2
+

t2M2

(p+ 2)(p+ 3)
+ � � �jj

� j tp+1

(p+ 1)!
j jjetM jj :

Ceci montre que Mp(t) approche d'aussi pr�es qu'on veut etM , avec p
su�samment grand. Si n est tr�es grand, beaucoup plus que le p assurant la
pr�ecision souhait�ee, le calcul exige � 2p n3 op�erations, donc beaucoup moins que
la premi�ere m�ethode (� 2n4). Or un calcul approch�e, si l'erreur est inf�erieure
aux erreurs d'arrondis d'une m�ethode exacte, ou �a la pr�ecision des mesures, est
�equivalent �a une m�ethode exacte.

Proposition 10.2.1. Si les matrices A et B de Mn(R) commutent, on a :

eA+B = eAeB :

D�emonstration. La di��erence MA;pMB;p �MA+B;p est inf�erieure en module �a

jj tp+1

(p+ 1)!
(MA;pMB;p)jj et tend donc vers 0 quand p!1.

Exemple 10.2.1. R�esolvons le syst�eme di��erentiel lin�eaire :�
x0(t) = 2x(t)� 3y(t) ; x(0) = 1 ;
y0(t) = x(t)� 2y(t) ; y(0) = 1 :

La r�eduction de la matrice M du syst�eme donne :�
2 �3
1 �2

�
=

1

2

�
3 1
1 1

��
1 0
0 �1

��
1 �1
�1 3

�
= PDP�1 :

On a :

etM = PetDP�1 =
1

2

�
3et � e�t �3et + 3e�t

et � e�t �et + 3e�t

�
;

et etM appliqu�ee au vecteur (1; 1) donne la solution x(t) = y(t) = e�t. O

11 Interpolation de Lagrange

Voici une m�ethode cryptographique, le sch�ema �a seuil de Shamir 3, qui uti-
lise l'interpolation de Lagrange. Un nombre r�eel a0 est le secret. On g�en�ere
al�eatoirement des entiers naturels a1, . . ., at�1, inf�erieurs �a un nombre premier
p, et on construit le polynôme P =

Pt�1
i=0 aiX

i 2 Fp[X], Fp �etant le corps des
entiers modulo p. Si n personnes (n beaucoup plus grand que t) sont num�erot�ees
de 1 �a n, on donne �a chacune le nombre P (i), i �etant son num�ero. Alors, si t
(au moins) d'entre ces personnes se r�eunissent, elles peuvent retrouver P par
interpolation et donc a0. On sait en e�et qu'un polynôme de degr�e t � 1 est
enti�erement d�etermin�e par sa valeur en t points distincts.

3. Handbook of Applied cryptography, A. Menezes, P. van Oorschot and S. Vanstone, CRC
Press, 1996, ch.12, p. 526.
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11.1 Polynômes de Lagrange

Revenons au cas g�en�eral. Etant donn�es un intervalle I = [a; b] � R et n +
1 points x0 < x1 < : : : < xn �equir�epartis de I constituant le support de
l'interpolation, les polynômes :

Lk(x) =

nY
i=0
i6=k

x� xi
xk � xi

sont appel�es polynômes de Lagrange. En posant xi = x0+ ih (h = (b�a)=n)
et x = x0 + sh, on obtient :

Lk(x) =

nY
i=0
i6=k

s� i
k � i = lk(s) ;

les lk(s) pouvant être mis dans une base de donn�ees.

11.2 Matrices de Lagrange

Cherchons un polynôme P =
P

0�i�n �iX
i 2 R[X] (le polynôme d'interpo-

lation) de degr�e au plus �egal �a n et tel que P (xi) = yi pour 0 � i � n, les (yi)
�etant des r�eels donn�es. Ceci se traduit par le syst�eme :8><>:

�0 + �1 x0 + � � �+ �n x
n
0 = y0 ;

...
�0 + �1 xn + � � �+ �n x

n
n = yn ;

qui s'�ecrit A� = y. Le d�eterminant de A est un d�eterminant de Vandermonde,
donc non nul, et le syst�eme admet la solution unique � = A�1y.

Le polynôme cherch�e s'�ecrit donc P (X) = (1; X; : : : ;Xn)A�1y.
Il nous reste �a calculer A�1. Si y = ek, A�1ek est est la k-i�eme colonne de

A�1, Ck(A�1). On a Lj(A)Ck(A�1) = �jk d'apr�es la d�e�nition de la matrice
inverse. Or l'expression :

Lj(A) = (1; xj ; : : : ; x
n
j ) = (1; X; : : : ;Xn)jX=xj

montre que (1; X; : : : ;Xn)A�1ek est le k-i�eme polynôme de Lagrange, Lk. La
k-i�eme colonne de A�1 est donc form�ee des coe�cients du polynôme Lk, selon
les puissances croissantes du haut vers le bas.

Par exemple, pour le support (0; 1; 2), on a :

A =

0@ 1 0 0
1 1 1
1 2 4

1A ;
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puis :

L1(x) = �1=2(x� 1) (x� 2) = �1(x2 � 3x+ 2)=2 ;
L2(x) = �x(x� 2) = �x2 + 2x ;
L3(x) = x(x� 1)=2 = (x2 � x)=2 ;

d'o�u :

A�1 =
1

2

0@ 2 0 0
�3 4 �1

1 �2 1

1A :

Cette m�ethode d'interpolation ne peut être utilis�e quand n est grand, car xni
est pris pour 0 par le calculateur si jx0j < 1 et pour l'in�ni si jx0j > 1.

12 Interpolation de Tchebychev

12.1 Polynômes et support de Tchebychev

L'id�ee de d�epart est de poser y = cos � et Tk(y) = cos(k�). Il faut donc
d'abord ramener l'intervalle d'interpolation [a; b] �a [�1; 1], ce que l'on fait en
posant :

y =
2x� a� b
b� a :

Pour calculer les Tk, la formule :

Tk+1(y) = cos((k + 1)�) = 2 cos � cos(k�)� cos((k � 1)�) ;

d�eduite de la formule d'addition :

cos p+ cos q = 2 cos
p+ q

2
cos

p� q
2

; avec p = (n+ 1)� ; q = (n� 1)� ;

donne la relation de r�ecurrence :

Tk+1(y) = 2yTk(y)� Tk�1(y)

qui engendre les Tk �a partir de T1(y) = y. Pour une raison qui se manifestera
ult�erieurement, on pose T0(y) =

p
2=2 au lieu de 1. La formule donne :

T2(y) = 2y2 � 1; T3(y) = 4y3 � 3y; T4(y) = 8y4 � 8y2 + 1 : : : :

Elle montre que les T2k sont pairs et les T2k+1 impairs, que Tk(�1) = �1 et
Tk(1) = 1, et que les Tk prennent leur valeur entre �1 et 1 pour �1 � y � 1, ce
qui �evite les probl�emes pos�es par les polynômes de Lagrange.

Les k racines de Tk sont r�eelles et comprises entre �1 et 1.
En e�et, cos(k�) = 0 �equivaut �a � = �(�=2k + h 2�=k), 0 � h � k � 1, ce

qui donne, pour y, k valeurs distinctes dans ]� 1; 1[.

Les n+ 1 points du support de Tchebychev sont :

yj = � cos
(2j + 1)�

2n+ 2
; 0 � j � n� 1 :
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12.2 Matrices de Tchebychev

Passons �a l'interpolation. Les valeurs r�eelles f0; : : : ; fn �etant donn�ees, on veut
construire un polynôme P =

P
0�i�n aiTi tel que P (yk) = fk, 0 � k � n � 1.

Ces conditions m�enent au syst�eme :8>><>>:
a0 T0(y0) + : : :+ an Tn(y0) = f0
...

a0 T0(yn) + : : :+ an Tn(yn) = fn

qui s'�ecrit TA = F avec :

T =

0B@ T0(y0) : : : Tn(y0)
...

...
T0(yn) : : : Tn(yn)

1CA ; A =

0B@ a0
...
an

1CA ; F =

0B@ f0
...
fn

1CA :

Calculons tT T , en posant
P
k Tp(yk)Tq(yk) =

P
TpTq :

tT T =

0B@ T0(y0) : : : T0(y0)
...

...
Tn(yn) : : : Tn(yn)

1CA
0B@ T0(y0) : : : Tn(y0)

...
...

T0(yn) : : : Tn(yn)

1CA

=

0B@
P
T0T0 : : :

P
T0Tn

...
...P

TnT0 : : :
P
TnTn

1CA :

Les termes diagonaux valent (n+ 1)=2 et tous les autres sont nuls. En e�et,
pour p > 0 et q > 0, les �egalit�es :P

k Tp(yk)Tq(yk) =
P
k cos (

2k + 1

2n+ 2
p�) cos(

2k + 1

2n+ 2
q�)

=
n+ 1

2
si p = q

= 0 si p 6= q

ainsi que
P
T0T0 = (n + 1)=2 et

P
T0Tp = 0, d�ecoulent du choix de T0 et des

formules de trigonom�etrie :

2 cos2 x = cos 2x+ 1 ;
cos(a+ b) + cos(a� b) = 2 cos a cos b ;P
0�k�n cos (

2k + 1

2n+ 2
r�) = 0 si r 6= 0 :

On a donc T�1 =
2

n+ 1
tT .
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Pour n = 2 on obtient le support (�p3=2; 0;
p

3=2), et :

T =

0@
p

2=2 �p3=2 1=2p
2=2 0 �1p
2=2

p
3=2 1=2

1A ; T�1 =
2

3

0@ p
2=2

p
2=2

p
2=2

�p3=2 0
p

3=2
1=2 �1 1=2

1A :

Pour les donn�ees F = (6; 2; 3), on obtient a = T�1F = (4
p

3;�p3; 1) et :

P (y) = 4
p

3T0 �
p

3T1 + T2 = 2y2 �
p

3 y + 3 :

L'interpolation polynomiale permet d'approcher d'aussi pr�es que l'on veut
(avec n su�samment grand) l'int�egrale d�e�nie d'une fonction f dont on n'a pas
de primitive par celle d'un polynôme P tel que P = f sur les points du support.

13 Lissage par fonction spline cubique

13.1 D�e�nition

Etant donn�es l'intervalle I = [0; 1] de R, le support (xi)0�i�n, xi = i=n, des
valeurs r�eelles (yi)0�i�n et un entier k � 1, n �etant bien sup�erieur �a k, il s'agit
de construire une fonction ', polynomiale de degr�e inf�erieur ou �egal �a 2k � 1
sur chaque ]xi; xi+1[, de classe C2k�2 sur I, et valant yi en xi.

On prend g�en�eralement k = 2 pour avoir des polynômes de degr�e au plus �egal
�a 3, ce qui donne le meilleur rendement (temps de calcul/pr�ecision) et minimise
la courbure totale de la courbe repr�esentant ' sur I. C'est ce que nous allons
faire. On dit alors que la fonction ' est spline cubique.

Cette m�ethode �evite l'inconvenient de l'interpolation de Lagrange pour la-
quelle il y a un seul polynôme dont le de degr�e augmente avec le nombre de
points du support, ce qui la rend impraticable si n est grand, comme nous
l'avons remarqu�e.

13.2 Calcul

Si �m est la fonction caract�eristique de l'intervalle [xm; xm+1[ , c'est-�a-dire
la fonction valant 1 sur [xm; xm+1[ et 0 ailleurs, P0 et Pn�1 des polynômes de
degr�e inf�erieur ou �egal �a 1, et Pi, 1 � i � n�2, des polynômes de degr�e inf�erieur
ou �egal �a 3, posons :

'(x) =

n�1X
m=0

�m(x)Pm(x) :

Sur l'intervalle [xm; xm+1[ la fonction ' est �egale au polynôme Pm ; donc
aussi en xm+1 par continuit�e ; or en ce point elle est �egale �a Pm+1(xm+1), d'o�u
Pm(xm+1) = Pm+1(xm+1). Posons '

00

(xm) = zm ; comme xi = i
n , nous aurons

successivement :

P
00

m(x) = nf�zm(x� xm+1) + zm+1(x� xm)g ;
P 0m(x) = n

2 f�zm(x� xm+1)
2 + zm+1(x� xm)2g+ Cm ;

Pm(x) = n
6 f�zm(x� xm+1)

3 + zm+1(x� xm)3g+ Cmx+Dm :
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Comme Pm(xm) = ym et Pm(xm+1) = ym+1, nous aurons aux bornes :

ym = n
6 zm(xm+1 � xm)3 + Cmxm +Dm ;

ym+1 = n
6 zm+1(xm+1 � xm)3 + Cmxm+1 +Dm ;

c'est-�a-dire :
ym = zm

6n2 + mCm
n +Dm ;

ym+1 = zm+1

6n2 + (m+1)Cm
n +Dm ;

d'o�u nous tirons :

Cm = n(ym+1 � ym)� 1
6n (zm+1 � zm) ;

Dm = (m+ 1)ym �mym+1 + 1
6n2 [mzm+1 � (m+ 1)zm] ;

Raccordons maintenant les d�eriv�ees premi�eres en xm :

P
0

m(xm) = � 1
2nzm + Cm ;

P
0

m�1(xm) = 1
2nzm + Cm�1 ;

soit en �egalant, en rempla�cant les Ci par leur valeur et en multipliant par n :

zm�1 + 4 zm + zm+1 = 6n2(ym�1 � 2 ym + ym+1)

avec z1 = zn�1 = 0, les deux polynômes extrêmes P0 et Pn�1 �etant de degr�e au
plus �egal �a 1.

Nous obtenons ainsi l'�equation matricielle :0BBBBBBB@

4 1 0 : : : 0

1
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . 1

O : : : 0 1 4

1CCCCCCCA

0BBBBB@
z2
z3
...

zn�3
zn�2

1CCCCCA =

0BBBBB@
y1 � 2y2 + y3
y2 � 2y3 + y4

...
yn�4 � 2yn�3 + yn�2
yn�3 � 2yn�2 + yn�1

1CCCCCA
soit MZ = Y .

La matrice M est �a diagonale dominance stricte ; elle est donc inversible, et
le probl�eme admet une et une seule solution.

13.3 R�esolution

Les valeurs propres de la matrice sont �p = 4+2 cos p �
n�2 pour p = 1; :::; n�3.

Etant sym�etrique, elle se diagonalise dans une base orthonorm�ee ; la matrice
de passage s'�ecrit pour n � 4 :

P = P�1 =

r
2

n� 2

0BBBB@
sin �

n�2 sin 2�
n�2 : : : sin (n�3)�

n�2
sin 2�

n�2 sin 4�
n�2 : : : sin (n�3)2�

n�2
...

...
...

...

sin (n�3)�
n�2 sin (n�3)2�

n�2 : : : sin (n�3)(n�3)�
n�2

1CCCCA :
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L'�equation MZ = Y o�u M = PDP se r�esoud �nalement en Z = PD�1PY ,
de sorte que, �a partir de la donn�ee des yi, on obtient successivement les zi , les
Ci et les Di et en�n les Pi.

Si n est grand, certaines composantes de P seront tr�es petites.

La d�ecomposition triangulaire M = TU est ici bien adapt�ee, car T et U sont
bi-diagonales, et leur calcul n�ecessite 3n� 3 op�erations. Pour n = 2, on pose :�

4 1
1 4

�
=

�
1 0
a 1

��
4 1
0 b

�
et on obtient a = 1=4 et b = 15=4 grâce �a trois op�erations. Pour passer �a n = 3,
on ajoute �a T une troisi�eme colonne (0; 0; 1) et une troisi�eme ligne (0; a; 1), �a U
une troisi�eme colonne (0; 1; b) et une troisi�eme ligne (0; 0; b), d'o�u a = 4=15 et
b = 56=15 grâce �a trois op�erations. Le passage de n = k �a n = k + 1 s'e�ectue
de la même fa�con.
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Matrice unitaire, 13
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Orthogonal, 65
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R�e
exion, 67, 106
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Somme directe, 6
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Spectre (d'un endomorphisme), 40
Spline cubique, 134
Support d'interpolation, 131
Surjection, 15
Symbole de Kronecker �ij , 7

Syst�eme compatible, 42
Syst�eme de Cramer, 42
Syst�eme homog�ene, 42

Trace d'un endomorphisme, 82
Trace d'une matrice, 13
Transpos�ee (appl. lin.), 28
Transpos�ee (matrice), 11
Transposition, 30

Unitaire (vecteur), 60

Valeur propre, 40
Vecteur, 5
Vecteur propre, 40
Vectoriel x1; : : : ; xk, 5
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