SYSTEMES ET MATRICES

AVANT-PROPOS

La modélisation informatique fournit des prévisions en météorologie, rem-
place a peu de frais des expériences en soufllerie dans le domaine aéronautique,
permet de simuler des explosions nucléaires ou thermonucléaires interdites, de
construire des images en trois dimensions en imagerie médicale (tomographie). ..

Le principe consiste & discrétiser, c’est-a-dire & remplacer une partie finie
de l’espace par un certain nombre de points et a approcher les expressions
mathématiques par des combinaisons linéaires de valeurs en ces points, pour
obtenir un grand nombre de systémes avec plus ou moins d’inconnues (voir
Pexemple 2.3.2). La précision du résultat et le temps de calcul dépendent de la
finesse de la discrétisation et de la qualité de approximation. La modélisation
nucléaire nécessite des milliards d’inconnues, mais le temps de calcul peut étre
de plusieurs semaines, ce qui n’est pas le cas de la météorologie et encore moins
de la tomographie.

On comprend qu'’il est nécessaire de trouver des méthodes de résolution des
systemes demandant le moins possible de calculs et adaptées a chaque type de
probléme et & la forme des systémes obtenus.

La résolution des systémes mene a la riche étude des matrices.
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1 Prérequis

Sont supposées connues :

- les notions élémentaires et les notations de la théorie des ensembles,
- les relations d’ordre, d’équivalence, les lois de composition,

- le raisonnement par I’absurde ([A = non(A4)] = [non(4))]),

- le raisonnement par récurrence :

[P(0) vraie et P(n) = P(n + 1)] = [P(n) vraie pour tout n € N.

Rappelons les définitions des structures fondamentales de 1I’Algebre.

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi de composition « x > as-
sociative (g1 % (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3, quels que soient les éléments écrits,
ce qui permet d’oublier les parentheses), possédant un élément neutre < e
»> (zxe = exx = x pour tout =) (donc G est non vide) et telle que tout élément
x admette un inverse 2! (zxz ! =2 lxx =¢).

Il y a deux notations principales : ’additive, ’opération étant notée « +
> , le neutre < 0 » , et l'inverse, on dit dans ce cas l'opposé, « —z > , et la
multiplicative, notée sans symbole (zy), de neutre <« 1 » . Les deux peuvent étre
utilisée indifféremment, mais I’'une des deux s’impose en général. Le groupe est
commutatif si sa loi ’est. Un sous-groupe est une partie du groupe qui est un
groupe pour la méme loi, avec le méme neutre. Il contient au moins 1’élément
neutre du groupe. Un groupe est cyclique s’il est engendré par 'un de ses
éléments, comme (Z, +) est engendré par 1.

Un anneau est un groupe additif muni d’une seconde loi (multiplicative),
possédant un élément neutre « 1 » , associative et distributive par rapport a
laddition (a(b+c¢) = ab+ac). Si cette loi est commutative, ’anneau est commu-
tatif. Il est intégre si un produit ne peut étre nul que si l'un des facteurs est nul.
L’ensemble des entiers Z, I'ensemble R[X] des polynémes & une indéterminée
et a coefficients réels sont des anneaux commutatifs. L’ensemble des fonctions
continues réelles sur R est un anneau commutatif non integre.

Un corps est un anneau integre dont tous les éléments non nuls sont inver-
sibles; Q, R et C sont des corps commutatifs, et C est algébriquement clos,
en ce sens que tout polynome de C[X] de degré n se factorise en un produit de
n polynome de degré 1 (les seuls irréductibles, avec les constants). Tout corps
peut étre plongé dans un corps algébriquement clos, sa cléture algébrique.
Le corps des fractions d’un anneau intégre A est ’ensemble A x (A4 \ {0})
quotienté par la relation d’équivalence (a,b) = (¢,d) <= ad = be, muni de
Paddition (a, b)+ (¢, d) = ad+bc, bd) et de la multiplication (a, b)(¢, d) = (ac, bd).
L’inverse de (a,b) si a # 0 est (b, a). Ainsi Q est le corps des fractions de Z. Un
corps K est de caractéristique p (nombre premier), si la somme de p termes
égaux a z est nulle pour tout 2 € K; Z,, = Z/pZ est un corps de caractéristique

p-



Un espace vectoriel sur un corps K, ou K-espace vectoriel est un groupe
commutatif (E, +) sur lequel opere K :

KxE — E
\Nz) = Az
avec les regles suivantes :
AMpz) = (Apz
A+pz = Azx+pzx
AMz+y) = Az+ )y
lz = =z

Une combinaison linéaire d’éléments de E (de vecteurs) a coefficients
dans K est une somme finie A\; z1 + --- + A\ z,, dans laquelle les \; sont des
éléments de K (des scalaires) et les z; des éléments de E (des vecteurs).

Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel V' est une partie non vide
de V stable par combinaisons linéaires. C’est donc un espace vectoriel.

L’intersection de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel,
mais pas la réunion (sauf si 'un contient l’autre).

L’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments z1,...,z; de E a coeffi-
cients dans K est un sous-espace vectoriel de E noté Vect(zy,...,x) ce qui se
lit vectoriel z1,..., z;.

Une famille (z;)1<;<, de vecteurs est libre si la relation ), \;z; = 0 im-
plique que tous les A; sont nuls (la relation est dite triviale). Elle est génératrice
si tout vecteur est une combinaison linéaire de ses membres. C’est une base,
notée B, si elle est libre et génératrice. Si x =), A; z;, les A; sont les compo-
santes, ou les coordonnées, de x dans cette base; elles sont uniques.

De toute famille génératrice on peut extraire une base, toute famille libre
peut étre complétée en une base. Toutes les bases ont le méme nombre d’éléments ;
ce nombre est la dimension de ’espace. Pour qu’une famille de n vecteurs
soit une base d’'un espace vectoriel de dimension n il suffit qu’elle soit libre ou
génératrice.

Si B = (€;)1<i<n est une base de I'espace vectoriel E et si @ = )| ..., Ti€;
est un vecteur de E, on notera : o

A1
a’;:m%:()\l): :t()\l,,)\n),
An

la transposition « ! » transformant une ligne en une colonne, et réciproquement.
La notation en ligne tient moins de place que celle en colonne.

L’espace vectoriel K® = {!(a1,...,a,)|a; € K}, est le modele d’espace
vectoriel de dimension n. Sa base canonique, canonique car provenant de sa
définition méme, est la famille (e;)i1<i<n, €; étant le vecteur dont les compo-
santes sont nulles sauf la i-eme, égale a 1.



Si E; et Es sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, de
dimensions respectives n; et nsy, la somme est ’ensemble des éléments de F
somme d’un élément de E; et d’un élément de F5. C’est un sous-espaces vectoriel
de E noté Ey + E5. On a :

Si Ey N Es = {0}, la somme est directe, notée E; & Es.

Une algébre sur un corps K, ou K-algebre, est un K-espace vectoriel muni
d’une loi de composition interne qui en fait un anneau. Ainsi 'ensemble K[X]
des polynomes a une indéterminée et a coefficients dans K, muni de ’addition
et du produit par les scalaires, est un K-espace vectoriel, et, muni de ’addition
et du produit des polynémes, c’est un anneau, et donc une K-algebre.

Deux suites numériques (uy,) et (v,) sont équivalentes, u, ~ vy, si up/vy
tend vers 1 quand n tend vers l'infini. Ainsi, n? +4n ~ n2. Elles sont du méme
ordre si leur rapport tend vers un réel non nul, comme (n®+2n) et 2n3 +n?, ces
deux suites étant d’ordre 3 : O(u,) = O(v,) = 3. La suite (u,) est négligeable
devant (vy,), c’est un o(vy,), si u, /v, tend vers 0. Ainsi, n est un o(n?) (petit o
de n?).

2 Survol historique

La résolution de systemes d’équations linéaires a intéressé les mathématiciens
depuis I’Antiquité. Mais, sans la symbolique mathématique, c’est un probléme
tres difficile, beaucoup plus qu’une équation du deuxi‘eme degré dont on savait,
il y a quatre ou cinq millénaires, trouver les solutions positives.

Il y a plus de deux mille ans les mathématiciens Chinois savaient résoudre
des systémes linéaires, et la méthode de Gauss était connue du mathématicien
Chinois Liu Hui au troisieme siecle de notre ére.

Le mathématicien Arabe Abu Kamil (850-930) poursuit les travaux d’Al
Khawarizmi (790-850) sur les équations quadratiques et rédige un ouvrage sur
les systeémes linéaires.

La symbolique mathématique, créée par le mathématicien francais Francois
Viete (1540-1603), se construit progressivement jusqu’a nos jours. Elle réduit
les problemes a leur difficulté intrinseque et permet un progres inintérompu.

Leibniz (1646-1716) et MacLaurin (1698-1746) résolvent les systemes linéaires
en dimension 2 et 3, puis le suisse Gabriel Cramer (1704-1752) donne ses fa-
meuses formules.

Les déterminants ont été introduits par Bézout (1730-1783), qui en a compris
Iimportance, mais on doit & Augustin Cauchy (1789-1857) leur théorie et leur
notation. Le terme de matrice est dii (1848) & James Sylvester (1814-1897), et
Cayley (1821-1895) a créé le calcul matriciel.



3 Généralités

Dans tout le livre, K désignera un corps commutatif, £, F' et G des K-
espaces vectoriels de dimensions, respectivement, n, p et ¢, et d;; le symbole
de Kronecker, égal a 1 si j =1, a 0 sinon.

Beaucoup de résultats en caractéristique nulle restent vrais en caractéristique
non nulle p lorsque ce nombre (premier) n’intervient pas dans leur théorie.

3.1 Les premiers corps de caractéristique 2

Le plus petit corps de caractéristique 2 est le corps a deux éléments, les
éléments neutres de 'addition, 0, et de la multiplication, 1. On a évidemment
1+ 1 =0, car Pautre possibilité, 1 + 1 = 1, impliquerait que 1 = 0. On le note
s, et il est égal a l’ensemble des classe d’entiers modulo 2 : Z/2Z.

Un élément est algébrique sur K 8’il annule un polynome de K[X] irréductible
dans K. Ainsi, le complexe 4, annulant le polynome irréductible X? + 1, est
algébrique sur R; C = RJ[i] est une extension algébrique de R. De méme, le
réel v/2, racine de X? 4+ 2 € Q[X], est algébrique sur Q, et le corps Q[v/2] est
une extension algébrique de Q.

Les polynomes de degré 2 dans Fo[X] sont :

X2, X2 4+1=(X+1)? X+ X =X(X+1)

et X2+ X 41, qui est irréductible. Soit 7 un élément algébrique sur Fy tel que
i?+i+1=0,0oui?=i+1.Onalorsi®+1=(i+1)(i®>+i+1) =0, et donc
i® = 1. L’inverse de i est donc 42, que I’on peut noter T, et qui est la seconde
racine de X2 + X + 1 puisque le produit des racines est égal & 1, comme leur
somme. Nous avons ainsi construit le corps a quatre éléments F4, qui est une
extension algébrique de Fy, comme C vis a vis de R. Mais ce corps n’est pas
algébriquement clos (un tel corps ne peut étre fini) car, par exemple, X+ X +1
est irréductible. Les éléments de F, s’écrivent a + bi, a,b € Fy, ce qui montre
que Fy est un Fy-espace vectoriel de dimension 2.

Les polynomes X3+ X +1 et X34 X241 sont les seuls polynomes irréductibles
de Fo[X], de degré 3, n’ayant pas de racines dans Fy. Soit j un élément algébrique
sur [Fy, racine du polynéme X2+ X +1, donc tel que j2+j+1 =0, ou j° = j+1.
Onajt = j%2+4j, 5% = 73+52 = j2+j+1, j% = j2+1 et j7 = 1. Les sept premieres
puissances de j forment le groupe cyclique multiplicatif GG, et en ajoutant 0 on
obtient le corps Fg = Fy[j], qui est un Fy-espace vectoriel de base (1, j, j2). Pour
calculer dans Fg, on joue sur les deux structures. On vérifie aisément que :

X34 X +1=(X+)(X+52)(X +5

et que :
X4 X241 =(X+73)X + 75X +5%.

On peut par ce procédé construire des corps finis de caractéristique 2 &
2™ éléments, m étant un entier positif quelconque, utilisés dans la théorie du
codage.



3.2 Systeme linéaire

Un systéme linéaire (p,n), p et n étant des entiers positifs, est la donnée
de p équations a n inconnues dans lesquelles les inconnues, éléments de K, sont
a la puissance 1. Nous nommerons L; la premiere équation (ou ligne), Lo la
deuxiéme, ainsi de suite. Si par exemple nous ajoutons deux fois la k-iéme ligne
a la i-éme, nous noterons cette transformation L;+2L; aulieu de L; < L;+2L;.
De méme, nous noterons 3L; pour L; < 3L;.

Exemple 3.2.1. Le systeme (3,2) dans R :

3z—y = -1
r+y = 3
2¢4+3y = A
admet la solution z = 1, y = 2 si A = 8. Il est impossible si A # 8. v

Exemple 3.2.2. Le systéme réel (2,3) :

r+y+z = 6

z+2y+3z = 14
est vérifié pour x = —2+z et y = 8 —2z. Il admet donc une infinité de solutions,
selon la valeur donnée a z. v

Exemple 3.2.3. Le systeme réel (2,2) :

2r —y
3z + 2y

admet 'unique solution z =y = 3. v

(I
—
ot W

Exemple 3.2.4. Considérons enfin le systéme réel (3,3) :

r+y+z = 3
z+2y+22 = 5
3r+4y+4z = A

et calculons 2Lq + Lo :
3z +4y +4z=11

pour conclure que si A # 11 le systéme est impossible et si A = 11 la troisieéme
ligne est une combinaison linéaire des deux premieres :

2L1+L2—L3:O

et n’apporte aucune information. Le systéme se réduit a L, et Lo, et = 1,
y = 2—z. L, et Ly sont les équations principales, x et y les inconnues
principales et z est une inconnue auxiliaire, ou un parametre. v



Ces exemples illustrent les différents cas possibles.
Voyons des exemples dans d’autres corps.
Exemple 3.2.5 Les vecteurs v; = £(0,1,1), vo = (1,0,1), v3 = ¥(1,1,0) de

3 forment-ils une base ?
Annulons la combinaison linéaire a;v; + ayvy + azvs :

0 1 1 as + as 0
a 1 + as 0 + as 1 = ay + as = 0
1 1 0 a; +as 0

qui admet la solution a; = as = az = 1 (outre la solution triviale nulle). Ces
vecteurs sont donc liés, par la relation v; + v9 + v3 = 0, d’ou v3 = v + vs.
Comme vy et vs sont libres, ces trois vecteurs engendrent un sous-espace vecto-
riel de dimension 2. v

Exemple 3.2.6 Méme question avec v; = ¥(1,1,1), vo = %0,1,1), vz =
£(0,0,1).

La premiere ligne de la combinaison linéaire a; vy +asvs +aszvs donne a1 = 0,
la deuxiéme, a; + as = 0, donne as = 0, et la troisiéme, a; + as + az = 0, donne
az = 0. La famille est donc libre, et c’est une base puisqu’elle a autant d’éléments
que la base canonique. Un vecteur quelconque s’écrit dans cette base :

1 1 0 0
Ta =z | 1 |+(@e—2)| 1 | +(@z3—22)| O
s 1 1 1

\Y

Exemple 3.2.7 Calculer la dimension du sous-espace vectoriel de F5 engendré

par :

v = t(]-aoa 1707 ]-;07 1 ’

Vg = t(oalalaoaoalal ’
(

1(0,0,0,1,1,1,1),

vy = (1,1,0,1,0,0,1).

)

)

vz = )
)
Les quatre premieres composantes de a; vy + asvs + azvs + aqvy sont a; + aq,

as + a4, a1 + as et ag + a4. En les annulant, on trouve que les a; sont égaux.
Ceci donne, avec a; = 1, v1 + vo +v3 + v4 = 0, d’'ou v4 = v1 + v2 + v3, ce qui
élimine v4. La famille (vq,vs,v3) est-elle libre 7 En annulant les deux premieres
composantes de a;v; + asvs 4+ azvs on trouve a; = as = 0. En annulant la qua-

trieme, on trouve ag = 0. La famille est donc libre et engendre un sous-espace
vectoriel de dimension 3. v



3.3 DMatrice

Le tableau des coefficients des inconnues dans ’exemple 3.2.4 :
1 11
M=1 2 2
3 4 4

est la matrice du systeme. Les lignes de la matrice multiplient, élément par
élément, le vecteur v = (z,y, z) des variables :

1 1 1 T T+y+z
Mv=1]1 2 2 y | = T+ 2y+ 2z
3 4 4 z 3z + 4y + 4z

Plus généralement, une matrice A de type (p,n) est un tableau d’éléments
de K, ou d’'un anneau commutatif (de préférence integre, comme K[X], ce qui
permet de calculer dans son corps des fractions), a p lignes et n colonnes.
L’élément & lintersection de la i-eme ligne (L;(A4)) et de la j-éme colonne
(C;(A)) est noté a;;, et la matrice est notée (a;;). Soit B = (b;;) une autre
matrice de méme type et un élément quelconque A de K (un scalaire). On
définit la somme :

A+ B = (cij), cij = aij + bij
d’élément neutre 0y, ,,, ou simplement 0, dont toutes les composantes sont nulles,
le produit :
ANA= (/\ aij) y

et les matrices Epj, dont 'unique terme non nul, égal a 1, est obtenu pour
(i,5) = (h, k).

Une matrice a une seule ligne est une matrice-ligne, une matrice a une seule
colonne (par exemple un vecteur) est une matrice-colonne.

L’ensemble des matrices de type (p,n) est noté M, ,,(K).

Proposition 3.3.1. L’ensemble M, ,(K) muni de l’addition et de la multipli-
cation par les scalaires est un K-espace vectoriel de dimension pn.

Démonstration. Pour toute matrice A € M, ,(K) on a :
A= (ai;) = Zaij Eij .
i.9
La famille (F;;)1<i<p, 1<j<n €st donc génératrice. Elle est libre car :

Zaij Eij =0 < V(i,j), a;; =0.

L)

Elle constitue sa base canonique et elle possede pn éléments. O

10



La transposée de la matrice A = (a;;) € M, ,(K) est la matrice ‘A = (b;;)
avec b;; = aj;. Ses lignes sont les colonnes de A et elle est de type (n,p).

Si p = n, les matrices sont dites carrées, et leur ensemble est noté M, (K).

Si les seuls termes éventuellement non nuls d’une matrice carrée D sont ses
termes diagonaux d;;, qui forment sa diagonale principale, elle est dite
diagonale, et notée Diag(d;;). Si de plus tous ses termes diagonaux valent 1,
elle est notée I,, (pour identité en dimension n), et s’ils sont tous égaux & un
scalaire A\, on a une matrice scalaire, \[,.

Exemple 3.3.1. Une suite récurrente u, = Zlgigk a; Un_j, les k premiers

termes étant donnés, permet de définir une matrice carrée. Considérons par

exemple la suite d’éléments de Fy (voir 2.1) définie par x4 = x; + 23 et de pre-

miers termes 1, i, i%. La matrice faisant passer de (z;, T;1 1, Ti1r2) & (Tiy1, Tizo, Tits)
I Ayl

s’ecrit :

010
M=10 01
1 01

OnaM? = M?+13, M* = M3+M = M>+M+1I3, M® = M+I3, Mg = M*+M
et M7 = I3, ce qui montre que la suite est périodique :

1,i,4%,i,0,4%,1,1,4,4%, ...
de période de longueur 7 : (1,i,42,4,0,i%,1). v

Exemple 3.3.2. Considérons 1’équation différentielle y' = y sur l'intervalle
[0,1], avec la condition initiale y(0) = 1. Partageons l'intervalle en 10 parties
égales (10 pas), et posons y; = y} = y(%) et h = 15, le pas. La formule de
dérivation approchée d’ordre 3 ('erreur est proportionnelle a h%) :

1
yi = % (Yi—2 — 4yi—1 + 3y;)

donne la suite récurrente :

2,8y =4yi—1 — Yi—2.

1 0 1
u=gs(h3)
fait passer de (¥i,¥it1) & (Yit1,¥it2), €t yiy2 est la seconde composante de
M (yi,yit1), ou de M (yo, y1).
Pour démarrer, il nous faut, calculée par une méthode quelconque, par

exemple un développement limité puisque y*) (0) = 1, la valeur y; = 1,1051709.
On trouve alors yo = 1,2214... On a :

La matrice :

MO — —1,018303 3,152219
T\ —1,125792  3,484867
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et la seconde composante de M?(yo,y;) donne y19 = 2,7252, d’ott une erreur
~ 7.1073. On améliore la précision en augmentant le nombre de pas (avec 100
pas, on trouve une erreur ~ 9.107°. La convergence est lente) et 'ordre de la
formule de dérivation approchée.

Cette méthode d’intégration est dite multipas. Elle peut ne pas étre stable
ni convergente : il y a des criteres qui sont du domaine de I’Analyse Numérique. v

Deux matrices A et B de M, (K) commutent si AB = BA.

Si les termes ¢;; d’'une matrice carrée 1" sont nuls pour 7 < j, elle est dite
triangulaire inférieure. S’ils sont nuls pour 7 > j, elle est triangulaire
supérieure.

Exemple 3.3.3. Nous voulons résoudre I’équation sinz = 0,6. Soit z; une
solution approchée. Posous ;11 = x; + h;, sin(z;) = s;, cos(x;) = ¢;, d’ou a
I'ordre 3 : 1 1

sinx = s; + ¢;h — 3 s;h? — 6 cih® + O(ht).

Négligeons le terme en h*, divisons par ¢; et posons d; =

@. 1l vient :

5i .9 1.3
h——h*—=h>=d;.
20,’ 6 '
En élevant cette équation au carré et au cube, toujours en négligeant le terme
en h*, nous obtenons h? + £ h? = d? et h* = d¥, d’ou le systéme triangulaire
supérieur :

1 - QSCii - % h dl
0 1 —= | |=|a
0o o0 1 & 3

Nous obtenons en remontant :
h3 =d?
h? =di+d}

) ) d3
hi  =di— 5= (+df + 35 d}) + .

Comme sin(0,6) = 0,56 et sin(0,7) = 0,64, partons de solution approchée
o = 0,65. Nous obtenons hg = —0,0065310 ... et z1 = o+ ho = 0,6434689 . ..
Evaluons lerreur : arcsin(0,6) — x; = 3,2.107°.

En reprenant la méthode a partir de z;, on trouve h; = 0,00003215710. ..
z3 = 0,643501108017 . .. et arcsin(0,6) — z2 est voisin de 8.10710.

On obtient la précision que ’on veut en itérant la méthode, ou en calculant
a lordre n pour un n assez grand, d’ou un systéme n X n. v

Une matrice carrée M = (m;;) est symétrique si elle est égale & sa trans-

posée : m;; = mj; ; elle est antisymétrique si elle est 'opposée de sa trans-
posée : m;; = —mj;.
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Proposition 3.3.2. L’ensemble S,,(K) des matrices symétriques de M, (K) est
un K-espace vectoriel de dimension n(n+1)/2. L’ensemble A,,(K) des matrices
antisymétriques de M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension n(n — 1)/2
si K n’est pas de caractéristique 2. Si K est de caractéristique 2, les notions de
symétrie et d’antisymétrie sont confondues.

Démonstration. Une matrice symétrique S = (s;;) est déterminée par les sca-
laires s;; pour j > i, au nombre de n(n + 1)/2, et une matrice antisymétrique
A = (a;;), par les n(n —1)/2 scalaires a;; pour j > i (les a;; sont nuls). Si K est
de caractéristique 2, m;; = my; équivaut a mg; = —my;. O

Si A € M, (K) commute avec sa transposée, elle est normale.

Une matrice A € 9, (R) est orthogonale si A A = 'AA = I,,. Les matrices
symétriques, les matrices antisymétriques et les matrices orthogonales sont nor-
males.

Si A = (a;;) € M,(C), on note A la matrice conjuguée (a@;;). On définit
alors la matrice adjointe A* de A par :

A =tA="14= (@js) -
On a évidemment A** = A.
La matrice A est hermitienne si A = A*. Elle est normale si elle commute
avec son adjointe : AA* = A*A. Elle est unitaire si AA* = A*A = [,. Les
matrices hermitiennes sont normales, de méme que les matrices unitaires.

Proposition 3.3.3. L’ensemble H,(C) des matrices hermitiennes est un R-
espace vectoriel de dimension n>.

Démonstration. Soit H = (h;;) une matrice hermitienne : h;; = Eji. A quelle
condition sur A € C la matrice A H est-elle hermitienne? Comme h;; = hj;
les h;; sont réels, ce qui impose que A soit réel. La somme de deux matrices
hermitiennes étant hermitienne, H, (C) est un R-espace vectoriel.

Pourj 7é ) posons h,’j = Q35 + ib,’j, (¢7%] et b,’j réels, Qj; = Qgj, bji = —b,'j
(b;; = 0). La matrice réelle :

S =3 (H+H) = (ay)

est symétrique. La matrice réelle :

1

A:f
21

(H — 'H) = (bij)

est antisymétrique. La matrice H = S + i A est donc définie par les n(n + 1)/2
composantes de S et les n(n — 1)/2 composantes de A. La dimension de H,(C)
est donc égale & n?. O

La somme des termes diagonaux d’une matrice carrée M = (m;;) est sa
trace, somme des termes diagonaux : tr(M) = ), my;.
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3.4 Application linéaire, endomorphisme

Dans cette partie sur les applications linéaires, A et p désignerons des sca-
laires quelconques.

Une application linéaire, ou homomorphisme, v de E dans F' est une
application qui conserve les combinaisons linéaires :

uAz +py) = Au(@) + puly),

ou, ce qui est équivalent (par récurrence), u(d-, \jx;) = >, Aju(z;), toujours
pour des éléments de E et des scalaires quelconques.

Une application linéaire de E dans lui-méme est un endomorphisme. L’en-
domorphisme ig qui laisse invariants les éléments de E (Vz € E, ig(z) = ),
ou, ce qui est équivalent, les éléments d’une base de F, est 'identité de F.

Proposition 3.4.1. Une application de E dans F est linéaire si et seulement
si elle est linéaire sur les éléments d’une base quelconque de E.

Démonstration. Soient (e;) une base de E et une application 4 de E dans F'
telle que u(}-; Ai€;) = Y-, Aiule;), () des éléments quelconques de E et ();)
des scalaires quelconques. Si z; = >, x5 €, on a u(x;) = >, =55 u(e;) et :

U(Z Ajzj) = u(Z Aj Tij €;) Z)\ xi; u(€;) Z Aju(z;)
J (2]

d’ou la linéarité de u. La réciproque est triviale. O

L’image de l'application linéaire u, Im(u), est ’ensemble des vecteurs du
but qui ont au moins un antécédent, et son noyau, Ker(u), est 'ensemble des
vecteurs de la source d’image nulle :

Im(u)
Ker(u)

{ye F|3zeFE : ulx)=y},
{z € E|u(z) =0}.

Proposition 3.4.2. Une application linéaire u de E dans F est déterminée
par les images des vecteurs d’une base quelconque Br = (€;)1<i<n de E dans
une base quelconque Br = (¢;)1<j<p de F. Son noyau et son image sont des
sous-espaces vectoriels de, respectivement, F et F'.

Démonstration. Si B = (€j)1<j<n est une base de E et By = (¢;)1<i<p Une
base de F', un élément x = 3, x;¢; de E a pour image u(z) = >, z; u(e;). Si

u(€e;) = Y, Uij i, on a :

J

Z Zut]d)z :ijuij¢i
J 4,7

[

et les (u;;) déterminent wu.
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Siu(z) =u(y) =0, onaura u(Az+py) = 0; Ker(u) est donc un sous-espace
vectoriel de E.

Siy; et yo appartiennent & Im(u), ces éléments ont des antécédents respectifs
z1 et x5 ; on a alors :

u(Azy + pw2) = Au(zr) + pu(r2) = Ay + py»
et A\y; +py2 appartient a Im(u), qui est donc un sous-espace vectoriel de F'. [

La dimension de I'image est le rang de 'application linéaire, noté r,(u).

Une application linéaire u est injective (c’est une injection) si Ker(u) = {0}.
Elle est surjective (c’est une injection) si Im(u) = F, c’est-a-dire si ry(u) =
p. Si elle est injective et surjective, donc bijective (c’est une bijection), c’est
un isomorphisme, ou un automorphisme si F' = E; E et F sont alors
isomorphes.

Un automorphisme u de E tel que v ou = ig est une involution. La conju-
gaison dans C, espace vectoriel sur lui-méme ou sur R, une symétrie dans E,
sont des involutions.

Proposition 3.4.3. Deux K-espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement
si ils ont méme dimension (n =p).

Démonstration. Supposons que n = p, et soient (€;)1<i<, une base de E et
(¢i)1<i<n une base de F. L’application u de E dans F' définie par :

u(Z \i€i) = ZAZ» i

est linéaire (proposition 2.4.1), injective car si u()_; Aie;) =0ona ), X\i¢; =0
et les A; sont tous nuls, les ¢; étant libres; elle est surjective car tout élément
y = ,yi¢ de F est I'image de x = >, y; ;. O

On a ry(u) < n car si (y;) est une base de Im(u) et x; un antécédent de y;
pour 1 < i < ry(u), les z; sont libres et engendrent un sous-espace vectoriel E’
de E, isomorphe & Im(u), de dimension r4(u) au plus égale a dim(E) = n.

Si elle est injective, on a forcément p > n car les images par u des vecteurs
d’une base quelconque de E sont libres et dim(Im(u)) = n, or Im(u) est un
sous-espace de F', donc de dimension au plus égale a celle de F'.

Si elle est surjective, comme dim(Im(u)) < dim(E), on a p = ry(u) < n.

Proposition 3.4.4. L’application réciproque d’un isomorphisme est un isomor-
phisme.

Démonstration. Soit v : E — F un isomorphisme ; étant bijectif, v admet une
application réciproque u~!. Il reste & voir que u ! est linéaire. Soient z; et

15



7y des éléments quelconques de E, u(zy) = y1, u(xs) = 92, y1 = u~'(21) et
Y2 = u~1(z2). On a alors :

u Ay +py) =2 = u(x) Ay + pyo
Au(zy) + pu(zs)

= u(Azy + pxo)

dotx =Axy + pas et :

u Ay Fpy) = Az +pa
Aum"(y1) + pu~" (y2) -

Linéaire et bijective, I’application u~! est un isomorphisme. O

Lorsque u est un isomorphisme, M (u), dans des bases quelconques, est une
matrice réguliere, et M (u~!) est son inverse pour une opération que nous
définirons ultérieurement. Le systéme u(z) = yo est alors équivalent au systéme
r =u Y(yo) et admet une et une seule solution.

Proposition 3.4.5. Toute base de E définit un isomorphisme entre E et K",
et réciproquement.

Démonstration. Soit B = (¢;) une base de E. L’application linéaire € de K™ dans
E définie par €(e;) = ¢; est un isomorphisme. Réciproquement, si ¢ € £(K", E)
est un isomorphisme, la famille (¢(e;)) est libre et génératrice. O

Un isomorphisme est canonique s’il est construit sans utilisation de bases.
Nous en verrons un exemple un peu plus loin.

Proposition 3.4.6. Soit u une application linéaire entre deux espaces vecto-
riels E et F' de méme dimension n. Si elle est injective ou surjective, c’est un
isomorphisme. Si F' = E, c’est un automorphisme.

Démonstration. Supposons E, de base (¢;) et F', de base (¢;) de méme dimension
(p=mn)etue (E,F). Siu est injective, les (u(e;)) sont libres et engendrent
un sous-espace vectoriel de F' de méme dimension que F', donc égal a F', et u
est surjective.

Si u est surjective, chaque ¢; a un antécédent ;. Une relation ) . A;¢; =0
donne, en apliquant u, >, A; ¢; = 0. Les (¢;) étant libres les A; sont nuls et (1;),
famille libre & n éléments, est une base de E. Définissons ’application linéaire
v par v(¢;) = ¢; pour tout i. L’application v o u est linéaire (proposition 2.3.7)
et (vou)(r);) = v(p;) = ; pour tout i; c’est donc l'identité de E, v = u™!, et
u est un isomorphisme. O

Proposition 3.4.7. La composée de deux applications linéaires u € L(E, F) et
v € L(F, Q) est une application linéaire. Si u et v sont injectives (respective-
ment surjectives, bijectives) v o u est aussi injective (respectivement surjective,
bijective). Sivowu est injective, u l’est aussi. Si vowu est surjective, v I’est aussi.
Siu et v sont des isomorphismes, vou en est un. La réciproque est vraie si F,
F et G ont méme dimension.
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Démonstration. L’application v ou : z — v(u(z)) va de E dans G. Elle est
linéaire car :

(vou)Az +py) =vAu(z) + puly) = A(vou)(z) + p(vou)(y).

Si u et v sont injectives, v o u l'est aussi car (v o u)(z) = 0 implique u(z) = 0
et donc z = 0. Si v o u est injective u est injective car u(z) = 0 implique
(vou)(z) =0 donc z = 0, mais v peut ne pas I’étre si Im(u) N Ker(v) = {0}. Si
u et v sont surjectives, vowu l'est aussi car tout z € G a un antécédant y € F' qui
a lui-méme un antécédant = € E. Si v ou est surjective, v est surjective, mais u
peut ne pas ’étre car il n’est pas nécessaire que Im(u) contienne Ker(v).
D’apres ce qui précéde, si u et v sont des isomorphismes, vow en est un, et si
v ou est un isomorphisme, v est surjective, ¢c’est donc un isomorphisme puisque
F et G ont méme dimension (proposition 3.4.6), et u est injective, et c’est un
isomorphisme puisque dim(E) = dim(F). O

L’ensemble Aut(E) des automorphismes de E muni de la composition est
un groupe (non commutatif) dont 1’élément neutre est ipg.

Proposition 3.4.8. Soient u € Aut(E) et v € £(F), tels quevou = ig. Alors
v est lautomorphisme inverse de u (v=u"'), etuov=vou=ig.

Démonstration. Si (€;) est une base de E, (¢; = u(e;)) est une autre base. On a
v(€e;) = €, (vou)(e) =v(e) = . O

L’ensemble £(E, F') des applications linéaires de E dans F est naturellement
muni de ’addition :
ur +uz T ur(z) + u(w)

et de la multiplication par les scalaires :
Au oz du(z).
Définissons les applications linéaires upy :
unk(€n) = ¢r, unk(€;) =0sii#h.

Proposition 3.4.9. L’ensemble £(E, F) muni de 'addition et de la multipli-
cation par les scalaires est un K-espace vectoriel de dimension pn.

Démonstration. On vérifie immédiatement que £(E, F') est stable pour I’addi-
tion et la multiplication par les scalaires, et que les pn up; en constituent une
base. O

L’application linéaire nulle (Vo € E, u(x) = 0) est notée 0.
Si F' = E, on note £(E) pour £(E, E).

Siz = aet z = bsont des solutions de I’équation u(x) = yo, alors u(b—a) = 0
et b — a appartient au noyau de u. Si ¢ € Ker(u), a + ¢ est solution. La solution
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générale est notée a + Ker(u).

Le systeme de ’exemple 3.2.1 peut s’écrire u(v) = vg, le probleme étant de
trouver 2 dans R2. En effet, I’application :

u R - R3
<x> 3 —y
= T+y
y 2z + 3y

est linéaire. Son image peut s’écrire :
3z —y 3 -1 .

T+y =11 1 ( >
22 + 3y 2 3 Y

le produit dans le membre de droite s’effectuant « ligne par colonne » comme
on le voit clairement. Le tableau de nombres :

3 -1
Muw=[1 1
2 3

est la matrice associée & u dans les bases de la source et du but (ici, les
bases canoniques). Sa premiere colonne est 'image du premier vecteur de la
base source :

3 -1 3

1 1 < (1) > =11

2 3 2
et la seconde celle du second. Ces images étant indépendantes forment une base
de Im(u), qui est donc de dimension 2. Les conditions y = 3z et y = —z im-

pliquent que Ker(u) = {(0,0)}.

Plus généralement, la matrice Mg/ o (w) associée a une application linéaire
u € £(E,F) dans les bases B = (¢;) de E et B' = (¢;) de F est la matrice
dont la i-éme colonne C; est I'image dans B’ du i-éme vecteur de B. Nous no-
tons Mo/, s (u) et non M g (u) pour respecter la contravariance des vecteurs,
une conventionﬂ dont nous parlerons plus loin. Remarquons que, dans I’écriture
M. n(K), le premier indice, p, le nombre de lignes, est la dimension du but, et
n, le nombre de colonnes, celle de la source. Il y a la aussi inversion.

Proposition 3.4.10. L’application :

MsBr7sB : E(E,F) — m?p7n(K)
u — M%r’%(u)

est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

1. Les conventions d’Einstein simplifient les notations et permettent le calcul tensoriel.

18



Démonstration. Notons M pour Mg s5. L’application M est linéaire car il
découle de la définition de M (u) que M(uy + us) = M(uy) + M(usz) et que
M(Au) = AM (u). Elle est évidemment injective (si M (u) = 0, alors u = 0) et
c’est donc un isomorphisme, £(E, F) et M, ,(K) ayant méme dimension pn
(proposition 2.4.6). Cet isomorphisme dépend du choix des bases et n’est donc
pas canonique.

Une matrice quelconque M € M, ,,(K) est associée & I'application linéaire
u € £(E, F) définie par : u(e;) = )°; my; €; (I'image dans la base de F* du i-éme
vecteur de la base de E est la i-éme colonne de M). O

Dans I'exemple 3.2.4 :
1 11
Muy=[1 2 2
3 4 4

I'image de u est engendrée par les deux premiers vecteurs-colonnes, qui sont
libres ; elle est donc de dimension 2. Un vecteur (z,y, z) appartient au noyau si
et seulement si x = —y — z et x = —2y — 2z, ces deux conditions impliquant la
troisieme. Ceci se traduit par z = —y et © = 0. Le noyau est donc engendré par
le vecteur (0,1, —1); il est de dimension 1.

Conclusion : le systéme u(v) = wo n’est possible que si wg € Im(u) et les
solutions, lorsque cette condition est remplie, sont obtenues en ajoutant & 'une
quelconque d’entre elles, vy, un élément du noyau. On peut noter I’ensemble des
solutions vy + Ker(u) .

Revenons au cas général. Soient :

- r le rang de de I'application linéaire u € £(E, F),

- B1 = (€;)1<i<, une base d’un supplémentaire K’ du noyau,

- By = (€j)r+1<j<n une base du noyau,
de sorte que B = (€;)1<i<n est une base de E. La restriction de u & K’ est
injective car u(x) = 0 implique que z € Ker(u) et donc que = ¢ K'. Les
vecteurs u(e;) pour ¢ allant de 1 & 7 sont libres dans F et constituent une base
de Im(u) ; complétons-les en une base B’ de F. Dans ces bases (B et B'), la
matrice de u s’écrit :

M(U) — [r Or, n—r
Op—r,r Op—r, n—r
ce qui est sa forme canonique.

Deux matrices My, M, € M, ,(K) sont équivalentes si elles ont le méme
rang, donc la méme forme canonique.

Théoréme 3.4.1 (du rang). Pour toute application linéaire u € £(E,F) on a :

dim(Ker(u)) + ry(u) = dim(E) .
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Démonstration. La restriction de u & un supplémentaire K' de Ker(u) est un
isomorphisme de K’ sur Im(u), et :

dim(F) = dim(Ker(u)) + dim(K') = dim(Ker(u)) + dim(Im(u))
d’ou le résultat. O

Proposition 3.4.11. L’ensemble £(E) muni de la composition est une K-
algébre (non commutative).

Démonstration. La composition est associative et distributive par rapport a
I’addition car :

(wo(vou))(r) = wlv(uz))) = ((wov)ou)(z),
(wo(utv))(z) = wu(z))+w(v(r) =(wout+wov)(z)

quels que soient x € E et les endomorphismes u, v et w. L’élément unité est
I’identité ig. O

En posant uou = u? et uou™ = u™t! pour tout entier naturel n > 2, on

fait opérer la K-algebre K[X] des polynomes a une indéterminée sur £(E) :

K[X] x £(E) — £L£(F)
(P=Y,a; X" , u) = Pu)=Y,au" (0<i<deg(P)).

Un endomorphisme p € £(E) est un projecteur si p> = p; p est la projection
sur Im(p) (invariante par p) de direction Ker(p). Remarquons que ¢ = ig — p
est aussi un projecteur, car :

¢ =(ig—p)°=ig—2p+p° =iz—p=gq,
que pg = gqp = 0, et que q est la projection sur Ker(p) de direction Im(p).

La restriction de p & Im(p) est I'identité de Im(p), car, si y € Im(p), il existe
x € E tel que p(z) = y et alors p(y) = p*(z) = p(z) = .

On a:

E =Im(p) @ Ker(p) = Im(p) ® Im(q) = Ker(p) @ Ker(q) .

3.5 Produit matriciel

Définissons d’abord le produit formel :
(al,...,an)* t(bl,...,bn) :a1b1 ++anbn

Soient (€;), (¢;) et (7;) des bases, respectivement, des K-espaces vectoriels
E, F et G. On a une application naturelle de £(E, F) x £(F,G) dans £(E,G)
définie par la composition ((u,v) — v ou).

Nous voulons définir une multiplication matricielle compatible avec cette
application, c’est-a-dire telle que, si A, B et C sont les matrices associées res-
pectivement & u, v et v o u dans les bases ci-dessus, on ait C = BA.
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Remarquons d’abord que le nombre de colonnes de B doit étre égal au
nombre de lignes de A (c’est la dimension p de F'). Cette condition supposée
remplie, identifions les deux écritures de v o u(e;) :

v(u(e;)) = v(Q, ang dn) = Dy ang V(dn) = D5 ang Yo bin Vi
v(u(e;)) = Zi Cij Vi

pour trouver que ¢;; est égal au produit L;(B) x C;(A) :
cij =Y bin an; -
h
On dit qu’on fait le produit « ligne par colonne > .

Lorsque le produit M M’ de deux matrices de 9, (K) est égal a I,, on dit que
M' est la matrice inverse de M (et réciproquement), ce qu’on note M’ = M.

a c d —c 10
(b d><—b o >_(“d_bc)<o 1)
montre que, si ad —bc # 0, on a :
a ¢\ ' 1 d -—c
b d Cad—bc\ —b a )
Proposition 3.5.1. La matrice M(u) d’un automorphisme u de E dans une
base B est inversible et M (u)~! = M(u™1).

Le calcul :

Démonstration. Comme :
M(u tou)=M(ig) =1,

et :

on a bien M(u=!) = M (u)~!. O

Le calcul du produit de deux matrices de M, (K) demande n?(2n — 1)
opérations (~ 2n?).

Si F = E, £(F), munie de la composition, et 9, (K), munie du produit
matriciel, sont des K-algebres.
Proposition 3.5.2. Si M € M, (K) est inversible, son inverse est unique.
Démonstration. Si M' et M" sont inverses de M, on a :

MM' = MM" =1,

d’ol, en multipliant & gauche par M' : M' = M" . O
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Proposition 3.5.3. Si MM' = I,,, alors M'M = I,,.

Démonstration. Si u est 'automorphisme de K" défini par la matrice M, M’
est la matrice de u™', MM’ celle de uou™! et M'M celle de u=' o u; or

uou~! =u~!owu (proposition 2.4.8). O

Proposition 3.5.4. L’application M est un isomorphisme entre les K-algebres
L(E) et M, (K).

Démonstration. On sait déja que M est un isomorphisme d’espaces vectoriels
(proposition 2.4.10). Comme M (v o u) = M (v) M (u), c’est aussi un isomor-
phisme d’anneaux, donc d’algebres. O

Les polynomes de K[X] operent donc sur 9, (K), comme sur £(F), avec la
convention, pour toute matrice M € 9, (K) : M° = I,.

Proposition 3.5.5. La matrice transposée du produit de matrices A; ... A,
(r > 2) est égale au produit *A, .. tA,

Démonstration. Montrons-le pour r = 2. Si Ay A; = (¢;5) avec :
cij = Li(A2) * Cj(4A1),
ona:

t(AgAl) = (C;j), avec C;j = Cj; = L](Az) * Cz(Al)

et :
A1 M4y = (cj;), avec c;; = L;i(*Ar) * C;('4y)

d’oti le résultat : {(Ax A1) = ‘A; 'A5. On passe au cas général par une récurrence
immeédiate. O

Proposition 3.5.6. Le produit Ay ... A, (r > 2) de r matrices inversibles de
M, (K) est inversible. Son inverse est égal & A1 ... A .

Démonstration. Montrons-le lorsque r = 2 : A;lAflAlAz = A;lAQ =1,. On
passe au cas général par une récurrence immédiate. O

Proposition 3.5.7. La matrice inverse D~ = (dj;) d’une matrice diagonale
réguliere D = (d;;) est diagonale (réguliére) et d; = d;;* pour tout i.

Démonstration. La matrice D est associée a un endomorphisme u de K™ tel que
u(e;) = dy €5, dy; # 0 pour tout 7. On a donc :

-1 _ U _ g1
u o (e;) = E di;e; =dy e,
J

don d; =dj;' et dj; =0sij#i. O

22



Proposition 3.5.8. La matrice inverse T' = (t};) € M,(K) d'une matrice
triangulaire supérieure (respectivement inférieure) réguliére T = (t;;) est trian-
gulaire supérieure (respectivement inférieure). On a t};, = t;-l pour tout 7.

Démonstration. Démontrons dans le cas ou T est triangulaire supérieure, I’autre
cas se prouvant de facon identique.
Le produit 77" étant égal a I,,, on a :

Lo(T) % Cp(T") = tpp th,, =1
dou t!, =t-! et, pour tout j <mn :
Ln(T) % C5(T") = tpnty; =0

d’olt t;Lj = (. Faisons I’hypothese de récurrence Hy, :

Vi>h ity =t; ett;;=0sij<i,

i i

et remarquons que nous venons de prouver que H, est vérifiée; T est donc
supposée avoir la forme :

)1 O
T Boyy e thgng e e g
0 0 thy - the
0 0 0 tn
Nous avons alors :
Ly (T) = ( 0 oo 0 tpoihm1 e e th—1n ),
Ch (T = ¥ Yhet o oeee thognog 0L 0 ),
c;(1") = £ t;j t;lqj 0 ... 0 ),
pour 3 < h—1, d’ou :
1 = Lpa(T)«Cra(T") = thanath_q1p_1>
0 = thl(T) * Cj (T;L) = th,1 h—1 tlh—lj ,

et la conclusion : ¢}, , =t;' , et th—1; = 0 pour j < h—1, ce qui prouve
Hj_ 1 et acheve la récurrence. O
Proposition 3.5.9. Si T = (t;;) et T' = (t;;) sont des matrices de € My(K)
triangulaires supérieures (respectivement inférieures), TT' = T = (t;lj) est
triangulaire supérieure (respectivement inférieure), et t;; = ty th;. Pour tout

polynéme P € K[X], P(T) = M = (my;) est triangulaire supérieure (respecti-
vement inférieure) et m;; = P(t;;) pour tout i.
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Démonstration. Traitons le cas ou T et T sont triangulaires supérieures, I’autre
cas se prouvant de fagon identique. On a t;; = L;(T) x C;(T"). Si i > j :

LiT) = (0 oo i 0t aes tin)
(T = (t, ...t 0 0)

nous voyons que t;; =0, et que, si 7 =i, alors t;lz =t t};.

Faisant T' = T', nous voyons, par récurrence sur n € N, que T" est trian-
gulaire supérieure et que ses termes diagonaux sont ¢};. La somme de matrices
triangulaires supérieures étant triangulaire supérieure, M = P(T) est triangu-
laire supérieure, et m;; = P(t;;). O

Proposition 3.5.10. Si A € M, (K) est inversible, sa transposée est inversible

et (t4)~1 = (A1),

Démonstration. En tranposant AA™! = I,, on obtient ‘(A=) A = I,, (proposi-
tion 2.5.2), ce qui montre que ‘A est inversible, et que son inverse, (‘4)7!, est
égale & {(A™1). O

3.6 Changement de base

Soient deux bases de E, B = (€;)1<i<n et B’ = (€})1<i<n, avec €; = €(e;) et
€, = € (e;) (proposition 2.4.5), de sorte que €' o € !(¢;) = €. La i-eéme colonne
de la matrice de I’application linéaire €’ o e~! dans la base 9B est donc le vecteur
€; écrit dans la base B.

On note cette matrice Py g et on I'appelle matrice de passage de B &
B'. Elle représente l'identité de E dans les deux bases :

Py o = My % (ig).

Quel est Deffet de Py 9 sur les composantes d’un vecteur  de E?7 Si z
s’écrit g5 = (z;) dans B et xg = (2}) dans B’, on a :

!
€r = ZZUZC@(P%7%/) = Zmiei
or Y x; Ci(Py w) = Py, o ). Dol on conclut :
T = Py o T

La matrice de passage de B & 9B’ fait donc passer des composantes dans B’
aux composantes dans B. Si 'on a une troisieme base B", on a :

P%V%// = P%v%/ P‘B’,‘B” .

Ceci est une convention (d’Einstein) : les vecteurs sont « contravariants > et
les formes linéaires, étudiées plus loin, sont « covariantes > . Ils doivent s’écrire
en colonne, mais, dans le texte, on écrit leurs transposés (en ligne) par commo-
dité.
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La matrice inverse assure le passage de B a B’ :
Pyl = P
Exemple 3.6.1. Soient B = (e;, €3) la base canonique de R? et :

B = (e] = €1 + 2, € =3e; + 5ea)

1 3
rew- (1)

et, comme €1 = —5€} + 2€, et €3 = 3€) —€) ¢

-5 3
P%/7s3 = ( 2 _1 > .
On vérifie que P‘B763r P%/,% = Ig = P%/’% P%V%/. Soit Ty — t(3,4) Le calcul
direct donne :

une autre base. On a :

x = 3(—5€] + 2¢) +4(3e] — €) = —3€} + 2¢€)
d’ott : zp = #(—3,2). On a bien :

-5 3 3 -3
,’I,‘sB/ = P;Br7;31‘% = 2 _1 4 = 2 .

Quel est l'effet d’'un changement de base sur la matrice d’une application
linéaire u € £(E, F)? Soient B(E) et B'(E) deux bases de E, B(F) et B'(F)
deux bases de F'. Le diagramme commutatif :

\Y

M .
%(E) ‘B(F),%(E)(u) %(F)
P%(E),ME)T lP%'(F),%(m

B'(E) ———— B'(F)
Me1(r), w1 (B) ()

montre que :
M (p), % (E)(w) = P (r), 8(r) M (r), 3(5) (W) Pa(r), 2/(5) -
On remarquera (contravariance) que les indices se lisent de droite & gauche :
B'(F) + B(F), B(F) + B(E), B(E) «+ B'(E).

Siu € £(E), en notant P = Py @, M = Mg(u) et M' = My (u) le
diagramme commutatif :



se traduit par M' = P"'M P,ou M = PM' P71,

Deux matrices M, M’ € 9, (K) sont semblables s’il existe une matrice
réguliere P € M, (K) telle que M = PM'P~1, c’est-a-dire si elles représentent le
méme endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n dans deux bases.
Des matrices semblables sont donc équivalentes.

3.7 Forme linéaire, dual

Une application linéaire d’un K-espace vectoriel E, de dimension n, dans K
est une forme linéaire sur F, ou un covecteur, c’est-a-dire un vecteur co-
variant, comme nous le verrons. L’ensemble des formes linéaires sur £ est son
dual noté E*. Le dual du dual est le bidual de E noté E**.

Exemple 3.7.1. Soit E le K-espace vectoriel des polynomes de K[X] de degré
au plus égal a 2. Les applications de E dans K :

vn(P) = P0),
va(P) = Pl’(O),
v3(P) = [, P(t)dt

sont des formes linéaires sur E. Leurs matrices dans la base canonique de E
(1,X,X?) sont :

M(Ul) = (17070)7
M(UQ) = (07170)7
M(’Ug) = (17072/3)7
et elles sont linéairement indépendantes. v

Exemple 3.7.2. La matrice de la forme linéaire :
u: E=R* — R
) o aeim=n(?)

est M(u) = (a,b) € E*. C’est donc la transposée d’un vecteur de R2. On peut

écrire en transposant :
a
ar + by = (z,y) ( b > :

Le vecteur ¢(x,y) est donc, & transposition pres, un élément de E**. v

Imaginons un client entrant dans un magasin pour la premiere fois. Le ma-
gasin vend n articles (a;) dont les prix respectifs sont p;. Le client désire acheter
la quantité g; de chaque a;. La facture sera donc f = ), ¢; p;. Pour le gérant
du magasin, les p; sont connus, et les ¢; sont les inconnues de I’équation. Pour
le client, la situation est inverse : il connait les ¢; mais pas les p;, qui sont pour
lui les variables. Cet exemple illustre la dualité des points de vue.
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Théoréme 3.7.1. Le dual E* et le bidual E** d’un K-espace vectoriel E, de
dimension n, sont des K-espaces vectoriels de dimension n, et E** est canoni-
quement isomorphe o E, auquel on peut lidentifier.

Démonstration. Que E* et E** sont des K-espaces vectoriels de dimension n
découle de la proposition 3.4.9 pour m = 1. Tout élément x de F définit la forme
linéaire sur E* :
z* . E* —» K
u = u(z).

On a en effet quels que soient les scalaires \ et u :

z*(Au+ po) Au+ pv)(x)
Au(z) + po(x)

= Az*™(u) + pz**(v)

d’ou la linéarité de z™*.

Montrons que Papplication ¢ de E dans E** définie par ¢(x) = z** est un
isomorphisme.

Elle est linéaire car ¢(az+fy) = (axz+ S y)** quels que soient les éléments
et les scalaires écrits, et :

(az+By)™(u) = ulaz+py)
= au(z) + Su(y)
= (az™ +By™)(u)
= (ag(z)+Bo(y))(uw)

signifie que ¢p(ax + By) = ag(z) + B ¢(y)-
Elle est injective car ¢(x) = 0 signifie que pour tout v € E* z**(u) = 0, que
u(z) = 0, donc que z = 0.
La bijectivité découle de la proposition 3.4.6 et de 1’égalité des dimensions.
Cet isomorphisme, ne dépendant d’aucune base, est canonique. O

Une forme linéaire u € E* est représentée dans une base B = (ey,...,€,) de
E par une matrice a une ligne :

Mp(u) = (u(er), - .-, ulen)) .
La base duale de B est la base B* = (€}, ...,€:) de E* définie par :
€ (€) = dij -
Rappelons que d;; est le symbole de Kronecker, défini dans les Généralités.

Gréce a son produit scalaire canonique, K™ est son propre dual et sa base
canonique est sa propre base duale.

Exemple 3.7.3. Calculons la base duale de la base B de R® :

B={e=(1,1,1), & = (0,1,1), e3 = 1(0,0,1)}
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exprimée dans la base canonique. Dans cette méme base (canonique), qui est la
base canonique du dual, on a :

M(ET) = (a17a27a3)7 M(GS) = (b17b27b3)7 M(eg) = (01702703)7

et, d’apres la définition :

€ile)) =1 = a1 +ay+as,
€f(e2) =0 = as+as,
ET(Eg)ZO = as ,

d’ou €] = (1,0,0). Un calcul identique donne :

& =(~1,1,0), € = (0,~1,1).

3.8 Application linéaire transposée

Siu € L(E,F)etsi¢ € F*, pou est une forme linéaire sur E. L’application :

tu: F* — E*

¢ = dou

est linéaire :
fuAr +pd2) = (A1 +pds)ou

= Aprou+ppaou

= Nuogy +pluo gy
et appartient donc a £(F*, E*). C’est la transposée de u. Nous voyons que
la transposition inverse le sens des applications, et transforme donc les objets

contravariants en objets covariants. Une forme linéaire (ou covecteur) est trans-
posée d’un vecteur.

Proposition 3.8.1. Les bases respectives de E et de F étant B = (&;) et
B' = (¢;), la matrice de la transposée de u € £(E,F) dans les bases duales
B™* = (¢F), de F*, et B* = (€}), de E*, est la transposée de la matrice M (u) :

M%*%r*(tu) = tM%r’%(’u,) .

Démonstration. Posons Mg s5(u) = M = (m;) et My. gr.(*u) = M. Comme
u(€e;) = Y, m4j ¢;, on a:

"u(¢y) =

Faisant aller j de 1 & dim(E) = m, nous obtenons la i-eme colonne de M (‘u) :

@i (u) : € = myj;.

Cl(M(tU)) = (mil, e ,mim) = Ll(M)

ce qui est le résultat annoncé. O
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Proposition 3.8.2. Siu; € £(E;,Ei41), 1 <i<r,ona:
Yupo...ouy) = tuyo...0tu,.

Démonstration. Montrons-le d’abord pour r = 2. Soient By = (¢;), Bo = (¢;),
B3 = (1;) les bases rspectives de Ey, Es, Es, et B, Bs, B3 les bases duales.
Ona:

Hup o ur) (W) = ¥ ouz oug = "ug o)} ouy = "up 0 fug 0 9]

quel que soit ¢, d’ou le résultat dans ce cas. On passe au cas général par une
récurrence immeédiate. O

Le diagramme commutatif précédent, ot u € £(E), P = Py, »/, M = Mg (u)
et M' = M%/(U) :

donne par transposition :

+——— B(E)*

ltp tP—IT
’ tar! ’
B *(E) «— B *(E)
c’est-a-dire tM' = P M P~ ou M = P~ M P,
La transposition transforme les objets contravariants en objets covariant, et

inversement. Elle laisse les scalaires invariants, mais ils ne sont ni covariants ni
contravariants.

Proposition 3.8.3. La transposée de la transposée d’une application linéaire
u € L(E,F) est égale d u.

Démonstration. Remarquons d’abord que ?(tu) appartient & £(E**, F**), donc
a £(E, F) (théoreme 3.7.1). On a, quels que soient © € E et ¢ € F* :

pou(z) =" (pou) =" ("uce) = "("u)(™) 0 b =¢o (‘u)(z),

d’ot1 I’égalité annoncée. O

4 Déterminants

4.1 Permutations et transpositions

Une permutation o sur ’ensemble ordonné [1,n] = {1,2,...,n} est une
bijection sur cet ensemble :

o:(L,2,...,n)— (0(1),0(2),...,0(n)).
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La composée (ou le produit) o9 o 07 de deux permutations est la permuta-
tion qui commute 7 et g2(01 (%)), pour i = 1,...,n. L’associativité est triviale.
L’inverse 0~! de o est définie par i — o~'(i). L’ensemble des permutations
est donc un groupe, le groupe symétrique S,,, dont ’élément neutre est la
permutation identique o (i) = i.

La transposition 75 j est la permutation qui commute h et k et laisse inva-
riants les autres entiers. Elle est son propre inverse (c’est une involution). Cette
notion n’a qu’un rapport assez lointain avec son homonyme pour les applications
linéaires et les matrices (*(*u) = u).

Proposition 4.1.1. Les transpositions engendrent S, .

Démonstration. Il nous faut montrer qu’une permutation quelconque o est la
composée de transpositions. Le sous-ensemble (i1,1is,...,4;) est un cycle pour
o si o(iy) = ia, o(ia) = i3, ainsi de suite jusqu'a o (i) = i1. Deux cycles sont
évidemment disjoints, et [1,n] se décompose en une réunion de cycles.

La restriction o; de o au premier cycle C; = (1,0(1),0%(1),...,0%(1)) se
décompose en :

01 =Tk, g(k) ©-+-°T1, o(1)

Le premier élément du deuxieme cycle est le plus petit entier non inclu dans
le premier cycle. On le décompose en produit de transpositions comme comme
le premier. Ainsi de suite jusqu’au dernier, et o, produit des o;, est mise sous
la forme annoncée. O

Par exemple, la permutation o = (3,5,4,1,2) se décompose en deux cycles :
Cy=(1,3,4) et C5 =(2,5). On a:
01 =7T3,40T1,3 -
En effet, m 3 fait passer de (1,2,3,4,5) & (3,2,1,4,5), puis 73 4 fait passer
de (3,2,1,4,5) & (3,2,4,1,5). Enfin, 05 = 7 5 fait passer & (3,5,4,1,2).
La décomposition n’est pas unique puisque 77 ; est l’identité, mais nous

2%
verrons un peu plus loin que la parité du nombre de transpositions dans la

décomposition d’une permutation est fixée. Il y a donc des permutations paires
et des impaires.

4.2 Formes n-linéaires alternées

Une forme n-linéaire sur un K-espace vectoriel E de dimension n est une
application u : E™ — K linéaire sur chaque facteur, c’est-a-dire que si ’on fixe
les vecteurs v; pour j # ¢, application :

v w(U, e, U1, U, Uiy e e ey Up)

est une forme linéaire, pour tous les indices i de 1 a n. Posons pour une permu-
tation o € &, et tout n-uple (v;) de vecteurs de E :

(v, -5 0n) = (Vo(1), -+ Vo(n)) -
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La forme n-linéaire u est alternée si elle s’annule chaque fois que deux des
v; sont égaux. Notons 2, (E) ’ensemble de telles formes.

Si, pour toute transposition 7, u o 7 = wu, la forme u est symétrique et si
u o7 = —u elle est antisymétrique.

Proposition 4.2.1. Toute forme n-linéaire alternée sur E est antisymétrique.

Démonstration. Posons v(v;,v;) = u(vy,...,vy,), les vecteurs vy pour k # i et
k # j étant fixés. On a par bilinéarité de v :

v(v; +vj,0; +v5) = v(vi,v;) +v(vs,v5) + (v, ;) +v(vs, ) -

Or par hypothese les quantités v(v; +v;, v; +v;), v(v;, v;) et v(vj, v;) sont nulles,
et il reste v(v;,v;) + v(v;,v;) = 0, d’our la conclusion. O

Notons que la réciproque est fausse en caractéristique 2, ou ¢ = —x, ce
qui confond symeétrie et antisymétrie. Ainsi, pour n = 2, la forme bilinéaire
u((z1,22), (x3,24)) = x123 + T2y sur un corps de caractéristique 2 est anti-
symétrique (car symétrique) mais n’est pas alternée car u((«, 3), («, 8)), égal a
a® 4 (%, n’est pas nul si a # f.

Proposition 4.2.2. La parité du nombre de transpositions dans la décomposition
d’une permutation est fizée.

Démonstration. Soit u € A,(E) et 0 € &,,. Supposons ¢ mise sous la forme,
d’une part, du produit de r; transpositions et, d’autre part, du produit de 7o
transpositions. Comme chaque transposition change le signe du résultat, on
aura :

uoo = (—-1)"u=(-1)"u
ce qui montre que les parités de r; et de ry sont égales. O

Si la permutation o € &,, peut se décomposer en un produit de r transposi-
tions, la quantité ¢, = (—1)" (indépendante des valeurs possibles de r d’apres la
proposition précédente) s’appelle la signature de ¢. La signature de I'identité
est égale a 1.

Proposition 4.2.3. La signature d’un produit de permutations est le produit
de leurs signatures. Les signatures d’une permutation o et de o' sont égales.

Démonstration. 11 suffit de le prouver pour deux permutations oy et o5. Il est
clair que si o est le produit des i transpositions 7 ; et oy celui des ro trans-
positions 75; on aura :

T2 1
02001 = HTQi © Hle',
i=1 i=1
ce qui montre que oy o g7 est le produit de r; + r» transpositions, d’ou :
— rit+re _
€001 = (_1) 1T = €oy €oy -

1

Sillonao=m...7.il est clair que 6™ = 7,...7y, et que €,-1 = €,. O
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Proposition 4.2.4. L’ensemble A, (E) est un K-espace vectoriel de dimension
1.

Démonstration. 1l est immédiat que 2, (E) est un K-espace vectoriel.
Soit B = (b1,...,b,) une base de E et une forme u € A, (E) telle que
u(by,...,b,) =a € K. On a alors pour toute permutation o :

uoo(by,...,by) =€z ulby,...,by).

Soit v; = Y7, <<, @i b; pour 1 < j < n. Par n-linéarité, ¢(vy,...,v,) est une
combinaison linéaire des u(b;,, ..., b; ), termes non nuls seulement si les i;, sont
deux a deux distincts; ils définissent dans ce cas une permutation.

Il ne reste donc que (u o o)((b;)), dont le coefficient est égal au produit des

o), €t l'on a :

u((v1y...,00)) = Z €o Hai, oy woo(by,...,b,),

gES, i=1
ce qui montre que la donnée de u(by,...,b,) détermine complétement u, et que
A, (K) est de dimension 1.
Il admet pour base 1’élément ¢ défini par ¢(by,...,b,) = 1. O

4.3 Déterminant de n vecteurs

Le déterminant de n vecteurs vy,...,v, de K" est la forme n-linéaire
alternée ¢ qui vaut 1 sur la base canonique :

det(vy,...,vn) = ¢(v1,...,0p).

On a donc, si v; = (vi1,-.-,0;,) pour tout 7 :
n
det(vl, AN ,’Un) = Z €s Hvi70(i) .
ceEG, =1

Le produit étant commutatif, nous pouvons changer ’ordre des termes en faisant
agir une permutation quelconque o'. Choisissons ¢/ = o1 :

n
det(vy, .., vn) = Z €o H”a*lm,u(g—l(i)),
ceES, i=1
d’ou, puisque €,-1 = €, :
n
et o) = 3 o Toemone
cEG, i=1

Il n’y a plus qu’a remarquer que, quand o parcourt &, o' en fait de méme,
et & remplacer la notation de 1’élément courant o' par o :

det(vy,...,v,) = Z €s va(i)yi.
i=1

ceS,
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On note :
V11 e Ui

det((v;)) =

Le déterminant de n vecteurs d’un K-espace vectoriel £ de dimension n ne
peut étre défini qu’a partir d’une base. Soit donc B = (¢;)1<i<n une base de
E. La forme u € A(E) telle que u(ey,...,€e,) =1 est alors le déterminant des n
vecteurs dans la base B :

d§t(vl,...,vn) =u(vy,...,0p).

Proposition 4.3.1. Si B = (¢;)1<i<n et B’ sont deuz bases quelconques de E,
on a pour tout n-uple (v;) de vecteurs de E :

d%?,t((vi)) = dsg,t((fi)) dgt((vi))-

Démonstration. La dimension de 2, (E) étant égale a 1, les déterminants sont
proportionnels et on a pour tout n-uple (v;) de vecteurs de E :

det((v)) = A det((v:)), A€ K.
d’oti :

det((e) =  det((c:) .
Comme dety ((€;)) = 1, on a A = detsg/ ((;)). O

N’oublions pas qu’un déterminant est alterné, c’est-dire qu’il s’annule des
qu'il existe un couple (3, j) tel que v; = v;.

Proposition 4.3.2. On ne change pas le déterminant de n vecteurs (v;) en
ajoutant a l'un des vecteurs une combinaison linéaire des n — 1 autres.

Démonstration. 1l suffit de montrer que det((v;)) = det((v})), ol v} = v; pour
i # ket v, =vp+ Avj, j # k. On a par linéarité :
det((vg)) = det((vi)) + A det(vl, vy Vk—1,V5, Vkt1,- - - ,Un) R

et le deuxiéme terme du membre de droite est nul & cause de la répétition de v;
qui se trouve en j-eme et en k-iéme position. O

Théoréme 4.3.1. Une famille de n vecteurs d’un K-espace vectoriel E de di-
mension n est une base si et seulement si le déterminant de ces n vecteurs dans
une base quelconque de E n’est pas nul.

Démonstration. Montrons d’abord que si ces vecteurs vy, ...,v, sont liés leur
déterminant dans une base B = (€;)1<i<n de E est nul. Il existe dans ce cas des
scalaires A; non tous nuls tels que :

Z/\Z UiZO.
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On peut supposer, quitte a changer 'ordre des ¢;, que A, # 0. On a alors :

Vp = A;l Z )‘z Vi

1<i<n—1
et :
detos (vi,...,vn) = dety(Vi,. . A Y cicpng Ai i)
= A Yicicna Ni detg(vi, ., vim1,0:)
= 0
puisque les dete (v1, - .., v;—1,v;) sont nuls, le i-éme vecteur étant égal au der-
nier.

Réciproquement, montrons que si la famille (v;) est une base 8B de E son
déterminant dans une base quelconque ne peut étre nul. La forme u € A(E)
définie par u(vy,...,v,) = 1 est un déterminant, detsy. Soit B’ = (vy,...,v})
une quelconque autre base. On a d’apres la proposition 3.3.1 :

detg(vy,...,vp) = detsy(v],...,v),) dety: (v1,...,0,)
1 = dety(vi,...,v),) dety (vy,...,0,)
ce qui montre que detss: (vy, . ..,v,) ne peut étre nul. O

4.4 Déterminant d’une matrice

Le déterminant de la matrice A = (a;;) € M, (K) est le déterminant des
n vecteurs colonnes Cj(A) = (a;j)1<i<n- On le note :

ajp N )
det(A) =
an1  --- Apn
Le déterminant de la matrice identité I,, est égal a 1.
Le déterminant de n vecteurs (v;) est linéaire sur chaque v; mais n’est pas
globalement linéaire : det((v;) + (w;)) # det((v;)) + det((w;)), et, si A et B sont

dans M, (K), det(A + B) # det(A) + det(B). Notons bien que, si A € K, alors
det(AA) = A" det(A).

Proposition 4.4.1. Le déterminant d’un produit de matrices est égal au produit
des déterminants de ces matrices.

Démonstration. Il suffit, par récurrence, de le prouver pour deux matrices, A et
B de 9M,,(K). L’application :

(C1(A),...,Ch(A)) = det(BA) = det(B(C;(4)))
est linéaire sur chaque facteur C;(A). En effet Papplication :

(L1(B) * C;(A4))
Ci(A) = Cy(BA) =
Ln(B) * C;(4)
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est linéaire, donc aussi sa composée avec det.
Elle est alternée puisque si C;(A) = C;(A), alors C;(BA) = C;(BA).
L’application A — det(BA) appartient donc a 2,,(K"), et elle est propor-
tionnelle & A — det(A). Faisant A = I,,, nous voyons que le coefficient de pro-
portionalité est égal a det(B), d’ou : det(BA) = det(B) det(A) = det(AB). O
_ 1
~ det(A)

Démonstration. On a : det(A™!) det(A4) = det(A~1A) = det(l,) = 1. O

Proposition 4.4.2. Si A € M,,(K") est inversible, alors det(A~1)

Proposition 4.4.3. Les déterminants de M € M, et de ‘M sont égaux.
Démonstration. Le déterminant de M est égal a :
n
det(M) = Z €s Hmig(i) .
oG, i=1

ou a:

det(M) = Z %ﬁmg(i)i-

oSG, i=1
Or la seconde forme est obtenue a partir de la premiere en permutant m;; et
mj;, ce qui correspond & la transposition. O

4.5 Développement d’un déterminant

Le déterminant de la matrice M = (m;;) € 9, (ou des n vecteurs colonnes

C;(M)) est égal a:
det(M) = Z (S H mw(,-) .
ccS, =1
Le mineur Ay est le déterminant de la matrice M (") = (ml(-?k)

a partir de M en supprimant sa h-ieme ligne et sa k-ieme colonne.
Remarquons que M%) appartient & 9,,_; (K), et que :

) obtenue

m{) mij sii<h et j<k,
’m/g]hk) = Mijt+1 si i<h e j>k,
mz(-;bk) = Miq1; si 1>h et j<k,
(hk)

= Mit1541 si ZZh et kZ]
Exemple 4.5.1. Les 3! = 6 permutations sur (1,2, 3) sont :

(1,2,3), aucune transposition,
), une transposition : (2,3) — (3,2)
), une transposition : (1,2) = (2,1)
), deux transpositions : (1,2) — (2,1), (1,3) — (3,1),
), une transposition : (1,3) = (3,1)
), deux transpositions : (1,2) — (2,1)
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Il y a trois permutations paires et trois impaires.
Le déterminant de la matrice :

mi1z M1z Mg
M= mo ma mos
ms31 g2 1133

est, en respectant ’ordre précédent pour les permutations, leur signature étant
—1 dans le cas d’une transposition et 1 dans le cas de deux : :

det(M) = Mi11Mo2M33 — M11M23M32 — M121M211M33
+Mm12MagMgy — M13M22M31 + M13M21M32 .

Mettons en facteur les termes de la deuxiéme colonne :

det(M) = my2(—maimsgs + mazmsy) + maz(Mmi1mss — mizms)
+mga(—my1mag + myzmar) .

Calculons les déterminants Aps des matrices M2 .

Ay = | ™20 T2 mas — Mg
- - p - p 3
m31 M33
mi1p Mmis
Agy = = mi1M33 — M13Ma1 ,
m31 M33
mi1 Mis3
Aszy = = mi1Mma3 — M13M21 .
mo1  Ma3

Nous voyons que :

det(M) = —my2 Az + mas Doy — M3z Azs .
Des calculs analogues montrent que :

det(M) = ma1 Ay —moar Agy +ma; Az

= maz A1z — ma3 Az + ms3 Asg

Cest-d-dire : L;(M) x C;(M) = det(M) pour i =1, 2 et 3.
Posons :
N Ay —Ag Az
M= -Ap Axn -Asp
Az —Ayg ARE

et remarquons que mq1 A1 — Moy Aso + m3y Ass = 0, c’est-a-dire :
Ly(M)  Cy (M) =0.
En fait, dés que i # j on a :

Li(M)  C;(M) =0.
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Les résultats précédents montrent finalement que :

MM:%MQE*QM@LQKn:®ﬂMﬂ@
d’ott 'on déduit lorsque det(M) # 0 :
1 —
Mt =
det (M)

Nous allons généraliser tout ceci.

On appelle développement du déterminant de M suivant sa j-éme colonne
I’expression :
> (=D mi; Ay,

1<i<n

et suivant sa i-eme ligne :

> (=DM mg Ay

1<j<n

Proposition 4.5.1. Le développement du déterminant de M suivant sa j-éme
colonne ou sa i-éme ligne est égal a son déterminant :

det(M) = Z (=) my; Ay = Z (1) my; A .

1<i<n 1<j<n

Démonstration. Il suffit de démontrer pour une colonne, le cas d’une ligne s’en
déduisant par transposition. Le coefficient ¢;; de mq; dans det(M) est :

C11 = Z €o H Mis(i)

cc S, i>1

a(i)>1
o parcourant l’ensemble des bijections de la suite des n — 1 premiers entiers
naturels plus grands que 1 dans la méme suite. En remplagant les m;; par les

11 . -
ml(-, Y correspondants et en utilisant les remarques précédentes, nous obtenons :

=3 & [ mig

cEG,_1 1<i<n—1

ce qui est justement le déterminant A;; de M) . Quant au coefficient, (—1)**7
il est égal a 1.

Cherchons maintenant le coefficient cp de mpg pour (h,k) # (1,1). En
permutant les lignes 1 et h et les colonnes 1 et k& de M nous amenons mpy en
position (11) en conservant globalement les lignes et les colonnes de M (") mais
pas leur ordre.
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Etudions effet de la permutation des colonnes Cy et C} de M sur les co-
lonnes C} de M" . Si k = 2, elle est sans effet. Si k > 2, C} se place en position
k—1 car C'1 vient en position k et la premiere colonne de la matrice principale est
supprimée ; C4 se place en position 1 ... et C},_; en position k — 2; les suivantes

(hk)

conservent leur place. Les colonnes de M ont donc subi la permutation :

(1,2,...,k—1)— (2,3,...,k—1,1),

produit de k — 2 transpositions, chacune faisant avancer 1 d’un rang.

Si (hk) = (12), M%) est incchangée mais la permutation des indices 1 et, 2
change le signe de det(M), de sorte que le coefficient de mq2 est égal & —Aqs;
or (—=1)htk = -1,

Sih=1etk > 2 Ay est multiplié par (—1)*2 et cpp par (—1)*1 a
cause de la permutation sur les colonnes de M, ou par (—1)¥*1, c’est-a-dire par
(_1)k+h_

Si (h,k) = (2,2), A2 est inchangé, comme le déterminant principal, or
(_1)k+h =1.

Sih>2etk>2 A, est multiplié par (—1)"=2 (=1)k¥=2, c’est-a-dire par
(=1)"*k et le déterminant principal est inchangé (deux permutations, une sur
les lignes, une sur les colonnes).

Nous avons donc, quels que soient i etj, ¢;; = (—=1)79 Ay;.

Le déterminant de M est la somme de n! produits dans chacun desquels figure
un et un seul m;; pris dans chaque colonne (et dans chaque ligne). Choisissons
la j-éme colonne. Si nous enlevons & det(M) les (n — 1)! produits ayant ms;
en facteur, il en reste (n — 1)((n — 1)!), dont aucun ne contient m;;. Enlevons
ensuite les (n — 1)! produits ayant ms; en facteur ... ainsi de suite jusqu’au
dernier, my;, et nous aurons épuisé det(M). Ceci se traduit par :

det(M) = Zmi]‘ Cij = Z(—l)i—i_j my;j; Aij .

O

Proposition 4.5.2. Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure (res-
pectivement inférieure) est égal au produit de ses termes diagonauz.

Démonstration. La proposition est triviale en dimension 1. Supposons-la vraie
jusqu’a la dimension n — 1 et soit T = (t;;) € 9M,,(K) une matrice diagonale
supérieure. On a, d’apres la proposition précédente, en développant suivant la
premiere colonne :

det(T) =111 All .

Or la matrice T7; est diagonale supérieure, appartient a 9, _1(K), et, d’apres
I’hypothese de récurrence, son déterminant est égal au produit des ¢; pour
1>2:

Arp =t ... tyn,
d’oti la conclusion pour la dimension n (en multipliant par ¢;1), ce qui acheve
la récurrence.
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Par transposition, on obtient le résultat dans le cas des matrices triangulaires
inférieures. O

4.6 Déterminant d’un endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et u € £(E). On définit le
déterminant de u comme étant le déterminant de Mp(u) dans une base quel-
conque B de F :

dgt(u) = det(Mx(u)) .
En effet, dans une autre base 98B’, on aura :
detg/(u) = det(Mwp/ (u))
det(PMyP™)
= det(P) det(Mgy) det(P1)
= det% (U) )

car det(P) det(p~!) = 1 (proposition 3.4.2), ce qui montre que la définition est
indépendante du choix de la base.

4.7 Déterminant de Vandermonde

Le déterminant de la matrice A,, € M, (R) :

1 z ... zg

1 z ... z¥
A, =

1 z, ... z}

dans laquelle les (z;) sont deux & deux distincts, et que l’on rencontre assez
souvent, est dit de Vandermonde. Pour n = 1, il est égal & x1 — x¢, et pour
n =2, a(x; —zg)(x2 — zo)(z2 — z1). Faisons ’hypotheése de récurrence :

det(4p-1) = [ (& —w)
0<i<j<p—1

et calculons det(A4,). Faisons C; — 29 Cj_1 pour 1 < j <p:

1 0 0

1z —zo ... 'Yz —x0)
det(A,) = '

1 zp—x0 ... 2b7'(zp—x0)

et développons ce déterminant suivant I,; en remarquant le facteur x; — zg sur
chaque L; :

Ty ... P!
1 oz ... 287!
det(4p) = [ (i — o)
1<i<p :
1oz, ... xb!
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Appliquons ’hypothese de récurrence en décalant les indices d’une unité :

det(4p) = Tlicicp(@i —20) [licicjcy(®j — i)
= Hogigjgp(l’j — ;)

ce qui acheve la récurrence, et montre qu’un déterminant de Vandermonde n’est
pas nul et donc que A,, est inversible.

4.8 Vecteur et valeur propres, polynéme caractéristique

Soit u € £(FE) (dim(E) = n) de matrice M = (m;;) dans une base quel-
conque B = (¢;). Un vecteur propre de u est un élément = non nul de E tel
que u(xz) = Az pour un certain scalaire A, qui est alors une valeur propre de
U.

L’ensemble des valeurs propres de u est son spectre, noté Spec(u).
Un vecteur propre doit étre non nul car si z = 0 alors u(z) = 0 t donc
u(xz) = Az quel que soit le scalaire A. Par contre, si @ # 0 et u(z) = 0, x est

vecteur propre associé a la valeur propre 0.

Deux vecteurs propres engendrant la méme droite (proportionnels) sont
équivalents, et nous ne considérerons que les classes d’équivalence : si z est
un vecteur propre, ax, a # 0, n’est évidemment pas un autre vecteur propre.

L’ensemble des vecteurs propres associés a une valeur propre A complété par
le vecteur nul est un sous-espace vectoriel de E, I’espace propre E).

Le polynoéme P,(X) = det(Xip — u) est le polynéme caractéristique de
u, ou de sa matrice dans une base quelconque (voir 3.6).

Proposition 4.8.1. Soitu € £(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) A € K est valeur propre de u,
(b) il existe un vecteur non nul x € E tel que u(z) = Az,
(¢) Uendomorphisme Aip — u n’est pas injectif,
(d) det(Nig —u) =0,
(e) X\ est racine de P,(X).

Démonstration. .
(a) = (b) Découle de la définition d’une valeur propre.
(b) = (c) Comme z € Ker(Xig — u),  # 0, Aip — u n’est pas injectif.
(¢) = (d) Comme \ip — u n’est pas un isomorphisme det(Aigp —u) = 0.
(d) = (e) Py(A) =det(Aig —u) = 0.
(e) = (a) Si P,(A\) =0, det(Aig —u) =0, Aig —u n’est pas injectif, il existe
x

un z # 0 dans F tel que u(z) = Az, et A € K est valeur propre de u. O

Exemple 4.8.1. Le calcul des éléments propres de la matrice :

-7 3
A_<—18 8)
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représentant ’endomorphisme u dans la base canonique de R? va nous donner
une base dans laquelle la matrice de u est diagonale (ce n’est pas toujours
possible). Le polynoéme caractéristique de A est :

X+7 -3
PX)=1"5% x_s

‘ =X?2_X-2,
et ses valeurs propres sont A\; = 2 et Ay = —1. Un vecteur propre associé a \;
est solution du systéme (u — Ay)(z) =0 :

-9z +3y=0
—18z +6y =0

de rang 1 car de déterminant nul, et qui se réduit donc & ’équation y = 3z,
d’ott le vecteur propre v; = *(1,3). Un calcul identique donne le second vecteur
propre vy = (1,2). Comme u(v;) = A\ v; et u(vy) = A2 v9, la matrice de u
dans la base (vy,vs) est diagonale. Si P est la matrice de passage de la base
canonique & la base (vy,v2) (voir 2.5), on obtient finalement :

(D) )

Une matrice diagonale est évidemment de manipulation beaucoup plus simple
qu’une matrice quelconque, d’autant plus que la dimension est grande. v

4.9 Trigonalisation

Proposition 4.9.1. Soit u € £(FE). Il existe une base dans laquelle la matrice
M(u) = (my;) est triangulaire supérieure. Les termes diagonauz de M sont les
valeurs propres de u, répétées selon leur ordre.

Démonstration. La proposition est triviale en dimension 1.

Supposons-la démontrée pour tout espace vectoriel de dimension inférieure
ou égale a n—1, et soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit €; un vecteur
propre associé & la valeur propre A\, E' un supplémentaire de la droite D en-
gendrée par €; et p est la projection de E sur E' parallélement & D. L’application
u' = powup appartient a £(E') et comme dim(E’) = n — 1 il existe une base
(€i)2<i<n dans laquelle la matrice de u' est triangulaire supérieure (hypothese
de récurrence).

Or u(e;) = (p ou)(e;) + ajer pour 2 < i < n. Dans la base (€;)1<i<n la
matrice de u est triangulaire supérieure. Le déterminant de X — M (u) étant égal
au polynome caractéristique de u, les termes diagonaux de M (u) sont les valeurs
propres de u, chacune apparaissant un nombre de fois égal & son ordre. O
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5 Meéthodes de résolution des systemes

5.1 Systeme de Cramer

Un systeme Mz = yg, M dans M, (K) et = et yo dans K", est compatible
¢'il admet au moins une solution z = (z;). C’est un systéme de Cramer
si p = n et si la matrice M est inversible; il admet alors I'unique solution
x = M~ lyg. Dans ce cas, soit M; la matrice obtenue en remplacant la i-eme
colonne de M par la colonne des seconds membres. Les formules de Cramer :

T; = M <i<n

det(M) " = —

sont élégantes mais inapplicables car nécessitant trop de calculs (de 'ordre de
(n+2)!). Sin =2, elles sont cependant pratiques pour un calcul & la main.

Supposons le systeme Mx = yy compatible et = xg une solution. Le rang
du systeme est le rang de M. Le systeme Mz = 0 est le systéme homogéne
associé. Il admet toujours la solution z = 0, et elle est unique s’il est de Cramer.
Toute solution du systeme est la somme de ¢ et d’une solution du systeme
homogene associé. L’ensemble des solutions est la solution générale, de la
forme zg + .5, S étant la solution générale du systeme homogene associé.

Théoréme 5.1.1 (de Rouché-Fontené). Si le systéme compatible Mz = yo,
M e M, (K), est de rang r < n, on isole r lignes indépendantes et r inconnues
principales, on fait passer les autres inconnues (auziliaires) au second membre,
et on obtient un systéme de Cramer en les r inconnues principales.

Démonstration. La matrice du systéme obtenu est réguliere par construction.

O

Proposition 5.1.1. En ajoutant a une équation d’un systéme une combinaison
linéaire des autres équations on ne change ni sa compatibilité ni sa solution s’il
est compatible. De méme si l’on permute les lignes ou les colonnes.

Démonstration. Soit (L;)1<i<n = 0 un systéme d’équations linéaires.

L’équivalence :
L;=0 L;+XL; =0

pour j # ¢ et tout scalaire A est triviale. On passe a L; —1—2].# A; L; = 0 par une
récurrence immédiate. Ceci prouve le premier point. Une permutation de lignes
est évidemment sans effet sur la solution éventuelle (mais pas sur la matrice du
systéme). Une permutation des colonnes C; et C; revient & poser z} = x; et

a:; =z;. O
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Exemple 5.1.1. En enlevant deux fois la premiere ligne a la deuxiéme et quatre
fois la premiere ligne a la troisieme on transforme le systéme :

1 2 3 x 10
2 3 4 y | =1 16
4 7 10 z A
en celui-ci :
1 2 3 T 10
0 -1 -2 y | = —4
0 -1 -2 z A—40
En soustrayant la deuxieme ligne a la troisieme on obtient le systeme :
1 2 3 T 10
0 -1 -2 y | = —4
0 0 0 z A—36

de rang 2, compatible si A = 36. Les inconnues principales sont z et y, d’ou :

(o 2)(5)-(53%)

et la solution en fonction du parametre z : ¢ = 2+ z, y = 4 — 2z. La solution
=2,y =4, z=0 est une solution particuliere. Le systéme homogene associé
a pour solution générale z = z, y = —2z. v

5.2 Systeme de Cramer triangulaire

Considérons le systeme Tz = yo dans lequel T = (t;;) est une matrice
triangulaire supérieure de type (n,n), dont aucun des termes diagonaux n’est
nul. La derniere ligne s’écrit tp, 2, = yn. Comme t,, # 0, on a z, =t} y, en
une opération. Reportant cette valeur dans ’avant-derniere ligne :

Lo @ thin—1%Tn—1 +tn_1nTn = Yn—1

. -1 e e . RT
on obtient z,_1 =t "1, 1 (Yn—1 —tn—1n Tn), avec une division, une multiplica-

tion et une soustraction. Ainsi de suite en remontant jusqu’a z1, en ajoutant a
chaque pas une multiplication et une soustraction. La résolution demande donc
n divisions, n(n — 1)/2 multiplications et autant de soustractions, soit ~ n?
opérations.

L’application linéaire ¢ associée a T est un isomorphisme.

Si on suppose nul un certain t;;, les images des 7 premiers vecteurs de la base
source ont pour seules composantes non nulles les i — 1 premieres et engendrent
donc un sous-espace vectoriel de dimension au plus égale & i — 1. Les n — ¢
dernieres engendrent un sous-espace vectoriel de dimension au plus égale & n —:.
On en déduit que Im(¢) est au plus de dimension n — 1, et donc que ¢, n’étant
pas pas surjective, n’est pas un isomorphisme.

On a les mémes résultats avec une matrice triangulaire inférieure, en com-
mencant par la premiere ligne et en descendant au lieu de monter. Une appli-
cation linéaire associée & une matrice triangulaire est donc un isomorphisme si
et seulement si le produit des termes diagonaux de cette matrice est non nul.
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5.3 Méthode de Gauss et de Gauss-Jordan

Cette méthode était déja connue du mathématicien chinois du troisieme
siecle Liu Hui. Elle est tres simple et tres intuitive, mais aussi tres économe en
calculs; c’est la plus utilisée. Elle est basée sur la proposition 5.1.1.

Elle utilise les transformations suivantes sur un systeme Mx = yo a p lignes
et n colonnes :

- Li+ AL; (ajout de A fois la j-éme ligne & la i-éme), représentée par la
multiplication & gauche de la matrice M par la matrice I, + A E;; (les Epy, sont
définis dans la proposition 3.3.1), de déterminant égal & 1;

- L; ++ L; (permutation des lignes L; et L;), représentée par la multiplication
a gauche de M par la matrice E;j + Eji + >, 5 Err , de déterminant égal a
—1;

- C; + AC; (ajout de A fois la j-éme colonne & la i-éme), représentée par la
multiplication & droite de M par la matrice I, + X E;;, de déterminant égal & 1;

- C; + C; (permutation des colonnes C; et Cj), représentée par la multipli-
cation & droite de M par la matrice E;; + E;; + Zi;ﬁk# Ey, de déterminant
égal & —1.

Les multiplications a gauche représentent un changement de base au but, les
multiplications a droite représentent un changement de base a la source.

Partons d’un systeme Mz = yo, M = (my;) et supposons que p = n.
La transformation L; — mﬁlmﬂLl pour i > 1 annule tous les m; (~ 2n?
opérations). On passe & la deuxiéme colonne : L; —mi2m521L2 pour i > 2 annule
tous les my» (2(n — 1)? opérations). Ainsi de suite jusqu’a la derniere colonne :
L, — m;il ne1Mnn—1Ln_1 (4 opérations). On obtient un systéme triangulaire
supérieur aprés ~ 2n3 /3 opérations.

Si 'un des my; est nul, et si 'un des my;, j > 4, n’est pas nul, on permute
L; et L ; s’ils sont tous nuls et si l'un des m;;, 7 > 4, n’est pas nul, on permute
C; et Cj; ¢'ils sont tous nuls et si 'un des my g, j > ¢ et k > 4, n’est pas nul,
on permute L; avec L; et C; avec C} ; si tous les mj; sont nuls, le processus
s’acheve, et le systeme est de rang i — 1.

Si le processus va jusqu’a la derniére ligne et si my, # 0, on obtient un
systeéme triangulaire supérieur régulier. On peut alors appliquer la méthode en
remontant. Pour la n-iéme colonne, on effectue une opération pour chaque ligne
L;, le calcul de m, L m;,, soit n — 1 opérations, jusqu’a une opération, le calcul
de my,. 21m1 o, pour la deuxieéme colonne, car il est inutile de vérifier que les termes
m; ;41 sont bien annulés. Le calcul des mi_ilmji, j < i, est nécessaire pour les
seconds membres. Cela fait ~ n?/2 opérations, ce qui est négligeable devant
2n3 /3.

Si p > n, la méthode précédente permet d’isoler, apres d’éventuelles per-
mutations, les n premieres lignes. On résoud alors le systéme n x n obtenu,
puis on vérifie que sa solution est compatible avec les p — n équations restantes
(exemples 3.1.1 et 3.1.4).

Si p < n, la méthode permet d’isoler les p premieres inconnues. On fait alors
passer au second membre les n — p restantes, d’oll un systeéme p X p (exemple
3.2.2).
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Si le systeme est de rang r < n, quand la transformation arrive a la colonne
C, les n—r dernieres lignes sont nulles et on les supprime, puis on fait passer les
n — r inconnues auxiliaires au second membre, avant de remonter, pour obtenir
un systeme diagonal régulier r x r.

Nous verrons les problémes éventuels (un m;; nul ou proche de 0) un peu
plus loin.

Exemple 5.3.1. Considérons le systeme :

r+2y+3z = 10
r+3y+4z = 13
3r+8y+11z = A
r+y+22 = p
On peut l’écrire :
1 2 3 10
1 3 4 13
3 8 11 A
11 2 pu

La transformation [Ly — Ly, Ls — 3Ly, Ly — L] donne :

1 2 3 10
0 1 1 3
0 2 2 A=30
0 -1 -1 p—10
Enfin [L3 — 2Ly, L4 + Lo] méne a :
1 2 3 10
01 1 3
0 0 0 X—36
0 00 wpu+7

d’ou 'on déduit que le rang de M est égal a 2, que A doit étre égal a 36 et pu &
—7. On ne conserve que les équations et inconnues principales :

r+2y = 10—-3z
Yy 3_Z7

et on remonte, en faisant Ly — 2L5 :

r = 4—z
y = 3—=z.
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En Analyse Numérique, on effectue les calculs en ne conservant qu’un nombre
fini de décimales, selon les capacités de 'ordinateur ou la précision des mesures.
Si ces erreurs se propagent en conservant le méme ordre de grandeur, la méthode
utilisée est dite stable. On peut s’attendre, d’apres les formules de Cramer, a ce
que la méthode de Gauss ne soit, pas stable lorsque le déterminant du systéme
est voisin de zéro. Voyons deux exemples.

Remarquons que le résultat dépend de l’ordre dans lequel on effectue les
opérations. Ainsi, avec une décimale, on a 0,8/0,9 =0, 8 et :

0,9.0,8/0,9 = 0,
07
0

7

0,8

~ ©

Exemple 5.3.2. Traitons le systéeme suivant en ne conservant dans les calculs
que les deux premieres décimales :

w+%y+%z = 32
§x+1y+gz = 17.

Son déterminant est égal a 463.1075. 11 est donc nul si I’'on ne conserve que les
deux premieres décimales.
La transformation [Ls — 0,50 Ly L3 — 0,33 L] donne :

240,50y +0,332 = 32
0,084 +0,092 = 6
0,09y +0,092 = 6,44
0,09
is Ly — ——1Ls :
puis L3 0,08 2
240,50y +0,332 = 32
0,08y +0,002 = 6
0,01z = -0,31

donne un résultat z = 31 au lieu de z = 60, puis y = 40,12 au lieu de 12 et
z = 1,71 au lieu de 6. L’ordre de grandeur de I’erreur finale est bien supérieur
a celui des erreurs initiales. v

Cet exemple montre que la méthode de Gauss est instable lorsqu’elle mene
& un my;, un pivot, voisin de 0, en ce sens que les erreurs d’arrondi (ou de
mesure) se propagent en croissant.

On essaie de remédier a ce défaut, lorsque D'expression décimale consrvée
du déterminant n’est pas trop petite, par des permutations sur les lignes ou les
colonnes pour obtenir un pivot raisonnable. Ceci ne marche pas pour 'exemple
précédent (bien choisi pour étre récalcitrant). On peut diviser la ligne du pivot
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trop petit par ce pivot, mais ce n’est pas recommandé (division par un nombre
trop petit).

Exemple 5.3.3. Le déterminant du systeme :

3z+y+2z = 8
z+3y+z = 10
z+y+3z = 12

est égal a 20, et sa solution est z = 1, y = 2 et z = 3. Calculons avec deux
décimales.

Les transformations successives [Ly — L1 /3 , L3 — L1 /3], [L3 — 0,67L2 /2, 67],
[Ly —0,67L3/2,51 ,Ly — L3/2,51] et [L1 — L2/2,67] meénent & la solution :

=102, y=2,01, z=2,99,
et erreur est de 'ordre de 1072. v

La méthode de Gauss-Jordan est une variante consistant & choisir par per-
mutation le pivot maximum en valeur absolue, & diviser la ligne par la valeur
du pivot (qui devient ainsi égal a 1), a annuler les termes au-dessus du pivot
et non seulement ceux qui se trouvent au-dessous. Elle transforme une matrice
inversible en l’identité.

Voyons les différentes utilisations de la méthode de Gauss :

- résolution d’un systeme,

- calcul du rang d’une matrice,

- calcul d’un déterminant (voir la section 4),

- calcul de l'inverse d’une matrice carrée réguliere.

Le rang d’une matrice est le nombre de lignes non nulles obtenues.

Les seules transformations modifiant le déterminant (cas p = n) sont les per-
mutations (chacune changeant son signe) et la multiplication d’une ligne par une
constante (ce qui multiplie le déterminant par cette constante). Le déterminant
est donc le produit des termes diagonaux obtenus, en tenant compte des per-
mutations éventuelles de lignes ou de colonnes et des multiplications de lignes.

Pour calculer l'inverse d’'une matrice carrée réguliere M, on la ramene a
I'identité par des transformations décrites ci-dessus, et les mémes transforma-
tions font passer de l'identité & M~! (exemple 4.3.4).

Ces transformations sont linéaires et sont donc représentées chacune par une
matrice. Leur composée est donc une application linéaire.

Exemple 5.3.4. Les transformations [Ls — Ly, L3 — 3Ly, L4y — Lq], et [Ls —
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2Ly, L4+ Lo] effectuée dans ’exemple 4.3.1 sont représentées par les matrices :

10 0 O 1 0 0 0
-1 1 0 0 + 0 1 00
3010 “ o210
-1 0 0 1 0 1 01
dont le produit (de droite a gauche) est :

1 0 0 0

-1 1 0 0

-1 -2 1 0

-2 1 01

Multipliant (& gauche) la matrice initiale par cette derniére on trouve :

OO O
OO =N
SO =W

Les transformations successives Ly — 2L; puis C3 — (C2 + C;), de matrices
respectives, la premiere agissant a gauche et la seconde a droite :

1 -2 0 0 10 -1
0 1 00
et 01 -1
0 010 0 0 1
0 0 0 1
donnent la forme canonique :
1 00
01 0
0 0 0
et le rang, égal a 2, v

Exemple 5.3.5. Calcul de l'inverse de la matrice M par la méthode de Gauss-
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Jordan.

M Iy
1 1 -1 1 00
1 1 1 01 0
1 -1 1 0 01
Ly— Ly, Ly — I
1 1 -1 1 00
0o 0 2 -1 1 0
0 -2 2 -1 0 1
Lg(—)LQ, —L2/2
11 -1 1 0 0
01 -1 12 0 —1/2
0 0 2 -1 1 0
Ly — Ls, Ly/2
10 0 12 0 1/2
01 -1 12 0 —1/2
00 1 “1/2 12 0
Ly + L3
10 0 12 0 1/2
01 0 0 1/2 -1/2
00 1 “1/2 1/2 0

La composée des transformations successives est une application linéaire dont
la matrice T est telle que TM = I3, et donc T' = M 1. v

Exemple 5.3.6. Résolution , dans F5 = Z/5Z, du systéme :

2r+3y+2z = 0
r4+y+2z = 4
3r+2y+3z = 2
Partant de :
2 3 10
11 2 4
3 2 3 2

effectuons la transformation Ly + 2L, Ls + Ly :

O N
N o
N
= o

puis L2 —+ 4L3, L1 =+ L3 .

S O N
SN W
= O O
N NN

|
|
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puis Ly + Lo :

e
N
o
N

et enfin 3L1, 3L2, 4L3 :

dotz=2,y=1et z=3.

Exemple 5.3.7. Calcul, dans F; = Z/7Z, de I'inverse de la matrice :

3 4 5
A= 3 2 1 ].
6 1 1
Partons de :
345 100
321 010
6 1 1 0 0 1

appliquons Ly + 6Ly, Ls + 5L :

345 100
0 3 6 10

ot

0 0 5 5 01

puis 3L3 :
345100
0 5
0 0110 3

p'lliS L2 + 4L3, L1 —+ 2L3 M

=)
w w
— o
ot o

puis 3Ls :
340 3 06
010 2 31
0 0110 3

puis Ll + 3L2 .
300 2 2 3
010 2 31
0 0110 3

w
D
—
[es}
SN——— SN——— SN———— SN——— SN——— SN———

(
SEEREY
(
(
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enfin 5L, :

OO =
O = O
—_ o O
— N W
O W W
W = W

e

i\

|
— o W
o w w
W = W

Exemple 5.3.8. Résolution dans Z, du systeme :

2r+y+2 = 0
T+2y+3z2 =
z+3y+z = 1

—_

Une premiere transformation L <> L» donne :

3 1
10
11

— N
W = N

puis L2 + 2L1, L3 + 3L1 :

oS O
o= N
w
[N}

enfin L3 + 3L, donne la forme triangulaire :

1
2
2

OO =
O~ N
W w w

d’olt z = 2, puis en remontant, y =0 et z = 3. v

Lorsque les scalaires appartiennent a un anneau non integre, comme Zyg4, si
les pivots sont inversibles on a une solution unique. Sinon, on peut en avoir
plusieurs (I’équation 2z = 2 dans Z, admet les solutions z = 1 et z = 3), ou
aucune (comme 2z = 1 dans Zyg).

5.4 Décomposition triangulaire : méthode LU

Soit le systeme de Cramer Mz = yg. Nous allons voir que I'on peut mettre
M = (my;;) sous la forme d’un produit LU, dans lequel L = (I;;) est triangu-
laire inférieure (low en anglais), avec l;; = 1 (donc réguliere), associée a une
application linéaire I, et U = (u;;) est triangulaire supérieure (up), associée a

51



une application linéaire u. Si U n’était pas réguliére, u ne serait pas un isomor-
phisme, et [ow non plus : M ne serait pas réguliere contrairement & ’hypothese.
Aucun des u;; ne peut donc étre nul.

Soient M;, T; et U; les matrices obtenues en prenant les i premiers éléments
des 7 premieres lignes de, respectivement, M, L et U pour i < n.

Remarquons que M; = L; U;, que det(L;) = 1, et que det(U;) = det(M;).
De det(U;) = uy; det(U;—1) nous déduisons que uy; = det(M;)/ det(M;_1). Les
det(M;) doivent donc étre non nuls.

Pour i =2 :

1 0 U1 U2 U1 U2
2z ( loy 1 ) < 0 wua > < bautr  lauiz + uze ) :

on a uyz = Mz, puis ly; = m21/U11 et ugz = Moy — lyg u1a.
Pour i = 3, on pose u3z = (uy3,u23) et mg = *(my3, ma3), d’oll :

Uz = L;lm?,

ce qui donne U3 = M3, U3 = M3 — l21 Uu13- On en déduit 131 = m31/u11,
l3o = (Mmga — l31 u12) /use et enfin uzs = mgz — l31 U1z — l32 Uos.

Supposons connues les matrices T;_; et U;_;. Posons u; = (w14, ..., u;_14)
et m; = Y(myy,...,m;_1;), pour obtenir :

_7-1
U; = Li_lm,- .

On déduit ensuite /;; pour 1 < j <4 — 1 de 'égalité entre m;; et le produit
formel de la derniere ligne de L; avec la j-eéme colonne de U;.

Le systeme, écrit sous la forme LUz = yq, se résoud en deux temps : Lz = yq,
puis Uz = z.

La méthode est pratique lorsque M est tridiagonale, comme celle de I’exemple
suivant, car dans ce cas, L et U n’ont que deux diagonales non nulles, ce qui
allege considérablement les calculs.

Notons que si M = LU, ona M~' = UL,

Exemple 5.4.1. La matrice S, se rencontre souvent en Analyse Numérique :

4 1 0o ... 0
1 4 . .0
0o ... ... 1 4

Définissons les suites (pg), (qx), (Ix) et (ug) :

p1 =4, p2 =15, ppyo =4pr_1 — pr—2,
@ =1, Qk1 = Pr,

Ik = pr/ak

U1 = —]./lk .
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11 faut montrer qu’aucun py, n’est nul. Faisons ’hypothese de récurrence (vérifiée

pour ps3) :
4k —gk=2 < p < 4k

On a alors :

4k+1 _ gk—1 < Adpy < 4k+1
_4k_1 < _pk—l < _4k—1 +4k—3

d’ou 'on déduit :
4k+1 _ 4k < 4k+1 _ 2.41671 < prgr < 4k+1 _ 3-41672 < 4k+1

ce qui acheve la récurrence et montre que py > 15.45~1.

On a alors :

I 0 0 0 1 us O 0

-1 I O 0 0 1 0

So=LUn=| o : 0

: . lno1 O S Tl uy,

o ... 0 -1 1, O ... ... 0 1
Remarquons que L' = (z;;) avec z; = I; " et z;; = (I;...1;)”* pour
j < i, les autres composantes étant nulles, et que U, ! = (yi;) avec y;; = 1 et
yij = (=1)"Ju; ... u; pour j > i, les autres composantes étant nulles. v

Exemple 5.4.2. La décomposition :

1 2 0 0 1 0 0 O up vy 0 0
31 2 0 _ a 1 0 0 0 uy vy O
0 3 1 2 - 0 b 10 0 0 wg w3
00 3 1 0 0 ¢ 1 0 0 0 uy
Uy V1 0 0
_ au; avy + us Vo 0
- 0 bUQ bUg + us V3
0 0 cus CcUs + Uy
donne successivement uy = 1, v; = 2, a = 3, us = =5, vo = 2, b = —-3/5,
ug =11/5, ¢ =15/11, v3 = 2 et uqy = —19/11. v

5.5 Meéthode de Cholesky

Cholesky était un officier polytechnicien, brillant mathématicien, spécialiste
de géodésie et de topographie. C’est dans ce cadre qu’il a créé la méthode
attachée & son nom.
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Un systeéme Sz = yo est symétrique si la matrice S € 9, (R) est symétrique.
La matrice S est définie positive si :

vz € R™\ {0}, zSz > 0.

Une telle matrice est réguliere car on ne peut avoir Sz = 0. Ses valeurs propres,
et donc son déterminant, sont positifs, de méme que ses termes diagonaux, car
S — teiSei.

Nous allons ramener la résolution d’un tel systéme (de Cramer) & celle de
deux systemes triangulaires (de Cramer).

Remarquons qu’un systeme de Cramer quelconque Mz = yq est équivalent
au systéme de Cramer symétrique 'M Mz = My, (!M M étant symétrique).

Proposition 5.5.1. Toute matrice symétrique S définie positive peut se mettre
sous la forme d’un produit T 'T dans lequel T = (t;;) est une matrice trian-
guliére inférieure réelle réguliére (aucun des t;; n’est nul).

Démonstration. Définissons, comme précédemment, les matrices S; et T; en pre-
nant les ¢ premieres lignes et les ¢ premieres colonnes, respectivement, de S et
de T'. Les S; sont définies positives. Soit en effet :

{az' = Hxy,...,2;) ER?

x = Yx,...,240,...,0).

On a alors :
0< %Sz = %'S;a
quel que soit ' # 0. Les T} telles que T; 'T; = S;, une fois construites, sont donc
régulieres.
Pour 7 = 1, nous obtenons t%l = s11, d’ol 11 par extraction d’une racine
carrée d’un réel positif. On prend ¢;; > 0. Le calcul de Sy = T5 'T5 :

tin O tin tar | _ 2 ti1ton
tar  tao 0 too tiitar 13 + 13,

nécessite 4 opérations supplémentaires. C’est le nombre d’opérations donnant
ty1 = ti] 812 et tag = (529 —13,)'/?, une division et une racine carrée remplagant
deux multiplications (et une soustraction une addition). On a :

0 < det(Sy) = (det(Ty))? = 2,12,

et donc t2, > 0. On prend t25 > 0.
Supposons connue T; 1 pour 2 < ¢ — 1 < n, et calculons la i-eéme ligne de
Si :
Li(S;) = (tir trr, tin tor + tintas, ... 65 + 5 + -+ £5;) .
Les i — 1 premieres composantes donnent par identification le systéme de Cra-
mer :
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d’otl les t;; (réels) pour j < i —1 grace a i? opérations. On calcule ensuite :

= 42 .42
L = \/szz i i1 -

Il reste a voir que t;; est réel. On le prendra alors positif. On a :

0 < det(S;) = det®(T;) = t2; det®(Tj_1)
et t2 est bien un réel positif. O
Le calcul complet demande donc :
Z 2 2n® +3n% +n
6

1<i<n

soit ~ n®/3 opérations. On termine comme prédemment, en résolvant deux
systemes triangulaires.

Exemple 5.5.1. Reprenons la matrice S,, de 'exemple 5.4.1, et déterminons
T, triangulaire supérieure, telle que Sn =T, !T},. On a :

2v/210/15 2v/15/15 0
T2:<\/%/2 142>7T3: 0 Vis/2 12 |,

0 0 2
puis :
ap VE
T, =
g ( Op—1,1 Tk-1 )
avecvk:(bk,O,...,O),bkak_lzleta%+b%:4. v

5.6 Diagonale dominance stricte

Une matrice M = (m;;) € M, (K) est & diagonale dominance stricte si,
pour tout 4, [my| > 37, [my;|. Ces matrices se rencontrent fréquemment en
Analyse Numérique.

Proposition 5.6.1. Toute matrice a diagonale dominance stricte est réguliére.

Démonstration. Supposons la matrice M = (m;;) € M, (K), & diagonale domi-
nance stricte, non réguliere. Il existe alors un vecteur non nul z = (z;) € K”
tel que Mz = 0, et soit xy une composante telle que, pour tout i # k, on ait
|zk| > |2;|. La k-iéme composante de Mz, Zj Mmy; &, étant supposée nulle, on
doit, avoir :
Mpr T = — kaj Z;
ik

k] <Y g |51,
itk

39



or :
e k] > Y gl |zl > Imgl |51,
J#k J#k
ce qui est absurde. O

5.7 Méthode itérative de Jacobi

Considérons le systéme Mz = yo dans lequel la matrice M € 9, (K) est
a diagonale dominance stricte. Ecrivons M = D + C, D étant diagonale et
réguliere. La méthode de Jacobi consiste a considérer la suite (z,,),en de vec-
teurs de K" définie, a partir d’un vecteur o € K" donné, par la relation de
récurrence :
Dz, =—-Cxp_1 +yo

ou encore :
-1 -1
Tp=—-D""Czx,+D "y,

la matrice D! étant diagonale, ses termes diagonaux étant les inverses de ceux
de D, de sorte que D™D = DD~' = Iy. Posons —D~'C = A = (a;;) et, pour
un vecteur quelconque z = (21,...,2,), N(z) = sup;(|2i])-

Cette application N : K” — K* est une norme car elle vérifie (pour tous z,
z1, 22 dans K™ et A dans K) les axiomes :

N(z) 0 &< 2=0,

NAz) = [AIN(2),
N(Zl + ZQ) S N(Zl) + N(Zz)

et elle est continue en 0 car on dit que z — 0 si N(z) tend vers 0.

Si (p)nen tend vers une limite z, cette limite vérifie I’équation Mz = yqg.
Or la diagonale dominance stricte assure la convergence de cette suite.

Nous avons successivement :

T = A$0 + Yo ,
zy = A(Azo+yo) +yo = Ao + Ayo + w0,
T = Ak.flﬁo + (ZOSiSk—l Al)yo .

Comme ay; =0 et a;; = mi_i1 m;; pour j # ¢, la i-eme composante de Az est
égale a :
Li(A)xz= m;il Zmii 24
i
et donc :
Li(A) # 2| < [mg'| suplz;] D Imyl .
7t j#i
Soit A = sup;(|mj;'| >_jzi [mij). Par hypotheése 0 < A <1, ce qui donne :

|L;(A) * 2| < X sup|z,]
J#i
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et :
N(Az) =sup|L;(A) x z| < X sup sup|z;| < A sup; |2],
i Py
c’est-a-dire : N(Az) < AN(z). Nous en concluons que N(AFz), inférieur &
AN (z), tend vers 0 quand k tend vers I'infini, que A¥z tend vers 0 quel que
soit z, et que A* tend vers la matrice nulle.

Donc, lorsque k tend vers linfini, z, tend vers (3 ,.; A") yo. De :
(In—A) (I, + A+ A% -+ AF) =1, — A+

nous déduisons que Ay = Y ., A tend vers linverse de I,, — A, d’ou la
solution approchée :

z=(I,—A) lyo.
L’erreur commise & l'ordre k est :

e(k) =AM (D7 Afyyo = A

0<i

Elle est proportionnelle & A=*+1_ On peut donc approcher la solution d’aussi
prées qu’on le désire.

La méthode demande ~ 2kn® opérations. Le k choisi ne dépend que de ), et
la méthode est intéressante lorsque n est grand et que M a beaucoup de termes
nuls. On peut "améliorer en remarquant que :

(In—A) P =T+ A+ A2+ A D) (L, + AP 4 A% A% ),
Exemple 5.7.1. La matrice tridiagonale symétrique dans 9,(R), n > 2,
S(n) = (s(n);;), dont la diagonale principale est constituée de 4, les diago-

nales qui ’encadrent, de —1, les autres termes étant nuls, est un cas particulier
intéressant. Etudions S(4) :

4 -1 0 O 01 0O
-1 4 -1 0 1 1 01 0
S(4) = 0 -1 4 —1 |THa=AA=214 1 o
o 0 -1 4 0 010
Calculons les puissances 2 et 3 de A :
1010 0 2 01
A2 = 110201 3 _ 112030
6|l 1 0 2 0 ]° 641 0 3 0 2
01 01 10 2 0
Supposons que :
Az 0 b2k 0
A2k 1 0 azk + bax 0 bar
42k | bog 0 asg +bax 0 ’
0 boy, 0 (073
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et que :

0 a2g+1 0 bak+1

AR 1 241 0 A2k+1 + bag41 0
42k+1 0 a2k+1 + bagt1 0 a2k+1

bak1 0 Ak 1 0

Multipliant ces matrices par A, nous voyons par identification que :

Gsk+1 = Qo + by, bokr1 = bag,
Qoky2 = Qop + boy, bak+o = aop + 2boy,
G2k+3 = 20925 +3bap, bagrs = asp + 2boy,

ce qui permet de calculer les termes des deux suites a partir de as = bs = 1. V

5.8 Méthode des moindres carrés

Si des parametres sont déterminés par des mesures et si I’on a plus de me-
sures, entachées d’erreur, que de parameétres, on peut obtenir un systeéme sans
solution :

Sayz;=y, 1<i<p 1<j<n, p>n

On va alors minimiser l'expression >_,;(3°; ai; #;j — yi)?, & défaut de la rendre
nulle. II suffit pour cela d’annuler les dérivées partielles par rapport aux z;, ce
qui donne p équations & autant d’inconnues, admettant une solution puisqu’une
fonction & n variables, positive, dérivable, a dérivée continue, tendant vers 'in-
fini & 'infini, admet un minimum sur R™.

Exemple 5.8.1. Le systéme :

2z 4+3y = 4,5
r+2y = 3,3
z+y = 1

n’admet pas de solution. La quantité :

a@y) = QRe+3y—4,5°+(@+2-3,3)°+(z+y-1)
= 622+ 14y + 182y — 26, 6x — 42,2y + 32,14

a pour dérivées partielles :

q, = 12z + 18y — 26,6,
= 18z + 28y — 42,2,

)
<
|

systéme (¢, = g, = 0) dont la solution est x = —1,233... et y = 2,3. Ces va-
leurs, reportées dans les premiers membres du systeme initial, donnent 4,433 .. .,
3,366...et 1,066..., d’oll une erreur, pour chaque équation, égale & 66...107>
en valeur absolue. v
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6 Espace euclidien, hermitien

6.1 Produit scalaire et norme

Un espace euclidien E est un R-espace vectoriel de dimension finie muni
d’un produit scalaire, c’est-a-dire d’une forme bilinéaire :

ExE — R
(z,y) = =.y

symétrique (z.y =y .x), définie (z.2 =0 <= =z = 0), positive (z .z > 0).
Tout sous-espace d’un espace vectoriel euclidien est évidemment euclidien.
Dans la suite, E est un espace euclidien de dimension n et son produit

scalaire est noté x .y.

Proposition 6.1.1. On désigne par x, x' et y des éléments de E. Six.y =0
quel que soit y, alors v = 0. Si x.y = a' .y quel que soit y, alors z = x'.
Démonstration. Faisant y = x, on obtient .2 =0, dotx =0. Dez.y =2 .y
quel que soit y, on déduit que (z — z').y = 0 et que z = z’ d’apres le premier
point. O
Deux vecteurs de E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

L’application z + (z.z)'/? de F dans R, est une norme, notée ||z||. En
effet, les axiomes définissant une norme :

[lz]| =0 <= z=0,
lz+yll < lzll+ [yl
[|Az]| = Al ][

quels que soient les vecteurs x et y et le scalaire A, sont vérifiés. Seul le deuxieéme,
I'inégalité triangulaire, n’est pas évident ; prouvons-le :

(z—y+y—2).(z~y+y—1x),

lz =yl +lly —z[P +2(z—y).(y — ),
Iz = yll” + lly — [ + 2|1z = yll|ly — =],
(12 =yl + lly — zl)?,

d’ou le résultat en prenant les racines carrées de ces quantités positives.

Iz —=|”

ININA

Théoreme 6.1.1 (de Pythagore (sixieme siecle avant J-C)). Les vecteurs = et
y de H sont orthoganauz si et seulement si |z + y||? = [|z]|* + ||y|]*.

Démonstration. Comme :
lz+yl> =(z+y)(z+y) =zz+yy+zy+yz=|z| +|yl> + 22y

les assertions ||z + y||? = ||z]|* + ||y||* et .y = 0 sont équivalentes. O
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Cette propriété était connu des Babylonniens un millénaire avant Pythagore.
La premiere démonstration écrite qui nous soit parvenue figure dans le Livre 1
des Elements d’Euclide (troisieme siecle avant J-C), propositions 47 (Dans un
triangle rectangle ...) et 48 (réciproque). Mais il pourrait avoir transcrit une
démonstration due a Pythagore.

Si les vecteurs xy,.. .,z sont deux a deux orthogonaux, on a :

o1+ 2l = [+l

mais la réciproque est fausse. Si en effet vy, v et vs sont deux & deux orthogo-
naux et de norme 1, et six =wvy, y =wvs €t 2 =v; — vy + vz, 0n & :

1207 = Tlva* + lloa]* + [lvs®

dotr :
[l + llyll* + ll2l* = 2lvs [l + 2llva]* + [lvs]|* = 5

et :
l +y + 21> = 201 + v3* = 4f|o1 [|* + [Jus]|* = 5

alors que que z n’est orthogonal nia z ni ay (z.z = z.y = 1).

Le produit scalaire est la forme polaire de la norme euclidienne.
Proposition 6.1.2. Le produit scalaire s’exprime en fonction de la norme eu-
clidienne grace o l'identité de polarisation :

1 2 N 12
z.y = 2(llz+yll" = llz = y[I").
Démonstration. On a en effet :

lz+yllP = (x+y). (x+y) =zl* + Iyl +22.y
|z —ylI* = (z —y). (z —y) = ||l=]> + [ly]l* = 2z.y
d’ou le résultat. O

On déduit des relations précédentes I’égalité du parallelogramme :
[z +ylI* + llz =yl = 2 ((|z]I* + [ly]]*) -

Normer un vecteur non nul est le diviser par sa norme; le résultat est alors
un vecteur normé ou unitaire, c’est-a-dire de norme 1.

Théoréme 6.1.2 (Inégalité de Cauchy—SchwarzE[). La valeur absolue du produit
scalaire de deux vecteurs x ety de E est au plus égale au produit de leurs normes.
Il y a égalité si et seulement s’ils sont proportionnels.

2. Karl Hermann Amandus Schwarz, mathématicien allemand (1843-1921)
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Démonstration. Quel que soit le scalaire a, on a |laz + y|| > 0, c’est-a-dire :
0 < llaz +y|* = (az +y) . (az +y) = a®|[z|]* + 2az.y +||y*.

Ce polynome du deuxieme degré en a est positif ou nul quel que soit a; son
discriminant réduit &' = (z.y)% — ||=]|?||y||* est donc négatif ou nul, d’ott :

|z -y < [ |yl
en prenant les racines carrées. L’égalité |z .y| = ||z||||y|| équivaut & lexistence
d’une racine double, donc & ||z 4+ ay|| =0 et & = —ay. O

6.2 Base orthonormeée

Une famille (v;)1<i<m, m < n, de vecteurs de I’espace euclidien F est ortho-
normeée (ou orthonormale) si ses éléments sont normés et deux a deux orthogo-
naux, c’est-a-dire si v;.v; = d;; quels que soient les indices i et j (1 <4,j < m).

Proposition 6.2.1. Une famille orthonormée de E est libre. Si elle a n vec-
teurs, c’est une base.

Démonstration. Si une famille orthonormée (v;)i1<i<m (2 < m < n) était liée,
quitte a changer ’ordre des vecteurs, on aurait v, = Zl<i<m—1 A v; ; comme
par hypothese v, .v; =0 pour 1 <i <m —1 et que v,, - v; = A;, les \; seraient
tous nuls et v, serait nul, ce qui est absurde puisqu’il est normé.

Si m = n, la famille est une base. O

Une base orthonormeée de ’espace euclidien E est une famille orthonormée
de n vecteurs.

Proposition 6.2.2. Dans une base orthonormée (v;) le produit scalaire de deux
vecteurs x = (x;) et y = (y;) est égal a ), x;y;.

Démonstration. Calculons le produit scalaire :
r.Yy = levl Zyj’l)j = Z.’L‘iyjl]i.l}j = Zwiyj 61’]’ = szyz
i j ij ij i

O

Corollaire Le R-espace vectoriel R, n > 1 est muni de sa base canonique
B = (€;)1<i<n- La forme bilinéaire symétrique définie par e;.e; = d;; est un
produit scalaire. Muni de ce produit, R™ est euclidien, et la base B est ortho-
normeée. O

Le produit scalaire précédent est canonique et la norme associée est la
norme euclidienne de R"™. Une base orthonormée (et ordonnée) de R™ est
directe si le déterminant de ses éléments dans la base canonique est positif.
Sinon elle est indirecte.
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Théoreme 6.2.1 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt). L’espace
euclidien E admet des bases orthonormées.

!

Démonstration. Soit (€;) une base quelconque de E. Le vecteur €; est obtenu

en normant €. Le vecteur €] = e, — (€}, .€1) €1 est orthogonal & € :
€ .er = (e — (ey.e1)er).e1 =€y ep — |ler][P €y .61 =0

et non nul car €, n’est pas proportionnel & €] ; on obtient e» en le normant.
Supposons ainsi construits les ¢; pour ¢ < h, normés et deux & deux ortho-
gonaux. Si h < n, posons :

" 1 ’ .
€ht+1 = €pt1 — E (€h+1 €) € 5
1<i<h

€41 est orthogonal aux €; pour 1 <4 < h, non nul car €, , n’appartient pas au
sous-espace engendré par les ¢; pour i < h qui est égal au sous-espace engendré
par les € pour i < h (il est inclus et a méme dimension), et on obtient €11 en
le normant. Si h = n, les ¢; sont n vecteurs libres de E et forment donc une
base orthonormée. O

Corollaire. La matrice de passage de la base (€}) a la base (¢;) est triangulaire
supérieure puisque €; appartient & Vect(ey, ..., €;). De méme pour la matrice de
passage réciproque (proposition 2.5.8). O

Théoréme 6.2.2. L’espace euclidien E est son propre dual.
Démonstration. Soit x € E; 'application :

zt: E =+ K
y = T.y

est une forme linéaire telle que z*(z) = ||z||?>. Elle est donc nulle si et seulement
si x = 0, et 'application ¢ : E — E* définie par ¢(z) = x* est injective.
Elle est linéaire car, quels que soient les scalaires a et b et les vecteurs 1 et
Ty, 0N A :
(azy + bx2)*(y) = (azxy +bxs).y
= azxy.y+bxs.y
= azi(y) +bai(y),

c’est-a-dire : ¢(a1z1 + asws) = a1d(x1) + azd(xs). Les dimensions de E et de
son dual étant égales (théoreme2.7.1), ¢ est un isomorphisme (proposition 2.3.6)
canonique, car il provient de la structure euclidienne de ’espace, qui identifie £
et son dual. O

Proposition 6.2.3. Une base orthonormée de E est sa propre base duale.

Démonstration. La base duale d’une base orthonormée (¢;) de E est une base
(¢;) de E puisque E* = E (théoréme 5.2.2) telle que € . ¢; = d;; quels que soient
les in)dices ietj.Onadonce).e = ¢j.€, (€;—¢;).€; = 0et €; = ¢; (proposition
5.1.1). O
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Soient u € £(E) et « € E. La forme linéaire :

E — K
y — x.u(y)

est représentée par un vecteur ' € E (théoréme 5.2.2). L’application = +— '
est notée u* de sorte que :

r.uly) =2 .y =u(x).y.

Cette application u* est linéaire car, quels que soient les éléments et les scalaires
écrits, le calcul :

(ax + d'x") . u(y)
az.u(y) +a'z.u(y)

= au*(z).y+adu*(z').y
= (au*(z) + d'u*(z')) .y

u*(ax + a'z') .y

montre que u*(az + a'z') = au*(z) + a'u*(z’). Cet endomorphisme u* est
I’'adjoint de u.

Théoréme 6.2.3. L’adjoint d’un endomorphisme u d’un espace euclidien E

est égal a son transposé : u* = tu.

Démonstration. Rappelons la définition du transposé de u € £(F) : si ¢ est
une forme linéaire sur E, 'u o ¢ = ¢ o u. Maintenant, ¢ est remplacée par un
quelconque = € E : ¢(y) = x.y = 2*(y). On a donc ‘u o z* = z* o u, et, quel
que soit y € E :

(‘uoz*)(y) = (2% cu)(y) = x. u(y) = u*(2).y = (u* 0 z*)(y),
c’est-a-dire u* = tu. O

Corollaire. Si u et v sont des endomorphismes d’un espace euclidien, on a
(u*)* =u et (vou)* =v*ou* (proposition 2.8.2). Ces résultats sont d’ailleurs
faciles & montrer directement. O

Proposition 6.2.4. Dans la situation précédente, on a, dans une base ortho-
normée, M (u*) = M (u).

Démonstration. Cette égalité découle des propositions 2.7.1 et 5.2.3 :

O

Exemple 6.2.1. Soit E le R-espace vectoriel des polyndémes de degré inférieur
ou égal & 1 & coefficients réels muni du produit scalaire f.g = fol f)g(t) dt, et
u: E — E Vopérateur de dérivation u(f) = f'.
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Calculons d’abord dans la base canonique (1, X) de E, qui n’est pas ortho-

normée :
01
M{(u) = ( 00 >

Soit g = ¢X + d un élément quelconque. Si u*(1) =pX + ¢, on a :

1.u(g) = focdt—c
w(1).g = [ (pt+q)(ct+d)dt
= i+ D+dE+aq),

d’oti, en égalant 1.u(g) et u*(1).g quels que soient c et d, p =12, ¢ = —6.
Siu*(X)=rX+sona:

X.u(g) = fctdt g,
u(X).g = forrt—}—s)( t—l; d) dt
= b+ D ).

d’ot, en égalant X .u(g) et u*(X).g, r =6, s =—3. On a donc :

- (4 7)

Calculons maintenant dans une base orthonormée. Commencons par en construire
une. Comme 1.1 =1, prenons e; = 1, et posons e = aX + b. On a alors :

€1.e5 = fol(at+b) dt = g—i—b =0
2
ey.ea = fol(at—i—b)2 dt = % +ab+0* = 1

et e; = v/3(2X — 1) convient. Dans cette base, la matrice de u s’¢érit :

o= (4 20)

Soit g = ceq +des = 2dv/3X +c—dv/3 et u(g) = 2dv/3e;1. Avec u*(e1) = per+qes
on a:

er.u(g) = e1 . 2dv/3e; = 2dvV3
u*(e1).g = (per +ge2).(cer +de2) = pec+qd
d’ol1 en identifiant (quels que soient ¢ et d) p = 0 et d = 2v/3. La matrice de u*
est donc :
o [ 0 0
C’est bien la transposée de M (u). v
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6.3 Orthogonalité

Deux sous-espaces Fy et F» d’un espace euclidien E sont orthogonaux,
ce qui se note F; L Fy, si tout élément de 'un est orthogonal a tout élément
de lautre. Il suffit (par bilinéarité) que les éléments d’une base de 'un soient
orthogonaux aux éléments d’une base de l'autre.

Proposition 6.3.1. Soit F' un sous-espace de E de dimension m < n. Il existe
des bases orthonormées de E dont les m premiers éléments forment une base
orthonormée de F'.

Démonstration. Le sous-espace F' étant euclidien, soit (€1, ..., €,,) une base or-

thonormée de F'. Complétons cette base par (€, 4,...,€,) en une base de E, et

rtn
appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a partir de €, ,,
pour obtenir une base orthonormée de E dont les m premiers éléments forment

une base orthonormée de F. O

L’orthogonal, ou supplémentaire orthogonal, de F, noté F'- est I’ensemble
de tous les vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteurs de F'. Dans la situation
de la proposition précédente, les vecteurs (€11, - -, €,) €n constituent une base
orthonormée :

FL =Vect(ematy- - €n)-

On a évidemment E = F & Ft et (FY)L = F.

Un projecteur orthogonal est un projecteur dont l'image et le noyau
sont orthogonaux. Le projecteur orthogonal pr sur un sous-espace F', de base
orthonormée (€;)1<ij<m, est défini par :

pF(-T): Z (;L'.ei)ei.

1<i<im

On a en effet, en posant z.¢; = x; :

ph(@) = X (7€) €) e

Zi ||€,||2 Ti.€; puisque € .€; = (51']‘ s
= ) ,Ti.€ puisque |lg|| =1,

= pF(m)a

ce qui montre que ’on a bien défini un projecteur. Si z € F, alors pp(z) = z.

Montrons que son image et son noyau sont orthogonaux.

Siz € Ker(pr) on a .¢; =0 pour tout 4. Siy € Im(pr) = F, y =3, vi €,
etz.y=>),y;v.€ =0.

On a donc Ker(pr) = F1; pr projette sur F parallelement & F1; ip — py
est aussi un projecteur orthogonal, de noyau F et d’image F*, donc égal & pp..
On a de plus ppr = p}, car, siz = 21 + 22 et y = y1 + y2, avec 21 et y; dans F
et x5 et y2 dans F'L on a :

HT-PF(Z/) =T.Y2 =T2.Y2 :mz.y:ppl(a:).y.
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6.4 Isométrie

Une isométrie d’un espace euclidien E est un endomorphisme qui conserve
la norme ou, ce qui est équivalent (proposition 5.1.2) le produit scalaire.

Théoréme 6.4.1. Soit u € £(R?). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) u est une isométrie,
(b) uou* =u*ou=ig,
(c) u=t = u*.

Une isométrie est donc un automorphisme.

Démonstration. (a) = (b). Si u est une isométrie, on a quels que soient les
vecteurs x et y :
2.y = (). u(y) = 2. (" ou)(y),

d’ou z . (y— (u*ou)(y)) = 0. D’apres la proposition 5.1.1, y est égal a (u*ou)(y),
et u* owu est égal a l'identité, de méme que u o u* = (u* owu)*, et u est un
automorphisme.

(b) = (a). Si uu* est égal & l'identité, x.y = z. (uu*)(y) = u(z) . u(y) quels
que soient z et y, et u est une isométrie.

(b) = (c¢) = (b). Trivial. O

Proposition 6.4.1. Si u est une isométrie d’un espace euclidien E, u=! est
une isométrie. Le produit de deux isométries de E est une isométrie. L’ensemble
des isométries de E est un groupe (non commutatif).

Démonstration. Tout y admet un antécédent z = u~!(y). Comme y = u(z), =
et y ont méme norme : ||[u=t(y)|| = ||z|| = ||ly||, et u~! est une isométrie.

Si u et v sont des isométries, ||(v o u)(z)|| = ||u(x)|| = ||z||, et v o u est une
isométrie.

L’ensemble des isométries de E (non vide car il contient au moins ’identité)
est donc un groupe dont I’élément neutre est I'identité iz. O

Le groupe des isométries de E est le groupe orthogonal de E, O(E). Si
E =R", on le note O(n).

Proposition 6.4.2. L’image d’une base orthonormée par une isométrie est une
base orthonormée. Réciproquement, si B = (¢;) et B' = (€}) sont deux bases
orthonormées, l’endomorphisme de E défini par u(e;) = € pour i allant de 1

n est une isométrie.

Démonstration. Soient (€;) une base orthonormée et v une isométrie de E. Po-
sons u(e;) = ¢;. Comme u conserve le produit scalaire, on a €; . €} = €;.¢; = dy,
et la base (¢€}) est orthonormée.

Démontrons la réciproque. Quels que soient ¢ et j on a d’une part :

u(e;) . ule;) = Cuou)(e;)) - €
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et d’autre part :
u(e;) . u(e;) = €€
= 0y
= € .€5
et donc ((‘fuou)(e;)) —€;) . €5 = 0 (quel que soit j), d’olt 'on déduit (proposition
5.1.1) que (*uou)(e;)) — € = 0 (quel que soit i) et que ‘uou =ig. O
Une isométrie de R™ de déterminant positif dans la base canonique est une
rotation et elle transforme la base canonique en une base directe. Si son

déterminant est négatif c’est une réflexion et elle transforme la base canonique
en une base indirecte.

Proposition 6.4.3. Les valeurs propres d’une isométrie de R™ sont de module
égal a 1 et son déterminant est égal a 1.

Démonstration. Soit u une isométrie de E, A une valeur propre réelle et x un

vecteur propre associé. On a donc u(z) = Az et ||u(z)|| = ||z||, d’ou :
[u(@)ll = [l
= [IAz]]
= A=l

et la conclusion : A = £1.

Si A est une valeur propre complexe, il existe dans le complexifié (voir 6.8)
un vecteur propre associé, et le module de A est égal a 1.

Le déterminant, produit des valeurs propres, est donc de module 1. Etant
réel, il est égala +1. O

Proposition 6.4.4. Le déterminant de n vecteurs de R™ est indépendant, au
signe pres, du choix de la base orthonormée dans laquelle on le calcule.

Démonstration. Soient B = (¢;) et B’ = (¢}) deux bases orthonormées de R™.
L’endomorphisme u défini par u(e;) = ¢; pour tout i est une isométrie (proposi-
tion 6.4.2). Pour une famille quelconque (v;) de n vecteurs de R™ on a d’apres
la proposition 4.3.1 :

det%/ ((Uz))

detos/ ((€;)) detos((v;))
det((u(e})) detgs ((vs))
det(u) detos((vs))

or det(u) = £1 (proposition 6.4.3). O

6.5 Angle de deux vecteurs

Si deux vecteurs z et y de l'espace euclidien E sont proportionnels, nous
dirons que leur angle 6(z,y) est nul. Sinon, ils engendrent un espace euclidien
E' de dimension 2, de base orthonormée B’ = (€1, €2), que 'on peut compléter
en une base orthonormée B = (¢;) de E (proposition 6.3.1).
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Un vecteur non nul v € E’ peut étre défini par sa norme et son angle avec
€1. En effet, si v/||v]] = *(vy1,v9), il existe v € [0,27[ tel que cosy = v; et
siny = vy, puisque v? + v = 1. On a alors v = ||v|| {(cos~,sin ). Ceci définit
une application de E'\ {0} dans R* x [0,27[, bijective, la réciproque étant
(a,b) = at(cosb,sinb).

Siz = t(z1,72) et y = Y(y1,y2) sont deux vecteurs quelconques non nuls de
E’ écrits dans la base B’, posons :

.y T1Y1 + Tay2
cos(f(x,y)) = = . 5
lellllyll (2F + 23) 2 (yi +y3)'/2

. dety (z,y) _ T1y2 — 221
sin(f(z,y)) = = ,
#(z.9) 1] Iyl [l[] [lyl]

On vérifie sans peine que cos?(6) 4 sin?(#) = 1 et que @(z, y) ne dépend pas,
au signe pres (proposition 6.4.4), de la base orthonormée choisie pour le calcul,
un changement de base étant dans ce cas une isométrie.

L’angle 6(z,y) € [0,2n[ est ainsi bien défini dans toute base orthonormée
obtenue par rotation & partir de 98, au signe pres dans les autres.

Remarquons que v = (€1, v).

Les vecteurs x et y étant mis sous la forme :

z = |z||*(cos a,sina) et y = |ly||*(cos B,sin B),
appliquons les formules précédentes :

cos(f(z,y)) = cosa cos B + sina sin f = cos(ff — a),
sin(f(z,y)) = cosa sin f — sina cos f = sin(f — a),

d’out 6(z,y) = B — a, sans surprise.

6.6 Isométries de R?

Soit u € O(2) de matrice dans la base canonique :

M(u):(Z 2)

Par hypothése, on a a> + b =2 +d?> = 1 et ac+ bd = 0.

Posons a = cosf, b =sinf, ¢ = sin ¢ et d = cos ¢.

L’équation ac + bd = 0 donne alors sin(f — ¢) =0, d’ott § = ¢ ou 0 = 7 — ¢,
et les deux formes possibles :

M) = RE) ( cos —sinf > M) = S(6) - ( cos  siné > |

sinf cos@ sinf@ —cosé
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Etudions la premiere. L’image par u de x = ||z|| {(cos ¢, sin ¢), vecteur quel-
conque de E :

u(x) = ||z||*(cosfcos ¢ — sinfsin ¢, sin b cos ¢ + cos § sin ¢)

[[2]]*(cos( + 6), sin(¢ + 6))

fait un angle orienté 6 avec z ; u est la rotation d’angle 6.

La seconde matrice représente un endomorphisme dont les vecteurs propres
(orthonormés) sont v; = f(cos(6/2),sin(0/2)) et vy = *(—sin(0/2),cos(0/2)).
La matrice de u dans la base (vy,vs) s’écrit :

o= (3 2)

et u est la symétrie orthogonale (ou réflexion) d’axe v; (et de direction vs).

Les symétries orthonales engendrent O(2); en effet, on a pour une rotation
quelconque et quel que soit ¢ :

R(0) =5(¢)S(0—0).

L’ensemble des rotations de R? est un sous-groupe de O(2), le groupe
spécial orthogonal de R? noté SO(2).

6.7 Le produit vectoriel

La base B = (e, €2, e3) est la base canonique de R? :
e1 = 1(1,0,0), ex = 1(0,1,0), e3 = 1(0,0,1).

Elle est canonique car elle provient de la définition méme de R® : R x R x R.
Le R-espace vectoriel R® muni de son produit scalaire canonique est eucli-
dien. Rappelons que pour des éléments quelconques x = (z;) et y = (y;) on
a:
T.Yy=T1Yy1 + T2Y2 + T3Y3,

et que le résultat est le méme dans dans tout autre base orthonormée.
Soient z et y des vecteurs quelconques de E = R3. L’application :

E — R
z = detp(z,y,2)

est une forme linéaire, donc un élément de E*, et donc de E (qui est son propre
dual). Cet élément est le produit vectoriel de z et de y, dans cet ordre, noté
x X y (le symbole A désigne un autre produit, le produit extérieur).

Ce produit est bilinéaire, antisymétrique : y Xz = —z X y, alterné : x Xz = 0,
et indépendant du choix de la base, pourvu qu’elle soit orthonormée et directe
(proposition 6.4.4).
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On a d’apres la définition : e; X es = e3, es X e3 = e, e3 X e; = ey. Cela
donne pour des éléments quelconques z = (z;) et y = (y;), par bilinéarité et
antisymétrie :

z1 (1 T2Y3 — T3Y2
TXYy= T2 X Y2 = T3Y1 — T1Y3
zs3 Ys T1Y2 — T2Y1

Proposition 6.7.1. Le produit vectoriel de deuz vecteurs de R® est orthogonal
G chacun des vecteurs.

Démonstration. Le déterminant étant alterné, on a :
z.(zxy)=det(z,z,y) =0
et, pour la méme raison, y. (z x y) = 0. O

Proposition 6.7.2. Soient z et y deux vecteurs non proportionnels de R® et
z le vecteur normé orthogonal ¢ = et a y tel que det(z,y,z) > 0. Le produit
vectoriel est égal a ||z||||y|| sinb(z,y) z. Sa norme est au plus égale a ||z||||y|| ;
il y a égalité si x ety sont orthonauz.

Démonstration. Soient €; = x/||z]|, ¥ =y — (y.€1) €1, €2 = y'/||y'|| (méthode
de Gram-Schmidt) et e3 = €; X ea = 2, de sorte que (e1,¢€a,€3) est une base
orthonormée directe. Dans cette base :

z = [|z[| (1,0,0), y = [lyll (cos (x, y), sin B(z,y),0)
et :
x xy =zl [yl (0,0, sinb(x,y)) = |||l [lyl| sinb(z,y) z,
d’ou la conclusion sur la norme de z X y. O

Le produit vectoriel n’est pas associatif car, pour tout triplet de vecteurs
(z,y,2),0n a:
zx(yxz) = —(r.y)z+(r.2)y,
(zxy)xz = —(y.2)z+(x.2)y.
Pour tout couple de vecteurs (y, z) orthogonaux non nuls, I’équation yxz = z
admet les solutions :

T =y yxz, AeR.

1
[lyl?

6.8 Complexifié, espace hermitien

Soit E le R-espace vectoriel habituel, euclidien, de dimension n, muni d’une
base orthonormée B = (¢;). L’ensemble E¢ = E x E muni du produit :

C X Ec¢ — FEc
a+if (z,y) = (ez—PBy,fz+ay)
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est un C-espace vectoriel. On écrit x + iy I’élément (z,y) et on identifie z € E
avec (z,0) € Ec.

Notons bien que E n’est pas un sous-espace vectoriel de E¢, les corps des
scalaires étant différents. Les applications (z,y) — z et (x,y) — y ne sont donc
pas des projecteurs.

Montrons que B est une base de E¢. L’écriture :

.CI,'+Z'y:Z£L‘i€,'+Z'Z yiei:Z(:ri-l-iyi)ei
i i

2

prouve que c’est une famille génératrice. Supposons que :

Z(ai’Fib,’)Ei =0.

?

La partie réelle et la partie imaginaire sont nulles et donc aussi tous les a; et
tous les b;, la famille étant libre sur R. Elle est donc libre sur C, c¢’est une base,
et E¢ est de dimension n sur C.

Cet espace Eg¢ est le complexifié de E. Le complexifié de R™ est C”, et la
base canonique (e;) de R™ est la base canonique de C™.

On désire munir E¢ d’un produit scalaire qui coincide avec le produit scalaire
de FE sur les vecteurs & composantes réelles et qui donne une norme telle que
llz +iy]|? = ||z|]* + ||y||>. Ce produit peut étre défini par :

(x+iy|e' +iy)=z.2"+y.v' +i(z.y —y.2'),

le point désignant le produit scalaire de E.
Voyons les propriétés de ce produit. On a pour tout o € R les identités :

(alz+iy)|z'+iy) = (z+iy|la@' +iy)) =alz+iy|z' +iy)

et :

iz +iy) |2 +iy) = (-y+iz|e +iy)
= —wy.ot+r.y+i(-y.y —x.z")
—i(z +iy|e’ +iy'),
(z+iyli(a'+iy") = (e+iy| -y +iz)
= y.o—z.y+ily.y+z.2)
il +iy|a’ +iy'),
(' +iy|e+iy) = 2. z+y . y+i(a'.y—y .2)

= (z+iylz'+iy’),

d’ott, quels que soient A\, p € C, z, 2/, 2" € Er, les quatre relations :

(| 2) = (z]21,

(1A + ) = M|+ (|2,
(2] 2) > 0,
(2] 2) = 0« 2=0
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On déduit de ces quatre relations que :

(A" +pz"|z) = (2] A"+ p2")
= AGD) + A
= A )+,

Ce produit est donc linéaire sur le second facteur et semi-linéaire sur le
premier. Un produit vérifiant ces quatre relations est un produit scalaire
hermitien. Il permet de définir les notions d’orthogonalité et de norme comme
dans le cas réel.

Un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d’un tel produit sca-
laire est un espace hermitien.

Dans la suite, H désigne un espace hermitien de dimension n.

Théoréme 6.8.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Quels que soient x et y dans
H ona:

(@) < [l llyll-

L’égalité a lieu si et seulement si x et y sont proportionnels.

Démonstration. Si (xz|y) = 0, I'inégalité est triviale. Sinon, (z|y) se met sous
la forme a e, a = |(z]y)| € R*, et, quel que soit A € C, on a:

0<lz+xyll> = llzll> + M 1lyl> + A |y) + Ay | )
2] + 1A [lyl* + o (Xe? + Xe™?).

Choisissons A = pe~ ¥, p=|)| :
0< llyll? p* +2ap + lll*.

Nous obtenons un trinéme du deuxieéme degré en p toujours positif, et son discri-
minant réduit o — ||z]|? ||y||* est négatif ou nul, ce qui est I'inégalité annoncée.
Il est nul en cas de racine double, c’est-a-dire lorsque z + Ay = 0. O

Théoréme 6.8.2. I existe des bases orthonormées de H. Dans une telle base,
le produit scalaire hermitien de deuz éléments quelconques z = (z;) et z2' = (2})

K3
s’écrit :
(z|2") = Zzz;
i

Démonstration. On peut construire, & partir d’'une base quelconque, une base
orthonormée de H grace au procédé de Gram-Schmidt (théoreme 5.2.1). Dans
une telle base (¢;) on a, d;; étant le symbole de Kronecker :

(212 = Xi;(ze | zje))
Zij sz§ (ei | €5)
Zij 2125 (5,-j

> i %%
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En posant :
(x+iyld' +iy)=z.2' +y.¢y' —i(z.y' — 2" .y)

et en changeant en conséquence la définition d’un produit scalaire hermitien (la
linéarité étant maintenant sur le premier facteur), on définit un produit scalaire
hermitien, conjugué du précédent, qui donne la méme orthogonalité, la méme
norme, les mémes bases orthonormées, dans lesquelles (2 |2') = 3", 2:Z;.

Une base orthonormée de E est une base orthonormée de E¢. La base cano-
nique de R™ est la base canonique de C".

Proposition 6.8.1. Le produit scalaire hermitien s’exprime en fonction de la
norme grace a l’identité de polarisation :

1 : : . e
(z12) = 7 (24217 = llz = ZI° +illz —i'I” = ill= +i2'[") .

Démonstration. Considérons les relations :

e+ 22 = [l + 11217 + (2] ) + (' | ),
2 2 2

le= =P = [P+ - (] 2) = (] 2),

Iz —i2'|2 = |l + [ i (2] ) + i | 2),

lz+i2 2 = Jlell? + 11217 +i (=] 2) = (] 2),

desquelles on déduit :

lz+ 2P =l =217 = 2((z]2) + ('] 2))
= 2((z]7) + (2]2))
= 4Re(z|2'),
Iz —i|? = llz +i|? = =2i((z|2) - ('] 2))
= —2i((z]2) = (z]2")
= 43m(z|z"),
d’ol1 ’expression annoncée. O

L’espace H est désormais muni d’une base orthonormée B = (¢;), et le pro-
duit scalaire hermitien s’écrit ((2;)|(2;)) = >_; Zi 2j-

Théoreme 6.8.3. Un espace hermitien H est son propre dual.

Démonstration. L’application a +— a* qui transforme le vecteur a € H en la
forme linéaire z — (a]z) est linéaire car (Aa + pbd)* = Aa* + pb* quels que
soient les éléments et les scalaires écrits :
(Na+ub)*(z) = (RNa+ublz)
= Aal|z)+pblz)
(Aa+pb)(2)

et injective car (a|z) = 0 quel que soit z implique (a|a) = 0, donc ||a|| = 0 et
a = 0. C’est donc un isomorphisme, H et son dual ayant méme dimension. [
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Soient u € £(H) et 2z’ € H, quelconques. L’application z — (z'|u(z)) est
une forme linéaire sur H, et, d’apres le théoréeme 5.8.3, il existe un élément 2"
de H tel que (z'|u(z)) = (2" |z). Posons 2" = u*(z'), et montrons que u* est
un endomorphisme de H. Quels que soient les scalaires et les vecteurs écrits, on
a d’une part :

(a2 + B2 u(2) = (' (az +B2)]2)

et d’autre part :

(az1 + Bz |u(z) = ala]u(

d’ott u*(az1 + B 22) = au*(z1) + Bu*(2z2).
L’endomorphisme u* est 'adjoint de u. Il est défini par :

(u(z)|#) = (2 |u* ('), ¥z, 2/ € H.
L’endomorphisme u est auto-adjoint ou hermitien si u = u*.
Théoreme 6.8.4. Soit u € L(H). Dans une base orthonormée, la matrice de

Padjoint u* de u est la matrice adjointe de M(u) : M(u*) = M(uw)*. On a

u = u.

Démonstration. Soit z = (z;) et 2z’ = (z}) des éléments quelconques de H,
M(u) = (uij), u(z); = Zj u;j zj et u*(2'); = E uf; 2. On a:
(u(z) =) = X2 Wiy zj 2

ts .. 5. A
Zij Uji Zj 25
— 5.t .
= Zij Z; gy 2,

et :
(Z|U*(ZI)) = Z 21 U’]z Zz
Zzy ZJ ;z ;
d’ott u; = "ay; et M(u*) = "M (u) = M(u)*.
On passe de M(u) & M(u**) en transposant deux fois et en conjuguant
deux fois, or ces transformations commutent et sont des involutions. On a donc
M(u**) = M(u) et u™ = u (proposition 3.5.4). O

Proposition 6.8.2. La matrice dans une base orthonormée d’un endomor-
phisme hermitien u de H est hermitienne. Réciproquement, si la matrice d’un
endomorphisme u de H dans une base orthonormée, U = (u;;), est hermitienne,
u est hermitien.

Démonstration. Si u = u*, on a M(u) = M(u*) = M(u)* (théoreme 5.8.4) et
M (u) est hermitienne.
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Pour la réciproque, partant de ’hypothese @;; = u;j, on a :

(u(2)]2")

>ij Wij Zj %
> i Z 2
= i %'z
>0 Zi Ui %

(2] u(z")

O

Proposition 6.8.3. Les valeurs propres d’un endomorphisme hermitien u de
H sont réelles.

Démonstration. Soit (A,z) € C x (H \ {0}) un couple tel que u(z) = Az. On
déduit des égalités :

(z|u(x)) = Xlz|?
(u(z)|z) = Xlz|?
(|u(z)) = (u(z)|2)
que A = \. O

Proposition 6.8.4. L’ensemble ¥.(H) des endomorphismes hermitiens de H
est un R-espace vectoriel de dimension n>.

Démonstration. Soit u € L(H), A € C et Au € X(H). Les valeurs propres \; de
u sont réelles (proposition 5.8.3), celles de Au, égales a A\; aussi, et A doit étre
réel. Dans ce cas, Au est hermitien car :

(Au(z) |2') = A(u(2) | 2') = A(z]u(2)) = (2] Au(z")) -

La somme de deux endomorphismes hermitiens étant évidemment un endomor-
phisme hermitien, ¥(H) est un R-espace vectoriel.

L’application M : u — M (u) est une bijection entre les espaces vectoriels
Y(H) et H,(C) (proposition 5.8.2), donc un isomorphisme (Proposition 2.5.4),
d’ou la dimension de ¥(H) (proposition 2.3.3). O

Proposition 6.8.5. Quel que soit I’endomorphisme u de H, il existe deux en-
domorphismes hermitiens hy et ho tels que u = hy + tho.

Démonstration. Posons hy = (u + u*)/2 et ho = —i(u — u*)/2. Le calcul :
hi = (uW+u™)/2 = @W+u)/2 = h,
hy = di(u*—uw*)/2 = i(u*—u)/2 = hy,
montre que hy et hy sont hermitiens. O
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L’endomorphisme u € £(H) est une isométrie s’il conserve le produit sca-
laire hermitien ou la norme, c’est-a-dire si on a pour tout z € E¢ :

lu()l =zl <= (u(2)|u(z)) = (z]z2)
= (‘a(u(2))]2) = (2]2)
= (‘a(u(z)) —z]2) =0
—  tu(u(z)) ==z
— tuou=ip.

Enfin, ’endomorphisme v € £(H) est normal §’il commute avec son ad-
joint : w o u* = u* o u. Un endomorphisme hermitien ou unitaire est normal.
L’importance de cette notion est justifiée par le théoreme 6.8.5, que préparent
les deux propositions qui suivent.

Proposition 6.8.6. Si u est un endomorphisme normal, on a pour tout x :

[[u(@)]] = [lu* ()]l

Démonstration. Utilisant la définition de u* puis sa normalité, on écrit :

[Ju(z)|]”

d’ou le résultat. O

Proposition 6.8.7. Si u est un endomorphisme normal, ses valeurs propres et
celles de u* sont conjuguées, et les vecteurs propres sont les mémes :

u(z) =z <= u*(z)=Az.

Démonstration. Siv = u—Xig,onav* =u*—\ig et vov* —v*ov = uou* —u*ou,
de sorte que si u est normal v ’est aussi, quel que soit A € C. Si A est valeur
propre de u et x vecteur propre associé, la norme de (u — A)(x) est nulle, celle

de (u* — X)(z) aussi (proposition 6.8.6). On peut ¢hanger les rdles de u et de
u*, puisque (u*)* = u, d’out la conclusion. O

Théoréme 6.8.5. Un endomorphisme normal et son adjoint sont diagonali-
sables dans une méme base orthonormée.

Démonstration. 1l existe une base dans laquelle la matrice de u est triangu-
laire supérieure (proposition 4.9.1). Le procédé de Gram-Schmidt permet de
construire une base orthonormée a partir de cette base, les matrices de passage
étant triangulaires supérieures (corollaire du théoréme 6.2.1). La matrice de
u dans cette base orthonormée, M (u), est triangulaire supérieure (proposition
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2.5.9). Comme M (u*) = ‘M (u) (proposition 6.8.2), la matrice de u* dans cette
base est triangulaire inférieure :

ti1 tia ... tin t11 0 ... 0
0 ton ... top 7 y -
M =| T My = | 0
0 . 0 tnn t_ln b(thzn L t_nn

La premiere colonne de M (u) montre que le premier vecteur de la base est
un vecteur propre de u, donc que t1; = Ay, si nous notons \; les valeurs propres
de u. Ce vecteur est aussi vecteur propre de u*, associé i la valeur propre A
(proposition 5.8.7) : la premiére colonne de M (u*) est de la forme (1,0, ... ,0),
d’ott t12 = ... = t1, = 0. La premiere ligne de M (u) est donc (A1,0,...,0), et
sa deuxieéme colonne : (0,t22,0,...,0), d’oll £33 = A2. Le méme raisonnement
montre alors que la deuxieéme ligne de M (u*) est (0, Xs,0,...,0)... ainsi de suite
jusqu’a la n-ieme ligne et la n-ieme colonne des deux matrices. O

Proposition 6.8.8. Un endomorphisme u de H est normal si et seulement s’il
existe un polynéme P € C[Z], de degré au plus égal a n — 1, tel que u* = P(u).

Démonstration. Quel que soit P € C[Z], il est immédiat que uP(u) = P(u)u.
Si u est normal, il existe une base orthonormée dans laquelle sa matrice
M(u) et celle de u*, M (u*), sont diagonales (théoréme 6.8.5), respectivement
D = (d;;) et D* = D, les termes diagonaux étant les valeurs propres : d;; = \;
et df; = \;. Siun polynéme P(Z) =3 .., piZt est tel que P()\;) = \; pour
tout i, on aura P(D) = D*, c’est-a-dire P(M (u)) = M(P(u)) = M(u*) dans
la base de diagonalisation, soit P(u) = u*. Une valeur propre multiple donne
lieu & une seule condition. Si v admet n’ valeurs propres deux & deux distinctes

notées fi1, ..., [tn', les p; sont solution du systeme :
Po + D1 +p2“%+"'+pnf_1u? -1 _
Po+ D1 F 022+ A P g =

dont le déterminant est de Vandermonde (voir 4.7), donc non nul. La solution
existe et elle est unique. Le degré de P est au plus égal an’' —1 <n — 1.

Nous avons donc P(M (u)) = M (u*). Or, M étant un isomorphisme d’algebre,
P(M(u)) = M(P(u), d’ou P(u) = u*. O

Remarquons que si u est normal u* l'est aussi, et il existe un polynéme @,
de degré au plus égal An' —1, tel que u = Q(u*). Ona PoQ(u) = Qo P(u) = u,
ce qui montr que les polyndémes Po@Q(X) et Qo P(X) sont congrus & X modulo
le polynome caractéristique de wu.

Théoréme 6.8.6. Un endomorphisme u de H est diagonalisable dans une base
orthonormée si et seulement s’il est normal.
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Démonstration. Siu est normal, il est diagonalisable dans une base orthonormée
(théoreme 6.8.5). Réciproquement, si la matrice de u dans une certaine base
orthonormée est diagonale, M (u) = D, on a M (U*) = D. Il existe un polynome
P tel que P(D) = D* (voir la démonstration de la proposition 6.8.8), et donc
u* = P(u). La proposition 6.8.8 permet de conclure. O

Exemple 6.8.1. L’espace vectoriel complexe C? est muni de sa structure her-
mitienne canonique. Une matrice M € My (?) est de la forme :

ae’® cet
M = ( be detd )
ou toutes les constantes écrites sont réelles et positives. On a :

v e [ aeT ™ be”#
M ="M= ( ce™ de™¥

et M est hermitienne si et seulement sia =86 =0,b=cet y= —f.

Elle est unitaire si et seulement si :

ae™ ce” ae”™™ bem#\ (1 0
bel  de® ce™™ de7® J T\ 0 1

c’est-a-dire si et seulement si :

a®+c? abe =P yedef=) N (1 0
abe!B=) 4 ¢d i) v+ d? SN0 1 /"

Posons d’abord a = cosf, c =sinf, b=sin¢ et d =cos¢ (0 < 8,¢ < 7/2). On
a alors : ' ‘

cosf sin g e’ P 4+ sinf cos g e’ =0
et une deuxieme relation conjuguée de celle-ci. Egalons les modules et les argu-
ments des deux quantités égales cos 6 sin ¢ e/(®=5) et sin @ cos ¢ e?(V=I+7)

cosf sing —sinf cosp = 0
a—f = y—6+7

pour obtenir § = ¢ et § = f§—a+v+7 (modulo 27), et la forme générale d’une
matrice unitaire :

U= cosfe® sinf e
T\ sin@e?  cosfeilBmatrtm)

dont le déterminant est égal & e*(#+7+7) Ces matrices forment le groupe uni-
taire U(2). Si de plus f + v = 7, on obtient les matrices du groupe spécial
unitaire SU(2), de déterminant égal a 1..
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La matrice M est normale si et seulement s’il existe un polynome de degré
inférieur & 2, donc de la forme P(Z) = AZ + p, tel que P(u) = u*. Ecrivons
cette condition :

Aae™ +p e [ aei® pe i
Abet’ Xe® +p )T \ce ™ de ¥

Considérons d’abord le systeme :

Acet? = be P
AbelB = ce— ™

duquel nous déduisons :
A= b Le B+ = p1 g HB+Y)

dottb=cet A\ =e A7),
Calculons enfin g & partir du systeme :

w= a(e—ia _ ei(a—ﬂ—’y))
p=d( e~ _ ei(5—/3—’y))

dont la condition de compatibilité est (ei™ = —1) :
a(efia + ei(af(ﬁ+v+7r))) — d(efié + ei(67(6+'y+7r))).
Comme €' + e = 2cos((¢ — 1)) /2) eX¢+¥)/2 on a :

e i 4 eia=B=r=m) — 2cos((2a — B — y — m)/2) e HBTYE™/2
e~ 4 ei0=F=7=7) = 9cos((26 — f — y — m)/2) e~ iBTYHM)/2

d’ott la condition : a sin(a — (8 +7)/2) =d sin(d — (8 +7)/2).

Exemple 6.8.2. Considérons la matrice A, qui représente I’endomorphisme u
de C? dans la base canonique, et son adjointe A*, qui représente u* dans la

méme base :
A (51 —V6 g (Bt —iVG
“\ive 3+i )7 T\ —v6 3-i )

. 32 —46(14+4) \ .
Ad _<—4\/6(1—i) 16 )‘AA’

A est normale, et u aussi. Le polynéme caractéristique de A :

Comme :

P(X) = X? - tr(A) X + det(A) = X* — 8X + 16 + 8i
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a pour racines les valeurs propres A\; = 2 + 2i et Ay = 6 — 2¢ associées respecti-
vement aux vecteurs propres orthonormés :

e = i/2,(1+i)v6/4),
el H—(1+1)Vv6/4,1/2).

Dans la base (e}, e}) les matrices de u et de u* sont respectivement :

(342 0 . (3-2 0
D‘( 0 6—2z'>etD_< 0 6+2z’>

Cherchons un polynoéme P(Z) de degré inférieur a 2, donc de la forme aZ +b,
tel que D* = P(D), c’est-a-dire tel que P(3+2i) =3 —2i et P(6—2i) = 6+ 2i.
La solution du systeme :

(3+2i)a+b=3—2i
(6 — 2i)a + b = (6 + 2i)

est donnée par les formules de Cramer :

-1

Cl3-2 1||3+2 1] _ 1 ,
a_‘6+2i 1H6—2i 1 —%(—74-242)
et : 1
342 3-2 || 3+2 1] 1 ,
b_‘6—2i 6+ 2i ‘6—22’ 1‘ = o5 (144 —108).
On a alors u* = P(u) = au + b. On a également u = Q(u*) = au* + b, et
PoQ(X)=QoP(X)=X. .

Soit % un endomorphisme de R™; posons c(u)(z + iy) = u(z) + iu(y) et
vérifions que ¢(u) est un endomorphisme de C” :

cw)((a+ib)(z +iy) = c(u)(az—by+i(bz+ay))
u(az — by) + iu(bx + ay)
(a+ib) u(z) + (ia — b) u(y)
(a+1b) (u(x) + iu(y))

(a +1b) c(u)(z + iy)

La matrice de c(u) est la matrice de v (dans la méme base).

Proposition 6.8.9. Les valeur propre et le déterminant d’une isométrie u de
l’espace hermitien H sont de module égal a 1.

Démonstration. Si u(z) = Az, on a ||[u(z)|| = |Alllz]] = ||z||, et |\| = 1. Le
déterminant, produit de toutes les valeurs propres, est de module égal a 1. [
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7 Réduction des matrices

7.1 Polyndéme caractéristique

Nous noterons X I’homothétie Xig et sa matrice X1,,. Le déterminant de
X —wu, égal & det(X — M) si M = M(u), est un polynéme de degré n, le
polynéme caractéristique de u ou de M (u), noté P,(X) ou Py (X), déja
rencontré en 3.8, et dont nous savons qu’il ne dépend pas du choix de la base
(voir 3.8 et 3.6).

Si E est un espace vectoriel sur C, P,(X) se scinde en n facteurs du premier
degré. Si c’est un espace vectoriel sur R et s’il n’a pas toutes ses racines réelles,
on travaillera dans son complexifié, en remarquant que P, (X) = P,(X), et
donc que Py, (X) est & coefficients réels. Dans ce cas, si A est une racine com-

plexe, A\ est aussi racine car P,(\) = Py(\) = 0. Si z est un vecteur propre
associé a A, le vecteur z, dont les composantes sont les conjuguées de celles de
z, est vecteur propre associé a . En effet, c(u)(zZ) = c(u)(z) = A Z.

Ainsi, le polynéme caractéristique de la matrice de la rotation d’angle @ :

R(O) = < cosf —sinb ) ’

sin @ cos@

égal & X2 — 2 cosf X + 1, est irréductible dans R si § # kn, mais se factorise
dans C : ‘ ‘
X2 -2cosfX +1=(X—ef) X —e ).

Remarquons que les vecteurs v; = (i, 1) et v = %(—i,1) ont une image qui
leur est proportionnelle :

R®)v; = v,
R@)vs = e Wuy,

le coefficient de proportionalité étant pour chacun I'une des valeurs propres.
Autre exemple, le polyndéme caractéristique de la matrice :
cosf  sinf
50) = < sinf —cos#@ > ’
est égal & X2 —1, et elle admet deux valeurs propres réelles : 1 et —1. On vérifie
que le vecteur v; = (cos(#/2),sin(6/2), invariant, correspond & la valeur propre
1 et que le vecteur ve = (—sin(6/2),cos(#/2)) correspond & la valeur propre —1.

La matrice S() représente la symétrie orthogonale d’axe engendré par v;.

Enfin, le polynéme caractéristique de la matrice :
-3 16
v=(3 %)
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est égal & X2 —2X +1 = (X — 1)?, et 1 est valeur propre double. Le systeme
Mv =wv,v = ¥(x,y), donne ’équation —x +4y = 0, d’ott 'unique (& homothétie
non nulle prés) vecteur propre vy = (4,1). On complete vy en une base de R?2
par un vecteur quelconque non proportionnel & v;, par exemple vy = (1, 0).
On a alors Mvy = (=3, —1) = vy — vy, et dans la base (v;,vs) la matrice

s’écrit :
, (1 -1
M_(O X )

Existe-t-il une base dans laquelle la matrice s’écrirait :

W (1 1Y,
e (1)

L’équation Mv = v 4+ v; donne —z + 4y = 4, d’ou par exemple vs = (—1,0), et
dans la base (v1,v3) la matrice a la forme souhaitée.

Revenons au cas général ; nous pouvons écrire :

Py(X) = (X = M) (X =)™, Y ri=m,

r; étant 'ordre de la valeur propre A;. On voit immédiatement que le terme
constant de P, est égal a (—1)" det(u), et que le coefficient de X"~!, égal a
— Y ;my; d’apres la définition de P,, est aussi égal — ), A;. La somme des
termes diagonaux de M (u), sa trace, ne dépend donc pas du choix de la base,
ce qui permet de définir la trace de u :

tr(u) = tr(M(u)) = Z mi; = Z Ai .

La trace et le déterminant d’une matrice sont des invarants dans sa classe
de similitude. En effet, des matrices semblables représentant le méme endomor-
phisme u dans différentes bases, leur trace est la somme des valeurs propres de
u et leur déterminant est le produit de ces valeurs propres.

Proposition 7.1.1. Les racines du polynome caractéristique sont les valeurs
propres, et a chaque valeur propre correspond au moins un vecteur propre.

Démonstration. De P, ()\;) = 0 nous déduisons que u — \;, \; étant mis pour
Aig, n’est pas inversible, que son noyau n’est pas nul et contient un x # 0; de
(u — A\;)(x) =0, ou u(z) = \; z, nous concluons que x est un vecteur propre et
A; une valeur propre.

Réciproquement, si A; € Spec(u), il existe un x # 0 tel que u(z) = \; z, ou
(A —u)(z) = 0; (A\; —u) n’est pas inversible car non injective, son déterminant
est nul, or det(A; — u) = P,(\;); A; est donc racine de P,. O

Le noyau de I’application linéaire uw — A, si A est une valeur propre de u, est
un sous-espace vectoriel de F, appelé espace caractéristique relatif & cette
valeur propre, noté K.
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Rappelons que ’ensemble des vecteurs propres associées a une valeur propre
A complété par 0 est un sous-espace vectoriel de E, appelé espace propre
relatif & cette valeur propre, noté E.

Les valeurs propres d’un projecteur p sont 1 et 0, les sous-espaces propres
correspondants sont respectivement Im(p) et Ker(p).

Proposition 7.1.2. Si A\y,..., Ay sont des valeurs propres distinctes, des vec-
teurs propres associés, respectivement x1,...,xy, sont libres.

Démonstration. C’est trivialement vrai pour k& = 1 puisqu’un vecteur propre
n’est pas nul. Supposons la proposition prouvée jusqu’a k = j et passons au
cas J + 1. Supposons qu’il existe une relation Zl<i<j+1 a; ¢; = 0, avec, quitte a
changer l'ordre des w;, a;4+1 # 0. On aurait alors :

-1
CEjJrl = (IjJrl(al I + - +aj .’Ej)

et :
u(@jen) = a; (@ Aoy + o+ ag Ay 25) = A o

Si Ajt1 = 0, les autres \; ne sont pas nuls et cette équation lie z1,...,z; qui
sont libres par hypothese, ce qui est absurde.
SiAjt1 #0,0ona:
i1 = Al (@ diwy 4 ag A )

ce qui fournit une seconde relation liant les ;. La différence de ces deux relations
donne, en les multipliant par a;,; :

ar(\ph M = D+ -+ a;(A Ay — Doy =0.

Comme les A;, 1 <7 < j, sont tous différents de A4, les coefficients ne sont
pas nuls, ce qui contredit encore I’hypothese de récurrence. O

Soit K = Ker((u—A\)"), espace caractéristique relatif & une valeur propre
A d’ordre r.

Remarquons que, si P et () appartiennent & K[X] et u & £(E), on a :

P(u) o Q(u) = (PQ)(u) = (QP)(v) = Q(u) o P(u).
Nous écrirons (PQ)(u), ou simplement PQ(u), pour P(u) o Q(u).

Proposition 7.1.3. L’ensemble K, est un sous-espace vectoriel de E contenant
E, et stable par P(u), VP € K[X].

Démonstration. L’ensemble K, contient Ey, car si z € Ey, (u — \)(z) = 0 et
(u — A)"(x) =0, puisque r > 1.
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C’est un sous-espace vectoriel de E. En effet, si x et y appartiennent a Ky,
on a, quels que soient les scalaires « et 3 :

(u=XN)"(az+pFy)=alu=N)"(x)+F(u-A)"(y) =0.
Il est stable par P(u) car, si z € K :
((u=X)"Pw)(x)) = (P(u)(u—A)")(z) = P(u)(0) =0
et u(z) appartient a K. O

Proposition 7.1.4. Si A\ une valeur propre de u € £(E), x un vecteur propre
associé a X et P € K[X], alors P(\) est une valeur propre de P(u) et x est un
vecteur propre associ€ a P(\).

Démonstration. On a u?(z) = u(Az) = Au(z) = A2z, d’ott par récurrence
uk(z) =Nz, Si P(u) =, a;u’, on a :

Pu)(z) = Zai u'(z) = Zai Nz =P\)z.

7.2 Diagonalisation

Un endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base dans laquelle
sa matrice M(u) est diagonale. Comme u et M(u) ont méme polynéme ca-
ractéristique, la diagonale de M (u) est formée des valeurs propres de u, chacune
figurant un nombre de fois égal a son ordre.

Proposition 7.2.1. Soitu € £(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) u est diagonalisable,
(b) la dimension de chaque espace propre E), est égale a l'ordre r; de la
valeur propre \;,
(c) E est somme directe des Ey,.

Démonstration. (a) = (b) Il existe une base (¢;) dans laquelle M (u) est diago-
nale, chaque ¢; est vecteur propre (d’apres la définition de la matrice associée a
un endomorphisme), et la dimension de Ey, est égale au nombre des €; associés
i, donc a son ordre de multiplicité r;.

(b) = (c¢) L’intersection de deux E), distincts est réduite a {0} (proposition
6.1.2). La somme des E}j, est donc directe et sa dimension est égale a la somme
des r;, c’est-a-dire a n, la dimension de E.

(c) = (a) La restriction de u a Ej, est 'homothétie de rapport A;. Elle
est donc diagonalisable (d’ailleurs dans une base quelconque de Ejy,), d’ou r;
vecteurs propres appartenant a Fy,. Ceci pour chaque A;, ce qui donne n vecteurs
propres et une base dans laquelle la matrice de u est diagonale. O
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La différence entre cette diagonalisation, pour laquelle la source et le but
ont la méme base (D = P~'MP) et celle obtenue par la méthode de Gauss

consiste en ce que dans cette derniere (Gauss) les bases & la source et au but
sont différentes (D' = PM Q).

Exemple 7.2.1. Considérons la matrice :

M=<§;>

Les transformations Ly — 3/2 Ly et L1 — 2 Lo donnent la matrice :

(2 0
b= ( 0 12 )
D’autre part, le polynéme caractéristique de M étant X2 —4X + 1, les valeurs
propres sont 2 4+ /3 et 2 — /3, d’ott la forme diagonale :

D:<2+0\/§ 2_0\/3)_

Les matrices M et D’ sont équivalentes alors que M et D sont semblables. On
peut cependant remarquer que le produit des termes diagonaux, le déterminant,
est le méme pour D et D'.

7.3 Algorithme de Leverrier

Ce tres remarquable algorithme di & l’illustre astronome et mathématicien
(1840) a été redécouvert dans les années 1948-1949 par des mathématiciens
auxquels on lattribue trop souvent (Souriau, Frame, Faddeev...). Il donne le
polynéme caractéristique d’une matrice de 91, (K) (K de caractéristique nulle),
donc son déterminant, et son inverse si elle est inversible, aprés ~ 2n* opérations.
Il est facile & programmer, méme sur une calculatrice programmable.

Décrivons d’abord la méthode. Soit M = (m;;) € M, (K). On pose My = I,,.

M{ :MM() a1 :tI‘(M{) M1 :M{ —(J,lln
Mé = MM1 s = %tr(M{) Mg = Mé - (J,an

rltfl = MMTL72 Gp—1 = ﬁtr( 71171) Mn,1 == Mrll,fl - an,lfn
M! = MM, an = Ltr(M)) M, =M, —a,I,=0.

Le polynome caractéristique est alors Ppy = X" a; X", le déterminant
est a, et, sia, #0, M~ =L M,_;.
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Appliquons-la & un exemple (M = M) :

11 1 -1 1 1
Mi=[201]|,a=2, M= 2 -2 1 |;
3.2 1 3 2 -1
41 1 2 1 1
Mi=(141],a=6, M= 1 -2 1 ];
41 4 4 1 -2

300
My=|0 3 0)|,a3=3, My=0.
00 3

Le polynéme caractéristique de M est donc X3 —2X?2 —6X — 3 et la matrice
inverse :

-2 1 1
1 1

M—lsz2:§ 1 -2 1
as 4 1 =2

Justifions la méthode. Les a;, fonctions des valeurs propres \;, ne dépendent
pas de la base choisie. Calculons donc dans une base dans laquelle M (u) est
triangulaire supérieure, et dont la diagonale est constituée des \; comptés selon
leur ordre (proposition 3.9.1). Remarquons que les M] et les M; sont aussi
triangulaires supérieures. Il reste & calculer leurs termes diagonaux ; écrivons le
j-éme :

(M) = Aj,

(Ml)jj = - Ei;ﬁj s ,

(Mé)jj = _/\j Zi;ﬁj i s

(M)j; = Zzgh;éj Ai An

(M/g)jj = (_1)k_1 Z(il,...7ik)73h:ih:j Aiy - Xy
(Mi)j; = (D peiy. e, et M) »

(M) = (=D)L

Démontrons ceci par récurrence. Supposons que le j-ieme terme diagonal
de Mj, soit la somme de tous les produits A;, ...A;, étendue a tous les k-uples
i1 ...ix contenant j, multipliée par (—1)*~!. Le j-iéme terme diagonal de M}
est alors le produit A;, ... \;,, les iy, étant différents de j, multiplié par (—1).
Le j-itme terme diagonal de M, est le précédent multiplié par A;. Il est donc
égal & la somme de tous les produits A;; ... A;, ., étendue a tous les k + 1-uples
contenant j. L’hypothese étant vérifiés pour Mj, la récurrence est achevée.

La trace de M, est égale & la somme des produits Ay, ... A;, étendue & l'en-
semble des k-uples contenus dans {1,2,...,n} multipliée par k, chaque produit
apparaissant k fois, et par (—1)*~1.

Il reste a comparer avec le développement de P, :

P(X)=(X=X\)...(X = X)) =X"+ ) p X"k,
1<k<n
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Chaque k-uple iy,...,i, donne le monéme (—1)* Hj=i1,..‘,ik A\ X"k et py est
la somme de tous ces mondmes, et la trace de M, est bien égale & py.

Montrons que M,, = P,(M). L’hypothese de récurrence :
Hk): My=M"—ay M*1 — . —aqp M —ai I,
est, vérifiée pour k = 1, avec ag = 0, car My = M — ay I,,. On a ensuite :
My = MFY —ay MY — oo —ap M — ajqq I,

ce qui est justement H(k + 1); la récurrence est achévée. Nous verrons plus
loin que P, (M) = 0 (théoréme 6.6.1, de Cayley-Hamilton), ce qui prouve que
M,, = 0. Quant & la matrice inverse, si a, # 0, M,, = 0 implique M], = a, I,
or M), = MM,_.

7.4 Méthode des puissances

Soit une matrice M € M, (R) dont les valeurs propres sont réelles et telles
que Ay > A2 > -+ > Ay, et B = (e;) la base canonique de R™. Nous nous
proposons de déterminer les \; et les vecteurs propres associés (¢;).

On peut écrire €; = Ej a; e;, et supposer, a permution pres sur les e;, que
a1 # 0 et méme que a; = 1. On a alors e; = €1 + ZKK” b; €; pour tout entier

naturel p :
1 A
/\71)Mp(€1) = €1 +Za,- (Yi)pei.

i>2

Puisque A; est plus grand que les autres A; :

1
lim — MP? =
Jn, 3y M) =
ce qui donne le premier vecteur propre avec une approximation dépendant de p
et du rapport A1 /). Si p = 24, ce calcul nécessite ~ gn® opérations.
Si a; = 0, la premiere colonne qui ne tend pas vers 0 donne €1, ce qui indique

la permutation a effectuer.

Dans labase B; = (€1, es, ... ,e,), lamatrice devient M) (o(n?) opérations).
Sa premiere colonne est C; = (A1,0,...,0). Nous allons construire une base
dans laquelle, de plus, la premiere ligne sera Ly = (A1,0,...,0). Le probleme

sera ainsi ramené a la dimension n — 1.

Soit P la matrice obtenue a partir de I,, en remplacant la premiere ligne par
(1,¢2,...,¢,). On obtient P~! en changeant les ¢; en —c;. La premiere ligne de
la matrice M?) = P=*M® P (o(n®) opérations & cause des 0) est :

(AlamQ:"'amn)

avec :

_ (1) (1) (1)
my —m1j+)\10j—m2j €2 — Mg C3— ... =My, Cp.
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Le systéme m; = 0 pour 2 < j < n donne, apres ~ 2n3 /3 opérations, des c;
rendant nuls les m;. On a alors, aprés ~ (¢ + n/3)n® opérations :

@ _ [ M O
wer= (o) o)

et on recommence avec M’ € M,,_1(R). La réduction de la matrice sera compléte
apres un nombre d’opérations équivalent & (g+1/3) Y-, oo, k* = (¢+1/3) n*/4.
L’expression des ¢; dans la base initiale nécessite o(n®) opérations.

Exemple 7.4.1 Nous nous proposons de diagonaliser la matrice :

11 8 -4
M = 2 26 —4
-4 2 17

Etudions I’évolution du rapport de la premiére composante et de la troisieme
sur la deuxiéme pour le premier vecteur colonne de M?". Pour ¢ = 3 on trouve
0,521 et —0,080, pour ¢ = 4, 0,500762 et —0,003, pour ¢ = 5, 0,5000011 et
—0,0000046, pour ¢ = 6, 0, 5000000001 et —1.107!! ... ce qui nous amene i la
conclusion que le premier vecteur propre est €; = (1,2,0). Comme Me; = 27¢1,
la premiére valeur propre est A\; = 27. Dans la base (e1, €3, e3), la matrice s’écrit :

27 8 —4
MY = 0 10 4
0 2 17

Posons e, = ey + c261 et e = es + cze;. Dans la base (e1,€h,e}), la matrice
s’écrit :
27 ms g3

M& = 0 10 4
0 2 17
avec my = 17¢5—2c3+8 et mg = —4cy+10c3—4. Le systéeme ms = mz = 0 a pour

solution o = —4/9 et ¢z = 2/9, d’ou, dans la base initiale, e, = §7(—4,1,0) et
s = +%(2,4,9). En restriction a Vect(e}, e5), nous obtenons la matrice :

, (10 4
M‘( 2 17)'

Etudions le rapport des deux composantes de la premiere colonne de M'2".
Pour M'2, on trouve 1,931818, pour M''6 1,999725, pour M’32,1,999999996 . . .

d’ot le vecteur propre de M’ €, = %(1,2) dans la base (€),€}), et le vecteur
propre e; = ¥(0,1,2) de M? dans la base (e, €}, e}). Comme M'e, = 186, la

valeur propre associée est Ay = 18. Exprimons e; dans la base initiale :

€ = ey +2eh = 1(0,1,2).
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Dans la base (2, €}) la matrice devient :

18 4

et dans la base (€2, €} + cea) :

18 4+ 9c
= (15 40,

On obtient donc €3 = e} — %62, et A3 = 9. Exprimons ¢35 dans la base initiale :

1(2,4,9) — %t(o, 1,2) = = 4(2,0,1).

O =

1

€3 = —

79

On peut prendre e3 = (2,0, 1). v

Si la matrice a réduire est symétrique, ses vecteurs propres sont orthogonaux

(théoreme 6.8.1), et, pour le calcul des e} on peut remplacer la résolution du
systeme (m; = 0) (~ 2n3/3 opérations) par :
€;.€1

e, =e; —
O T el

(o(n®) opérations).
Exemple 7.4.2 Réduisons la matrice symétrique :

1 1,41 1,73
S=| 1,41 2 223
1,73 2,23 3

Le calcul de S*2 donne le premier vecteur propre :
1
e = | 1,352215
1,683416

et Se; = 5,818933 ¢; = A1 €1 donne la premiere valeur propre. Si :

o —0, 238807
ey=er— e = | 0,677082
[lexl —0,402012
et :

e —0, 297299
eh=e5— ¢ = | —0,402012

llex[[?
0,499523
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la matrice devient dans la base (€1, €}, e}) :

% 0 0
SO =1 0 0093377 —0,109332
0 —0,143617  0,087689

Nous sommes ramenés & 1’étude de la matrice :

S = 0,093377 —0,109332
\ —0,143617  0,087689 | -

Elle n’est pas symétrique, mais ses vecteurs propres sont orthogonaux car ce
sont des vecteurs propres de S. Le calcul de S''® nous donne le vecteur propre :

1
2= ( ~1,120400 )

dans la base (e, e4), d’ou le deuxiéme vecteur propre de S dans la base initiale :

0, 020354
&= | 0,243396
—0,207600

La valeur propre associée est Ay = 0,215873. Dans la base (es, €}), la matrice

devient :
g1 Xy —0,109332
- 0 —0,034806 | °

Les derniers éléments propres sont :

o —0,256176
=ey— e =| 0,080738
ezl 0, 080094
dans la base initiale et A3 = —0, 034806. v

7.5 Endomorphismes et matrices nilpotents

Un endomorphisme v € £(E) (dim(E) = n) est nilpotent s’il existe un
entier naturel r > 2, le degré de u, tel que u” = 0 et u"~' # 0. Nous excluons
ainsi le cas u = 0, sans intérét.

Une matrice M € 9,(K) est nilpotente si elle est la matrice d’un endo-
morphisme nilpotent, c’est-a-dire s’il existe un entier naturel r > 2, le degré de
M, tel que M™ =0et M™ ! #£0.

Proposition 7.5.1. Un endomorphisme nilpotent u € £(E) (dim(E) = n)
admet 0 comme unique valeur propre. Il existe une base dans laquelle la matrice
de u est triangulaire supérieure de termes diagonauz nuls.
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Démonstration. 1l existe z € E tel que u"~'(z) = y # 0; comme u(y), égal a
u”(z), est nul, 0 est valeur propre de u. Remarquons que si u(x) = Az, alors
0 =u"(z) = A"z, ce qui prouve que 0 est 'unique valeur propre de u. La seconde
partie de la proposition est alors une conséquence de la proposition 4.9.1. [

Proposition 7.5.2. Siu € L(E) est nilpotent de degré r et si x € E est tel
que u"1(x) £ 0, alors z, u(x),..., u""1(x) sont linéairement indépendants.

Démonstration. La relation u™~1 # 0 assure l'existence d'un = € E tel que
u"1(z) # 0. Si nous appliquons u" ! & une relation de dépendance linéaire :

apr+ayu(z) +-+a,_1u"Hz)=0

nous obtenons ap u"~!(z) = 0, d’ott ap = 0. En lui appliquant maintenant u"~2,
nous obtenons a; u"~!(z) = 0, d’ott a; = 0... ainsi de suite jusqu’d a,_; = 0. La
relation est donc triviale et les éléments libres. O

Proposition 7.5.3. Le degré d’un endomorphisme nilpotent u € £(E) est au
plus €gal a la dimension n de E.

Démonstration. Si u est de degré r il existe un x € E tel que u"!(z) # 0 et
u"(z) =0; z, u(z),..., u"1(x) sont libres (proposition 6.4.2) et engendrent un
sous-espace vectoriel de E de dimension r, d’ou la conclusion r < n. O

Proposition 7.5.4. Il existe une base dans laquelle la matrice T = (t;;) de u,
endomorphisme de E (dim(E) = n) nilpotent de degré r < n s’écrit :

0 a1 0 0
T = 0

. . " 0 Qp—1

0 ... ... .. 0

chaque a; étant égal a 1 ou a 0.

Démonstration. 1l existe un élément ¢, de E tel que u" !(e,) # 0. On pose
€n_1 = u(€y), et u""2(€, 1) # O.... ainsi de suite, jusqu’a :

€n—r+1 = Uril(en) #0

w(€p—rs1) =u" () =0.

Sir = n, nous obtenons ainsi une base (¢;)1<i<n dans laquelle la matrice de
u a la forme annoncée (les a; sont tous égaux a 1).

Sir < m, soit E’ le sous-espace engendré par les (€;)n—rt1<i<n, stable par
u (uw(E') C E'), donc par P(u) pour tout polynéme P € K[X], et E" un
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supplémentaire de E'. Soit € E", x #0, et u(z) =2’ + 2", 2’ € E', 2" € E",
c’est-a-dire :
u(z) =z" + Z o€,
n—r+1<j<n

nous voyons que a, doit étre nul, car, sinon, u”(z) serait égal & a, u"~1(e,), et
ne serait pas nul alors que u” = 0. Posons :

En—pr =T — Z Qj€jt1,

n—r+1<j<n—1

de sorte que u(€,—,) = &, puis €,—r—1 = u(€n—y) (= '), jusqu’a un ¢; tel
que u(e;) = 0. Le sous-espace engendré par €,_,,..., ¢; est stable par u par
construction et sa somme avec E' est directe. Nous itérons la méthode jusqu’a
trouver €;. Dans la base (¢;) la matrice de u a la forme annoncée, puisque ou
bien u(e;) = €;—1 ou bien u(e;) = 0. O

La matrice de 9,.(K) :

Al 0 0

Jr(A) = 0
1

0 A

est le bloc de Jordan de dimension r et de valeur propre A.

Exemple 7.5.1. La matrice :

0 0 00
0 -1 10
M= 0 -1 0 1
0 -1 0 1

d’un endomorphisme de K* dans sa base canonique a un carré non nul, et
M3 = 0. Son degré (de nilpotence) est donc égal & 3. Cherchons un vecteur
x € K* tel que M2z # 0. On voit que :

Mey, = ex+eyq,
M264 = e +te3+ey.

Posons donc ¢4 = e4 et €3 = Mey = €5 + €4, puis e = e;. Comme Mes = 0,
posons €; = ey. Dans la base (¢;) la matrice devient :

00 0O

0 010
7= 0 001"

0 0 0O
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et on peut ’écrire :

(B 0
=(% 5)

ou Bj est le bloc diagonal de dimension 1 réduit a 0 et By le bloc de Jordan :

010

J30)=10 0 1

0 00

Les matrices de passage sont :

10 00 1 0 00
|11 00 4| -1 1 00
P=l1 11097 = 01 10
1111 0O 0 -1 1

On peut aussi commencer par les vecteurs propres, ici au nombre de deux :
€] = e et e, = ea+e3z+ey. On cherche ensuite un vecteur ef = (a, b, ¢, d) tel que
Mes =e,, dou (0,c—b,d—b,d—b) = (0,1,1,1), et, avec b =0, e = (0,0, 1, 1),
puis un vecteur e}y tel que M e} = e}, d’ou par exemple e} = e4. Les matrices
de passage sont :

1000 1 0 0 0
o100 o lo 1 00
P=lo 110 %P =10 1 1 0

01 1 1 0 0 -1 1

la seconde méthode est souvent plus pratique car il peut étre difficile, par
exemple en grande dimension, de trouver un z tel que u”!(z) # 0. v

Proposition 7.5.5. Une matrice triangulaire supérieure T (ou inférieure) dont
les termes diagonauz sont nuls est nilpotente.

Démonstration. Soit u € £(F) (dim(E) = n) 'endomorphisme représenté par
T dans la base (¢;). Posons Eg = {0}, puis E; = Vect(ey, . ..,€;), de sorte que :

EcCcEC...CE,=E.

On a alors u(E;) C Ej_;, d'ou u"(E) C Ey, et u" = 0. O

7.6 Forme de Jordan
Proposition 7.6.1. L’endomorphisme P,(u) est nilpotent, de degré r < n.

Démonstration. Placons-nous dans une base dans laquelle la matrice T' = (¢;;)
de u est triangulaire supérieure (proposition 3.9.1), les ¢;; étant égaux aux va-
leurs propres, chacune figurant (& la suite) un nombre de fois égal & son ordre.
La matrice P,(T) est triangulaire supérieure (proposition 2.5.9) et ses termes
diagonaux, égaux aux P, (t;) sont nuls. D’ou la conclusion (propositions 6.4.5
et 6.4.3). O
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Nous verrons plus loin que 7 = 1 (théoréme de Hamilton-Cayley, 7.6.1).

Posons :
P = P,

Pio= (X =),

Qi = (X =X)",
de sorte que P; Q; = P, et revenons aux K, = Ker(Q);), dont nous savons qu’ils
sont stables par u (proposition 7.1.3).

Proposition 7.6.2. L’intersection de deur K; = Ky, est réduite & {0}.

Démonstration. Si ¢ € K; N K; (i # j), on a P;(u)(z) = Pj(u)(z) =0, et P;
et P; sont premiers entre eux; il existe donc des polynémes A et B tels que
AP; + BP; = 1. On a alors ((AP; + BP;)(u))(z) = z. Or A(uw)((P;(u)(z)) et
B(u)((Pj(u)(x)) sont nuls et 2 = 0. O

Proposition 7.6.3. L’espace vectoriel E est somme directe des K.

Démonstration. Les polynomes P; sont premiers entre eux (ils n’ont pas de
facteur commun), et 'identité de Bézout (pour les polynémes) nous assure de
'existence de polynémes R; tels que ), R; P; = 1. On a donc pour tout = € E :

(32 Rilw) Pi(w) () = .

Posons ((R; P;)(u))(x) = z;, dou z = ), z;. Comme :
Qi(u)(z;) = (R; Qi ) (u)(x) =0

x; appartient a K; pour tout i et E est la somme des K;. Il reste a voir que
cette somme est directe.

Choisissons des éléments non nuls x; € K;, 1 < i < n, et considérons une
relation ), .,.,, @;x; = 0. appliquons au premier membre de cette équation
I’endomorphisme (Q; ...Qn_1)(u). On a, pour i < n :

Q1. Qn-1)(u)(z;) = (HQ;‘(U))(Qi(U)(%)) =0
J#i
puisque z; appartient au noyau de @Q;(u). Et pour z,, :

Q1. Qnr)(u)(zn) #0

cary = (Q2...Qn—1)(u)(x,) appartient a K,,, qui est stable par P(u) quel que
soit le polynéme P € K[X], et @;(u)(y) n’est pas nul car y ¢ K;. Il s’ensuit
que a, = 0. On montre ensuite, par la méme méthode, que a,_1 = 0, et on
descend ainsi jusqu’a «; = 0. La relation est donc triviale, et la somme des K;
est directe. O
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Théoréme 7.6.1 (de Hamilton-Cayley). Tout endomorphisme u de E est ra-
cine de son polynome caractéristique :

P,(u)=0,
de méme que toute matrice associée a .

Démonstration. Tout élément © € E est somme d’élément x; € K; (proposition
6.5.3) et donc P,(u)(z) est somme des P,(u)(z;), et (v — A;)"(z;) = 0 par
définition de K;. On a donc :

Py(u)(z;) = ([, ;)
= (HJ ’“') U
(1_[] ( )”)(0)

)

—~ s

= Ai)" ()

d’ou P,(u)(z) = 0 et P,(u) = 0. La matrice associée & I’endomorphisme nul
dans une base quelconque B est nulle : P, (Mg (u)) = 0. O

Le polynéme minimal de u, ou des matrices qui le représentent, est le po-
lynéme P non nul de plus petit degré tel que P(u) = 0. Le polynéme minimal
de l’identité est X, celui de la matrice M de I’exemple 6.5.1 est X3. Lorsque u
est diagonalisable, son polynéme minimal est le produit [}, ¢ gpec(uy(X — Ai),
en oubliant les ordres de multiplicité.

Etudions maintenant la restriction u; de u € £(F) a K;; u; est un endomor-
phisme de K; (u(K;) C K;), son unique valeur propre est \;, d’ordre r;.

Proposition 7.6.4. La dimension de K; est égale a ;.

Démonstration. D’apres sa définition, le degré du polynéme caractéristique d’un
endomorphisme est égal & la dimension de I’espace. Le polyndme caractéristique
de u;, Q; = (X — \;))™, est de degré r; et donc dim(K;) = r;. O

Proposition 7.6.5. Il existe une base de chaque K; dans laquelle la matrice de
u; est la somme d’une matrice scalaire \; I, et d’une matrice du type T défini
dans la proposition 7.5.4.

Démonstration. Par définition de K; Papplication (u; — A;) € £(Kj;) est nilpo-
tente, d’ou la forme T' de sa matrice associée dans une certaine base :

M(ug) = M(u; — Xi) + M(Niix,) =T + A I,
O

Théoréme 7.6.2 (de Jordan). Soit u € £(E). Il existe une base de E dans
laquelle M (u) = (m;;) est diagonale par blocs, chaque bloc étant diagonal ou de
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Jordan :

By 0 0

0 By O 0
M(u) =

: . . . 0

0O ... ... 0 By

st u posséde h valeurs propres distinctes. Précisément, la diagonale (principale)
contient les valeurs propres, chaque \; figurant r; fois a la suite, et la diagonale
au-dessus ne contient que des 0 ou des 1 (M(u);i41 =0 ou 1).

Démonstration. Nous savons que E est somme directe de K; (proposition 6.6.3)
et que ceux-ci sont stables par u (u(K;) C K;, proposition 6.1.3). Prenons
pour chaque K; une base 9, dans laquelle M (u;) prend la forme D + T de la
proposition 6.6.5, et pour base B de E la réunion des B;. Dans la base B la
matrice de u a la forme annoncée. Soit en effet un élément ¢; de 9B ; il appartient
& B; pour un certain j, par définition de B, et u(e;) = u;(€;) est égal & Aj €; ou
& Aj€; +€j_1. La i-éme colonne de M (u) est donc ou bien :

C; = ul(e;) = 4(0,...,0,1;,0,...,0)

ou bien :
C; = '(0,...,0,1,1;,0,...,0),

A; étant en i-eéme position. O

Evaluons le nombre d’opérations pour obtenir la forme de Jordan d’une
matrice n X n. Le calcul du polynéme caractéristique par l'algorithme de Le-
verrier demande ~ 2n* opérations. La factorisation (approchée, mais d’aussi
prés qu’on le désire) de ce polynéme, qui sort du cadre de ce livre, en demande
beaucoup moins (si n est grand) et le calcul de chacun des n vecteurs propres
par la méthode de Gauss demande ~ 2n?®/3 opérations, soit en tout ~ 8n*/3
opérations.

Exemple 7.6.1. Mettons la matrice :

4 5 -3 -2 -2

1 2 1 -2 -1

M= 2 5 -1 -2 -2
-3 4 1 1 3

79 -2 -5 -5

sous la forme de Jordan. Calculons Py, (X) par I’algorithme de Leverrier, méthode
la plus courte et la plus pratique. On a successivement :

3 5 -3 -2 =2
1 1 1 -2 -1
M1 =M - tI'(M) I5 = 2 5 -2 -2 =2 y
-3 —4 1 0 3
7T 9 -2 -5 —6
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0 1 -2 -1
1 -3 -3 -6

D= O W

= MM, = 0 3 -2 -1 |, tx(M)/2=5,
9 -2 -3 -7
9 -3 —3 —4
-7 -6 5 5 1
-9 -15 0 9 9
My=MM,-5I)=] -1 -6 -1 5 1 |,te(M})/3=-1,
8 12 -4 -1 -8
—27 -36 9 18 21

—28 -28 10 14 18
14 -28 4 10 14
My=MM,+I)=| -18 —28 0 14 18 |, tr(M})/4= -8,
—20 -28 8 8 20
—26 —36 10 16 16

M. = M(M, +81) = —4 15, tr(M})/5 = —4

d’ou le polynome caractéristique :
Py (X)=X°—X*-5X%4+ X?4+8X +4.

La somme de ses coefficients étant nulle, -1 est racine. En divisant Pps(X)
par (X + 1) on obtient X* — 2X3 — 3X? + 4X + 4, —1 est encore racine, et
une nouvelle division donne X3 — 3X?2 + 4, qui s’annule pour X = —1, et une
derniere division donne X2 —4X + 4, égal a (X — 2)2. Les valeurs propres sont
donc 2, double, et —1, triple.

Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 2 vérifient I’équation :

2 5 -3 -2 -2 T
1 0 1 -2 -1 T
2 5 -3 -2 -2 z3 | =0.
3 4 1 -1 3 T4
7 9 -2 -5 -7 5

Supprimons la premiere ligne (égale & la troisieme). Les transformations
successives : Ly — 2Ly, Ly + 3Ly, Ly — 7Ly, L3 +4L2/5, Ly — 9L /5 meénent a
un systéme dont les deux derniéres lignes sont proportionnelles a (0,0,0,1,0)
et donnent x4 = 0; les autres lignes donnent =y + 23 = x5 et x5 = x3. Ce
sont les équations d’un plan ayant pour base, par exemple, ¢; = (1,0,0,0,1)
et o = ¥(0,1,1,0,1). D’ou le bloc diagonal —1I5.
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Les vecteurs propres relatifs a la valeur propre 2 vérifient I’équation :

) 5 =3 -2 =2 1

1 3 1 -2 -1 Ty

2 ) 0 -2 -2 T3 =0.
-3 4 1 2 3 T4

7 9 -2 -5 -4 5

Les transformations successives :
(L1 s Lg), (L2 — 5L1, L3 — 2L1, L4 + 3L1L5 — 7L1),
(L2 e Lg), (L3 — 10L2,L4 + 5L2, L5 — 12L2),

(Lg <« L4/6), (L4 + 12L3, L5 + 15L3),

donnent un systeme de rang 4 avec zz; = 0. La solution est donc une droite,
engendrée par le vecteur e3 = (1,0, 1,1,0). C’est 'unique vecteur propre associé
a la valeur propre —1.

Cherchons un vecteur ¢4 solution de I’équation Mz = —x + €3 :
5 5 -3 -2 =2 1 1
1 3 1 -2 -1 T 0
2 5 0 -2 =2 3 | =1 1
-3 -4 1 2 3 T4 1
7T 9 -2 -5 —4 x5 0

Les transformations précédentes donnent ¢4 = ¥(0,1,0,1,1). On procede de
méme pour €5 (Mes = —e5 + €4) pour trouver e4 = ¥(1,0,1,0,1). D’ou le bloc
de Jordan J3(—1). La forme réduite de M est finalement :

/= < 3 J3(0_1) ) '

Proposition 7.6.6. Un endomorphisme u de E est diagonalisable si et seule-
ment si chacun de ses espaces propres est égal a l'espace caractéristique qui le
contient.

\Y

Démonstration. Si u est diagonalisable, E/ est somme directe des E,, de di-
mension r; (proposition 6.2.1). Comme E), C K, la dimension s; de Ky, est
supérieure ou égale a r; pour tout i. D’autre part, E est somme directe des K,
(Proposition 7.6.3) et sa dimension, n, somme de r;, est aussi somme des s;. On
a donc pour tout i s; =r; et Ey, = Kj,.

La réciproque découle de la proposition 7.2.1. O
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7.7 Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes

Proposition 7.7.1. Des endomorphismes u et v commutent quel que soit v si
et seulement si u est une homothétie (u = Xig, A € K).

Démonstration. Un homothétie commute évidemment avec tout endomorphisme.
Réciproquement, si u n’est pas une homothétie, il existe des vecteurs x et y de
tels que u(x) # u(y), et un endomorphisme v tel que v(u(z)) = u(y) et v(z) = z.
On a alors u(v(z)) = u(z) # v(u(z)). O

Dorénavant, u et v sont deux endomorphismes diagonalisables de E.

Proposition 7.7.2. La restriction de u & un sous-espace quelconque F (de
dimension m < n) de E stable par u (u(F) C F) est diagonalisable dans une
base de F' que l’on peut compléter en une base de E dans laquelle la matrice de
u est diagonale.

Démonstration. Les valeurs propres de u|p : F' — F sont des valeurs propres de
u. En effet, si A € K et z € F sont tels que ujp(z) = Az, comme z € E, on a
u(r) = A, et X est valeur propre de u. Si A € Spec(ur), Iespace caractéristique
relatif & A, notons-le K, (F), est contenu dans K, qui est égal & E) (proposition
6.6.6). Si x € Kx\(F), v appartient & Ey, donc & I'espace propre de u|r, noté
F ; ce dernier est donc égal a K, (F'), et F est somme directe des F\ pour
A € Spec(u|r), d’olt I'on conclut que u|p est diagonalisable (proposition 6.2.1).

Soit A\; € Spec(u), et G; le supplémentaire de F, dans Ey, (si A; ¢ Spec(up),
on a G; = E,,). Formons une base B; de E,, en complétant une base de F, par
une base de G; et soit B la réunion des B;. Placant d’abord les éléments de B
appartenant a F', nous obtenons une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale et dont les m premiers éléments forment une base de diagonalisation
de u)p. O

Proposition 7.7.3. Siu et v commutent, les espaces propres de ['un sont stables
par 'autre.

Démonstration. Soit A € Spec(u), € Ex. On a successivement u(z) = Az,
(vou)(z) = v(Az) = Av(z), (uowv)(x) = Av(z), dou on conclut que v(x)
appartient & Ey, qui est donc stable par v. O

Théoréme 7.7.1. Les assertions suivantes sont équivalentes (u et v sont sup-
posées diagonalisables) :

(a) u et v commutent,

(b) il existe une base dans laquelle leurs matrices sont diagonales,

(c) il existe un polynome de K[X] tel que v = P(u).

Démonstration. (a) = (b) Si u et v commutent, les espaces propres de u sont
stables par v (proposition 7.7.3). Si E) est un tet espace, la restriction de u
a cet espace est I’homothétie de rapport A, qui est diagonale dans toute base
de E,. La restriction de v & E) est un endomorphisme de E) diagonalisable
(proposition 7.7.2). Il existe donc une base de E) diagonalisant les restrictions
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de u et de v. On termine en remarquant que E est somme directe des E) lorsque
A parcourt le spectre de u (proposition 7.2.1).

(b) = (c) Soient ()\;) les valeurs propres de u et u; celles de v. Il existe un
polynéme P tel que, pour tout i, P(A;) = p; (méme démonstration que pour la
proposition 6.8.8), et P(u) = v.

(¢) = (a) Comme deux matrices diagonales commutent, on a dans la base de
diagonalisation commune M (u)M (v) = M (v)M (u). Or M (u)M (v) = M(uov)
et M(v)M(u) = M(v o u), et, d’aprés la proposition 3.5.4, ceci implique que
U0V =1VOu. U

Remarque Lorsque les endomorphismes u et v commutent, il existe deux po-
lynémes P et @ tels que P(u) = v et Q(v) = u. On a donc Q o P(u) = u et
P o Q(v) = v. Ceci s’explique par le fait que Q o P est égal & X plus un mul-
tiple du polynéme caractéristique de u (qui s’annule sur u, théoréme 7.6.1, de
Hamilton-Cayley), et que P o () est égal & un multiple de P, plus X.

Exemple 7.7.1. Les endomorphismes u et v de R® représentés dans la base
canonique par les matrices :

1 1 -10 14 1 10 —46 50
U= 9 -10 10 4 et V= 9 —46 37 4
14 4 =2 o0 4 -11

commutent (UV = VU). Leurs polynomes caractéristiques :
Py(X)=X3— X2 —4X +4 et Py(X) =X —4X? — 50X + 126

donnent leurs spectres : Spec(u) = {1,2,—2} et Spec(v) = {2, —7,9}. Le vecteur
propre de u relatif & la valeur propre 1 est solution du systeme :

1 -10 14 x T
—-10 10 4 Y =91 vy
14 4 -2 z z

dont les deux premiéres lignes sont libres et donnent pour z = 1 le systeme :

8z +10y =14
10z —y =4

de déterminant —108 dont la solution, donnée par les formules de Cramer, est :

—1‘14 10‘ 1 —1‘814

PT84 -1 20 YT 10 4‘:1

2 108
d’oti le vecteur propre (1,2,2), dont 'image par V, £(2,4,4), correspond & la
valeur propre 2 de v.

Le méme calcul avec la valeur propre 2 de u donne le vecteur propre (2, —2,1),
associé a la valeur propre 9 de v. Enfin, avec la valeur propre —2 de u on ob-
tient le vecteur propre (2,1, —2), associé a la valeur propre —7 de v. La forme
diagonale de v est donc Diag(2,9,—7) si celle choisie pour u est Diag(1,2, —2).
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Le polynéme P, de degré inférieur a 3, donc de la forme aX? + bX + ¢,
et tel que v = P(u), est déterminé par les conditions P(1) = 2, P(2) = 9 et
P(—2) = =7, qui donnent P = X2 +4X — 3.

Le polynome @ tel que P(v) = u est égal & (—X?2 + 23X + 42)/84. Le
polynome :

1
PoQ = ﬁ(X4 —46X? +109X? + 9660X — 5292)
I
= cosgX )P+ X

est tel que P o Q(v) =v. De méme :

1 .
QoP ——4(X4+8X3—13X2—116X+36)

= ——(X P,+X

et Qo P(u) = u. v

7.8 Endomorphismes symétriques et antisymétriques

Une application ¢ de ’espace euclidien E dans lui-méme est symétrique
si, quels que soient les vecteurs = et y, on a ¢(x).y = x.¢(y); elle est anti-
symétrique si ¢(z).y = —z. ¢(y).

Toute application symétrique, ou antisymétrique, est linéaire ; c’est donc un
endomorphisme. Montrons-le pour une application ¢ symétrique. On a, quels
que soient les vecteurs et les scalaires écrits :

2 (6w + py) = Ap(@) + noy))) =

z.9Az+py) — 2. Ap(x) — 2. pdy) =
Az +py).¢(z) —Az.d(2) —py.¢(2) =0,
d'ott p(Az + py) — Ag(z) — po(y) = 0.

Un endomorphisme u de FE est symétrique, ou auto-adjoint, si u = u*.

Proposition 7.8.1. L’espace vectoriel £(E) est la somme directe des sous-
espaces vectoriels S(E), ensemble des endomorphisme symétriques, de dimen-
sion n(n + 1)/2, et A(E), ensemble des endomorphisme antisymétriques, de
dimension n(n — 1)/2.

Démonstration. Tout endomorphisme u de E est la somme de ’endomorphisme
symétrique § (u+ ‘u) et de "endomorphisme antisymétrique 3 (u— ‘u). Un endo-
morphisme a la fois symétrique et antisymétrique est évidemment nul, puisque le
corps des scalaires n’est pas de caractéristique 2. On a donc £(F) = S(E)DA(E).

Considérons la matrice M = (m;;) associée dans une base orthonormée a un
endomorphisme u. Si u est symétrique, on a u = w (théoréme 5.2.3), M = M,
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et m;; = mj;. Les n(n + 1)/2 composantes m;; pour j > 4 sont libres, d’ou

la dimension de S(E). Si u est antisymétrique, m;; = —mj;, my; = 0, et les
n(n — 1)/2 composantes m;; pour j > i sont libres. La dimension de £(E) est
égale a n2. O

Remarquons que si u € £(F) est symétrique on a (z | ¢(u)(z")) = (c(u)(2) | 2’)
et que si w est antisymétrique, (z]c(u)(2')) = —(c(u)(z)]|2'). Ceci est une
conséquence immédiate de I'expression :

(w(z) +iu(y) |2 +iy") =u(@). 2" +uly) .y +i(u(@) .y — 2" uy)).

Théoréme 7.8.1. Les valeurs propres d’un endomorphisme symétrique u sont
réelles, et u est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. La définition (voir 5.8) du produit scalaire hermitien dans E¢ :
(x+iyla' +iy)=x. 2" +yy +i(z.y —y.2)
donne pour u € £(F) :

(u(@) +iu(y) 2" +iy') = wul@).2"+uy).y' +i(u(z).y —uly).2'),
(z+iylul@) +iu(y)) = z.u@)+y.ul)+i(z.uly) -y ux)).

Si u est symétrique, on a donc pour ¢(u) € L(Eg) :
Vz,2' € Ec : (c(u)(2)]2") = (2| c(u)(2"))
Si A est une valeur propre de c(u) et z un vecteur propre associé, on a :

(z]c(u)(2)) = (2]X2) =A(z]z) = All2|”
(c(w)(z)]2) = (Az]2) =A(z]z) = All2[]”

d’oti I’égalité A\ = ), u étant symétrique; les valeurs propres sont donc réelles,
et ce sont donc les valeurs propres de u.

Les vecteurs propres x; et x2 associés respectivement a des valeurs propres
A1 et Az distinctes sont orthogonaux. On a en effet u(zy) .22 = Ay x1 .22 et
I U(.’Eg) = )\2 T .T2, d’ou ()\1 — /\2) 1 .To9 = 0, et x1 .19 = 0.

Supposons la matrice de u sous la forme de Jordan (théoréme 7.6.2), et
Iexistence, si A est une valeur propre multiple d’ordre r» > 1, de deux vecteurs y,
et y2 tels que u(y1) = Ay +y2 et u(y2) = Ay2. On aalors u(y1) .y2 = y1 . u(y2),
avec u(y1) .y2 = Ayr.y2 + ||y2|| et y1.u(y2) = Ay1.y2. La norme de yo étant
nulle, y» est nul, et la matrice est diagonale. Le sous-espace propre E) est
de dimension r et il admet une base orthonormée. Ceci est vrai pour chaque
A; € Spec(u). Il reste & voir que les espaces propres E), sont deux a deux
orthogonaux. Soit y; € Ey, et y; € Ey, (A; # ;). On a:

w(ys) -y = Ni¥i-yYj
yi-u(y;) = Ajyi-y;

d’ou y; .y; = 0. Nous avons ainsi n vecteurs orthonormés qui forment la base
annoncée. O
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Exemple 7.8.1 Diagonalisons la matrice symétrique S € 21, (R) dont les
termes diagonaux sont égaux & a et tous autres & b, a et b étant des réels
non nuls.

Remarquons que si @ = b les n lignes de S sont égales et la matrice est
de rang 1. Nous en déduisons la valeur propre a — b. Les vecteurs propres (z;)
correspondants sont solution de I’équation ) x; = 0, qui est I’équation de
I'hyperplan H orthogonal au vecteur v, = *(1,...,1) (un hyperplan de R" est
un sous-espace de dimension n — 1; c’est un plan lorsque n = 3). Nous obtenons
les n — 1 vecteurs propres deux a deux orthogonaux :

v, = t1,-1,0,...,0),

v = 1(1,1,-2,0,...,0),

e = t(1,...,1,-k,0,...,0),

oot = H(1,...,1,1—n).
Une fois normés, les vecteurs vy,. . ., v, forment une base orthonormée. L'image
par S de v, étant égale & (a + (n — 1)b) vy, v, est vecteur propre.

Pour a = (n —2)/n et b= —2/n, S représente dans la base canonique de R”

la symétrie orthogonale par rapport & H. v

Théoréme 7.8.2. Soit u un endomorphisme antisymétrique de R™. Les valeurs
propres de l’endomorphisme c(u) de C™ sont imaginaires pures ou nulles et c(u)
est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration. Reprenons le début de la démonstration du théoreme 6.7.1. Si
u est antisymétrique, on a :

Vz,2' € Ec: (c(u)(2)|2') = = (2| c(u)(2")) .

Le polynéme caractéristique de a possede n racines (comptées avec leur ordre
de multiplicité) dans C, chacune ayant (au moins) un vecteur propre associé.
Soit A une valeur propre et x un vecteur propre associé. On a :

(c(u)(2)[2) = X(z|2) = X|llI?,
(zle(u)(z) = A(z|2) = All2l]*.

De (z]|c(u)(2)) = —(c(u)(2) | z), nous déduisons que A = —\; X est donc imagi-
naire pure (ou nulle).

Supposons qu’il existe une valeur propre A et deux vecteurs z et z' non
proportionnels de C" tels que c(u)(z) = Az + 2’ et c(u)(z') = Az’ (bloc de
Jordan). On a alors :

(c(w)(2)[2) = Az+2'[7),
= A=) +Z1”,
= —(z]c(u)(z") (antisymétrie) ,
= -A(z]#), )
= A(z|2") (A=-2),

103



et Pon déduit de la deuxiéme équation et de la derniere que [|2'|| = 0 et que
2" = 0. La forme de Jordan de ¢(u) est donc diagonale.

Si A = 0 est valeur propre d’ordre r > 1, toute base de ’espace propre E),
de dimension r, diagonalise la restriction de u (& E)), qui est ’homothétie de
rapport A. On la choisit orthonormée.

Le polynome caractéristique étant a coeflicients réels, les valeurs propres
non nulles sont conjuguées, donc aussi les composantes des vecteurs propres
associés. Ces vecteurs propres sont orthogonaux. On a en effet c¢(u)(z) = Az et
c(u)(2) = Nz, avec A £ 0, et :

(Az]2) = (c(u)(2) |2) = (2] c(u)(2)) = (2| A2) = —(Az]2),

d’ott (z|z) = 0. Si une valeur propre est d’ordre 7 > 1, le sous-espace propre
associé est de dimension r, et on peut choisir une base orthonormée de r vec-
teurs propres. Montrons enfin que deux vecteurs propres associés a deux va-
leurs propres distinctes non conjuguées sont orthogonaux. Si c¢(u)(z) = Az et

c(u)(z) = 2, A £ pr, on &
Az|2) = (e(u)(2) | 2) = = (2] e(u)(2') = = (2| p2) = —p(z]2").
On a donc construit une famille de n vecteurs propres orthonormés. O

Exemple 7.8.2. Diagonalisons la matrice antisymétrique a composantes réelles :

0 1 -1
A=1] -1 0 1
1 -1 0

qui représente un endomorphisme antisymétrique u de C* dans la base cano-
nique.

Son polynome caractéristique X3 +3X se factorise en X (X —/37)(X +1/31).
Ses vecteurs propres sont :

vy = H(1,1,1) associé & la valeur propre 0,
Vg t(1—1i+/3,14+1i/3,—2) associé & la valeur propre 1i+v/3,
t(14i+v/3,1 —i/3,—2) associé & la valeur propre —i+/3.

U3

Ils sont deux & deux orthogonaux. En les normant (leurs normes respectives sont
V3, 2¢/3 et 2¢/3) on obtient une base orthonormée (de C?) dans laquelle u est
représenté par la matrice diagonale :

0 0 0
D= 0 ivV3 0
0 0 —iv3

On remarque que Im(u), engendré par vs et vs et Ker(u), engendré par vy, sont
supplémentaires orthogonaux. v
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Proposition 7.8.2. Si u est un endomorphisme antisymétrique, on a, pour
tout x € E, x.u(x) = 0. Les sous-espaces Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires
orthogonauz.

Démonstration. Par symétrie du produit scalaire on a z.u(z) = u(z) .z, et par
antisymétrie de u : z.u(xz) = —u(x) .z, d’ou le premier point.
Siz € Ker(u) et y € Im(u), il existe z € E tel que y = u(z), et :

z.y=z.u(z) =—u(x).2=0.

Les sous-espaces Im(u) et Ker(u) sont donc orthogonaux, et le théoréme du rang
(2.3.1) permet de conclure. O

Proposition 7.8.3. Si u # 0 est un endomorphisme antisymétrique de R3, il
eziste un (et un seul) vecteur non nul z € R® tel que u(z) = z X .

Démonstration. La matrice de u dans une base orthonormée est antisymétrique :

0 —c b
M(u) = ¢c 0 —a |,
-b a 0
et, Vz € R®, M(u)z = z x = avec z = !(a,b,c). O

7.9 Endomorphismes hermitiens

Soit H un espace hermitien. u € £(H) est hermitien, ou auto-adjoint, si,
quels que soient x et y dans H :

(z|u(y)) = (u(@)]y)
c’est-a-dire si u = u*.

Théoréme 7.9.1. Un endomorphisme hermitien u est diagonalisable dans une
base orthonormée.

Démonstration. Nous savons que les valeurs propres sont réelles. Montrons que
u est diagonalisable. S’il ne I’était pas, il existerait (théoréme 7.5.4) une valeur
propre A et un couple (eq,e2) de vecteurs non nuls tels que :

ules) = Aea+e
uler) = Aep.
La suite d’équations :
(u(e2) |e1) = (e2]u(er))
(A62+€1|61) = (€2|A61)

Alezler) + el = A(ealer) (A=)

mene a la conclusion : e; = 0, ce qui contredit ’hypothese.

105



Montrons enfin que les vecteurs propres sont deux a deux orthogonaux, et il
ne restera plus qu’a les normer. Si e; et ey sont des vecteurs propres associés a
deux valeurs propres distinctes A\; et A5, on a :

(u(er) [e2) = Ai(er]ez)

(er]ulez)) = Az(er]ez)
d’ou (e1 |e3) = 0. Si une valeur propre A est de multiplicité r > 1, son espace
propre Ey, de dimension 7, admet des bases orthonormées. O

7.10 Isométries de R®

Soit u € £(R?). Nous savons (théoréeme 6.4.1) que les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) u est une isométrie,

(b) uo u= tuou=ig,

(c) u=t = tu.

Soit u une isométrie de R?, différente de I'identité et de la symétrie centrale
(—ig), de matrice M dans la base canonique. Son polyndme caractéristique, de
degré 3, a ou bien une racine réelle ou bien trois. Une valeur propre réelle d’une
isométrie ne peut étre égale qu’a 1 ou —1 puisque u(z) = Az implique :

[l2]| = [fu(@)[| = [Alf]]] -

Si elle admet trois valeurs propres réelles, il existe une base orthonormée de
vecteurs propres dans laquelle la matrice de u prend, & permutation pres, I'une
des formes suivantes :

-1 0 0 -1 0 0
S = 0 1 0 DT = 0O -1 0],
0 01 0 01

car si 1 est valeur propre triple, u est 'identité igps et si c’est —1, u est la symétrie
centrale, et ces deux isométries ont la méme écriture dans toutes les bases.

La premiere forme représente la symétrie orthogonale par rapport au
plan propre associé a la valeur propre 1, ou réflexion. La seconde représente le
demi-tour (ou la rotation d’angle ) d’axe engendré par le vecteur invariant.

Si elle admet une seule valeur propre réelle, A = =£1, de vecteur propre
associé v; (normé), le plan orthogonal & vy, de base orthonormée (positive)
(vs, v3) telle que vs X v3 = vy, est globalement invariant, puisque u(vs) et u(vs)
sont orthogonaux & u(v1), donc & vq. La restriction de u & ce plan est donc une
isométrie de R?.

Si A =1, u est la rotation d’axe Vect(vy) et d’angle 8 tel que :

cos @ = vy . u(va), sinf = u(ve).vs .
La matrice de u dans la base (v;) est :

1 0 0
RO =] 0 cosf —sind
0 sinf cosf
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Si A = —1, u est la rotation précédente composée avec la réflexion de plan
Vect (1}2, ’Ug) .

Proposition 7.10.1. Les réflexzions engendrent le groupe orthogonal O(3).

Démonstration. Il suffit de remarquer que :

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 cosf sinf 01 0 = 0 cosf —sinf
0 sinfd —cosf 0 0 -1 0 sinfd cosf

les deux premieéres matrices représentant des réflexions et la troisiéme, une ro-
tation quelconque, toutes trois dans la base de réduction de cette derniere. [

Précisons comment on étudie une isométrie donnée sous la forme d’une ma-
trice M. On vérifie d’abord que les vecteurs colonnes sont orthonormés (ou, ce
qui est équivalent, que M ‘M = I3).

L’endomorphisme v de matrice a = (M — M), antisymétrique dans le cas
d’une rotation d’angle 6 # km, nul dans le cas d’une symétrie ou d’un demi-tour,
est intéressant. D’apres la proposition 6.8.3, il existe un vecteur z # 0 tel que
v(z) = z x z. Voyons quelle est son expression dans dans une base de réduction

dans le cas d’une rotation :

1 0 O 0
SRO-RE)={ 0 0 —sing
0 siné 0
On a donc z = sinfwv;. Si on choisit sinf = ||z||, on a v; = z/||2||-

Si u(vy) = v, u est la rotation d’axe engendré et orienté par z et d’angle 4
tel que sinf = ||z||, cos @ = (tr(u) — 1)/2.

Si u(vy) = —v1, u est la rotation d’axe engendré et orienté par z et d’angle
0 tel que sinf = ||z|| et cos@ = (tr(u) + 1)/2 composée avec la symétrie (ortho-
gonale) de méme axe.

Dans les deux cas, on compléete la base par un vecteur vs orthogonal & v, et
par vz = v1 X Ug.

Sia=0et tr(M) = —1 u est le demi-tour, d’axe Ker(u — 1).

Sia=0et tr(M) =1 u est la réflexion, de plan Ker(u — 1).

Dans le cas d’un demi-tour, il est plus rapide de calculer le plan orthogonal
a l’axe, car le rang du systéme donnant Ker(u + 1) est égal & 1, le systéme se
réduit a une équation awxy +bxs +cxs = 0, et t(a, b, ¢) est un vecteur engendrant
I'axe. Il reste & le normer et & compléter la base comme précédemment.

Dans les exemples suivants, les matrices sont données dans la base canonique
de R?.

Exemple 7.10.1. La matrice :

1 -3 -6 -2
M= 7 -2 3 —6
6 -2 -3
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(MM = I3) n’est pas symétrique. Sa partie antisymétrique est :

1 0 -2 -4
a(u) = = 2 0 -2 |,
4 2 0

d’ou le vecteur z = 1 #(2,-4,2), de norme %. Posons v; = % t(1,-2,1).

Ce vecteur (normé) et invariant par M engendre et oriente I’axe de la rotation

d’angle 6 tel que sinf = % et cosf = —%. On complete la nouvelle base en
prenant ve = % 8(1,0,—1) et v3 = vy X V5 = % t(1,1,1). v

Exemple 7.10.2. La matrice :

) 3 2 —6
M(u) = - 2 6 3
-6 3 -2

(MM = I3) est symétrique, et sa trace est égale a 1; c’est une réflexion, de

plan d’équation 2z —y + 3z = 0. La direction de la réflexion est engendrée par le

vecteur ¥(2,—1,3), d’olt le vecteur normé v; = % £(2,—1,3), que ’on complete

en une base orthonormée positive par, par exemple :

5 70
vy = £ 1(1,2,0) et vz =v; X vy = L t(-6,3,5).
5 70
\Y
Exemple 7.10.3. La matrice :
1 -3 =2 6
M(u) = - -2 -6 -3
6 -3 2

(M 'M = I3) est symétrique, et sa trace est égale & —1; c’est un demi-tour, d’axe
engendré par le vecteur (2, —1,3) (c’est I'opposé de la réflexion précédente). v

Exemple 7.10.4. Composons la rotation et la réflexion précédentes :

1 -3 -6 -2 1 3 2 -6 1 -9 —48 4
z -2 3 —6 7 2 6 3 |= Ty 36 -4 33
6 -2 -3 -6 3 -2 32 -9 -36

La partie antisymétrique de cette isométrie donne le vecteur :
L,
2=z (-3,-2,6), |lz|]|=1,

d’ou sinf = 1 et § = 7/2, cosf# = 0. La trace étant égale a —1, la valeur
propre réelle est égale & —1. Ceci caractérise la composée d’une rotation et
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d’une réflexion, ce que nous savons déja, mais nous constatons que ni ’angle ni
I’axe ne sont conservés. On a v; = z, et, par exemple, vo = v/5/5 ¥(2,0,1) et
v3 = vy X vg = /5/35 {(=2,—15,4).

La composée dans 'ordre inverse est différente, alors que dans la forme
réduite il y a commutativité car ’axe de la rotation est la direction de la
réflexion. On obtient dans ce cas la matrice :

-1 0 0
0 0 -1
01 0

qui représente la composée de la rotation d’axe e; et d’angle 7 /2 avec la réflexion
de direction e;. v

Exemple 7.10.5. Cherchons la matrice M de la rotation d’axe engendré et
orienté par le vecteur ¥(1,1,0) et d’angle 6 tel que cos@ = —% et sinf = %

Construisons une base de réduction dans laquelle la matrice prendra la forme
R(0). Prenons v; = ? 8(1,1,0), v2 = ez et v3 = vy X vy = @ t(1,-1,0). Nous
obtenons la matrice de passage :

V2o 2

3 3
P = V2 o V2 ,

2 2

0 1 0

d’out

1 1 2 2
M=PRO)P=5( 21 -2
-2 2 -1

\Y

Exemple 7.10.6. Cherchons la matrice M de la réflexion d’axe engendré par
le vecteur ¥(1,1,0).
Le plan de la réflexion, orthogonal a I’axe, a pour équation x+y = 0. Une base

de réduction orthonormée positive est constituée des vecteurs v; = t(g, g, 0)

(sur laxe), vy = t(—g, ?,0) (dans le plan) et v3 = vy x vy = £(0,0,1). D’ou
la matrice de passage :

V2 V2
2 2
2 2
0 01
0 -1 0
M=PSP=| -1 0 0
0 01
On pouvait trouver ce résultat géométriquement, sans calcul. v
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7.11 Exemple de diagonalisation dans [,

Les corps Fy et Fy = Fa[i] ont été construits dans les Généralités. Rappelons
que i et T =42 = i 4+ 1 sont les racines du polynéme X2 4+ X + 1, irréductible
sur F. Etudions les matrices de 92 (F3), au nombre de 2% = 16, en excluant les
quatre matrices diagonales, & savoir la matrice nulle, ’identité et :

1 0 0 0

Les matrices M dont le polynéme caractéristique est un carré ne sont pas
diagonalisables, car, si A est leur unique valeur propre, le rang de M — A I est
inférieur a 2 et non nul, donc égal a 1, Ker(M — A I5) est de dimension 1 et elles
ont un seul vecteur propre. Il s’agit des matrices de polynéme caractéristique
X2, donc nilpotentes :

0 1 0 0 11
N=( o) m=(10) wm=(1 1)

et celles dont le polynome caractéristique est X2 +1 = (X +1)? :

01 1 0 1 1
J1—<1 O),JQ—<1 1>,et J3—<0 1)

Remarquons que N3 et Ji, bien que symétriques, ne sont pas diagonalisables.
Les matrices de polynome caractéristique X2+ X = X(X +1) :

11 10 0 0 0 1
(oo ) =1 0) = (0 1) = (01)

et X2+ X +1=(X+i)(X +1):

01 1 1
M5:<11>etM6:(10>,

ayant deux valeurs propres, sont diagonalisables. Ce sont les six derniéres.
Etudions Ms5. Les vecteurs propres associés aux valeurs propres i et T sont
respectivement f(1,7) et !(1,1). La matrice de passage P est donc :

p:(l. }>.
i1
Le calcul de P~ :
4 (11 a c\ _ [ a+b c+d \ _
Pre _<i I bod )= ia+t ic+ma )=

mene aux systemes :
a+b =1 " c+d =0
e
ai+b1t =0 ci+di =1
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dont la transformation Ly +iL; donne b =i (cari+1=1),et d=1,dotta =1
et d = 1. Finalement :

i=(11)=(0 )0
w-(14)-(

La réduction des dernieres matrices donne :

u=(10)-(3 1)

De méme :

=
SN——
7N
O =,
= O
SN———
/N
— =
S e
SN——

O =
o O
O =
—_

O =
O =
SN——
I
/N
O =

(o) (o 1)
w=(io)=( 1) (o) y),
we(89)-(1( ()
(3D )

Les huit polynémes caractéristiques des 512 matrices de M3(Fy), se facto-
risent dans Fy (X2, X2 + X, X3+ X2 et X2+ X2+ X + 1), Fy (X3 +1,
X3+ X2+ X)et Fgpour X3+ X +1et X3+ X2+1.

Etudions la matrice :

1 1
M=11 1
1 0

aQ ~r+~O

de polynome caractéristique X3 + X + 1. Calculons un vecteur propre associé a

la valeur propre j € Fg :

T+ 2z =jz PPr+z =0 3
z=jx
rty+z =jy <= {r+jfy+z =0 < y 4 5
o . B y=(1+jz=j5=.
T4y =jz z+y+jz =0

Nous obtenons le vecteur (1, j°, 72). Pour les valeurs propres j2 et j4, on obtient,
respectivement, (1,53, j%) et 1(1, 5, j5), d’ott la matrice de passage :

1 1 1
P = j5 jS ]6
A A K

dont nous allons calculer l'inverse par la méthode des mineurs, exceptionnel-
lement simple en caractéristique 2 et en dimension 3 : il suffit de remplacer
chaque terme par son mineur puis de transposer. Chaque mineur est la somme
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de deux puissances de j ; le premier, par exemple, est égal a j'2 + 58, soit j° + 4,
(j2+j+1)+7, j2+ 1 et enfin j5 On obtient ainsi :

) ]:6 ] j4
Pl = .7'5 ].2 j
gt

ce qui acheve la diagonalisation : M = P Diag(j, j2,j*) P71.

8 Réduction des systémes par des isométries

Nous allons définir des isométries permettant de triangulariser une matrice
réelle quelconque et de mettre une matrice réelle symétrique sous forme tridia-
gonale.

8.1 Isométries de R"

Toute isométrie u© de R™ est un endomorphisme normal puisque commutant
avec sa transposée (uo tu = ign = ‘uowu). Elle est donc diagonalisable (dans C)
dans une base orthonormée (théoreme 5.8.6). Outre les termes égaux a +1, la
diagonale peut contenir des couples (e??,e™%), § # kr, associés & des rotations
planes. Notons Eyy, E(_1) et E. les sous-espaces propres correspondants, de
dimensions respectives ni, ns et 2ng, avec ny + ny + 2nz = n.

Nous dirons que u est une rotation si elle est composée de rotations planes
(det(u) = 1), c’est-a-dire si no est pair, car les paires de —1 sont associés a
des demi-tours plans, donc des rotations. Elle peut étre le produit d’un nombre
quelconque de rotations planes, mais se décompose en un produit d’au plus
partie entiere de n/2 rotations de plans deux a deux orthogonaux (2nz < n).

Nous dirons que u est une réflexion si n3 = 0 et si no = 1 (fu = u et
det(u) = —1).

Dans tous les autres cas, u est composée d’une rotation et d’une réflexion.

Remarquons que la composée d’un nombre pair de réflexions est une rotation.

Exemple 8.1.1. Le produit des rotations de R* de matrices :

-3 -6 0 -2 00 0 1
1| =2 3 0 -6 1 00 0
A‘? o 07 o' %=lo10 0
6 -2 0 -3 0010
et :
1 20 2
2 1 0 -2
0_5 003 0
-2 2 0 -1
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est la rotation de matrice :

12 6 -6 15
1 1 —-10 —-18 -4
21 14 7 0 —14

~10 16 -9 -2

R=ABC =

Le polynome caractéristique de R, P = X* + 28—1X 24+1,na pas de racine réelle
(P(£1) # 0). Les valeurs propres de R sont donc de la forme e :

A=¢? = 21e*? 4 8¢%¥ 21 =0,
— 21(622'9 + 6—21'0) — _8’
= 21 cos(26) = —4,
< cos(20) = —4r =2cos?0 — 1,
— cosf =%/1L, sinf=%/L.

17

On obtient deux rotations d’angles respectifs 6 = arccos(y/ 15

) et m — 6, a plans
orthogonaux.

Déterminons les plans de ces rotations. Celui de la premieére est engendré
par deux vecteurs, v; et vs, tels que :

Rv, = cosf vy + sinf s,
Rvy, = —sinfuv; + cosfu,,

ce qui s’écrit dans R® :
R —cosf 1, —sinf Iy ) o
sinf I, R —cosO1y I

Une solution est :

5vV/17 + 1042 1211742 + 253
or = 12V17 + 24V/42 oy — | —5VITVA2+184
Tl —23vIT 4+ —46vA2 |0 TP 151
8017 + 9v/42 0
De méme, le plan de la seconde est engendré par les vecteurs :
—5V/17 + 10v/42 —12V/17/42 + 253
. — —12V/17 + 24\/42 . — 5V17V/42 + 184
ST 23T+ —a6vA2 | T 151
—80V/17 + 9v/42 0
On peut vérifier que ces vecteurs sont deux & deux orthogonaux, que ||v1|| = ||vz||
et que [[vs| = [|val|- v
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8.2 Rotations de Givens (1954)

L’automorphisme I(, 449y, 1 < p < q < n, 0 € [-7/2,7/2], de R" est ainsi
défini dans la base canonique (e;) :

I(p,q,0)(ep) = — S€g,

pqﬂ)(eq) €p+ceq>

I(p,q,0)(€i) = €; pour i & {p,q}
¢ =cos(f), s =sin(h).

La restriction de I, ,4) & Vect(ey,e,) est la rotation d’angle 6 (voir 6.6). Re-
marquons que tI(p7q79) =Ipq—0) et que I, 40 Ly q.—0) = In.
Soit A € M(R™). Le calcul de I(, 4 9)A demande 6n opérations :

Li(I(p,q,0/A4) = Li(A) pour i ¢ {p,q},
LP(I(p,qﬂ)A) = (cap; — sagi)i<i<n
Ly(I(p,g,0)A) = (s api + cagi)1<i<n -

Comme Al 40y = (U (p,q,0)'A), on a :

Ci(Al(p,q,6)) = Ci(A) pour i ¢ {p,q},

CP(AI(nqﬁ)) = (
CQ(AI(P#L&)) = (

Caip — Saiq)lgifna
8 Qip + CQig)1<i<n -

Enfin le calcul de B = I, 49 Al(p 40 = (bi;) demande 12n opérations.
Seules sont modifiées les lignes et les colonnes d’indices p et ¢. On a, pour

i,j ¢ {p,q}, bij = a;j, puis pour i ¢ {p,q} :
bip = caip + 5044,
big =cajq —sag,
bpi = cay; + sa4;,

byi = cagi — sap;,

enfin, pour {4,j} = {p,q} :

- 2 2
bpp = €5 (apg + agp) + € app + 57 aqq,
- 2 2
bgg = s (agp — apq) + ¢ aqq + 5% app ,
_ _ 2, 2
bpg = €5 (Agq — app) + ¢ Apg — 5~ agp
— 2 2
bgp = €5 (agq — App) + " agp — 57 Apq -

Ces rotations permettent d’annuler des composantes de la matrice A. On peut
la triangulariser (méthode QR par Givens, ~ 3n® opérations), ou, si elle est
symétrique, la tridiagonaliser (~ 6n® opérations).
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Exemple 8.2.1. Pour triangulariser la matrice :

1 2 -1
M= 0 1 -2
-1 0 2
annulons le terme en position (2,3) dans I3 ¢,)M, c’est-a-dire —2(c + s), en
posant cosf; = c et sinf; = s, donc pour § = —7 /4. On obtient :
1 2 -1
M, = I(2,3,7r/4)M = _\/5/2 \/5/2 0

V32 V22 22

Annulons le terme en position (1,3) dans Iy 3¢,)M, c’est-a-dire —c — 2v/2s,
d'ott ¢ = 2v/2/3 et s = —1/3, et :

V2/2  TV2/6 0
My =TasoM = —v2/2 V2/2 0
-1 —4/3 3

Annulons enfin le terme en position (1,2) dans Iy 3 g,y Mo, V2(7c — 3s) /6, avec

c=3v58/58 et s = 7\/58/58 :
5v/116/58 0 0

My=InopMs=| —v2/2 VI16/6 0 |,
~1 -4/3 3
d’ou M = QR avec Q = 1(172793)I(173792)I(273791) et R= Mg v

Pour tridiagonaliser une matrice symétrique de S = (s;;) € M, (R), on an-
nule le terme s13 en remplagant S par I(3 33,5123 ) pour un ¢ convenable,
puis le terme s14 en faisant agir de méme I(344) pour un ¢ convenable ...,
jusqu’a sy, en faisant agir I(,_1 , ) pour un 6 convenable. On passe alors a la
deuxieme ligne : on annule s34 grace a un I(3 44y bien choisi ..., jusqu’a sz,
grace a un Iz, ) - ., ainsi de suite jusqu’a la ligne n — 2, s,, 2, étant annulé
par l'action d’un certain I(,,_; ; ¢)-

Exemple 8.2.2. Tridiagonalisons la matrice symétrique :

4 2 2 1

2 4 1 -1
=192 1 2 o
1 -1 0 2

L’action de I3 /4 donne :

4 2v/2 0 1
2V/2 2 -3 —V2/2
0 -3 0 V2/2

1 —V2/2 v2/2 2

Sz =
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L’action de I 4,9 avec cosf = 2\/5/3 et sinf = —1/3 donne :

4 3 0 0

o, | 3 14/9 -11v2/6  —7V/2/18
o0 —11v2/6 0 5/3
0 —7v2/18 5/3 22/9

L’action de I5 4,9 avec cosf = 33/+/1138 et sinf = —7/4/1138 donne enfin
la matrice tridiagonale :

4 3 0 0

g | 3 14/9 —\/2276/18 0
T 0 —v/2276/18  4004/5121  1149/569
0 0 1169/569  946/569

8.3 Réflexions de Householder (1964)

Soit u = (u;) un vecteur de R™ muni de sa base canonique (e;)1<;j<pn. Nous
allons construire une réflexion de matrice () qui annule les n — k — 1 derniéres
composantes de u (0 < k < n — 2). Soit u' le vecteur ¥(0,...,0,ux,...,Uy).

Siv=u —|u|ex, w=uv/|v]] et P =w'w=(p;) avec p;; = w;w;, on a :

tp = P
Ci;(P) = ww,
Pw = whlww=w, car wiw = ||w]| =1,
P2 = (w'w)(wlw) =w(tww)tw =wtw = P,

et P représente un projecteur symétrique (donc orthogonal), de rang égal & 1 (les
colonnes de w *w sont proportionnelles & w) et d’image Vect(w), diagonalisable
dans une base orthonormée B = (¢;) (théoréme 7.8.1) :

Mgy (p) = Diag(1,0,...,0).
Dans cette base, on a :
M (ign — 2p) = Diag(-1,1,...,1),

de sorte que Q = I,, — 2P est la matrice, dans la base initiale, de la réflexion
orthogonale de direction engendrée par €.

On a Qw = —w, Q(u — ||ullex) = —u + ||ullex, et, pour tout vecteur z
orthogonal & w, Qx = x, et donc Qe; = e; pour 1 <i < k — 1. Comme :

(' + l[u'llex)-(u" = llullex) = [Ju'[|* = [Ju'l]* = 0

u' + ||u'||ex est orthogonal & w, on a Q(u' + ||[u'||ex) = u’ + ||u||e, d’ou :

Qu = QM + ||uller) + Qu' — |u'[lex)
= L er — ' + [|']fex)
= ||lu|lex,
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et Qu = *(uy,...,ux,0,...,0), avec uy = ||u'[|. Le calcul de P, et donc de @,
demande ~ (n — k)?/2 opérations (le calcul des w;w; pour i < j).

Si A€ M,(R), on a QA = wiwA. Le calcul de *wA demande ~ 2n(n — k)
opérations et le produit par w en demande n(n — k). Le calcul de QA demande
donc 3n(n — k) opérations. De méme pour le calcul de AQ.

Nous allons déduire de cette construction une méthode de triangularisation
pour une matrice quelconque (méthode QR par Householder), et une méthode
de tridiagonalisation pour une matrice symétrique.

Exemple 8.3.1. Soit v = (0, 3,4). Nous voulons annuler les deux derniéres

composantes de ce vecteur. On a successivement ||u|| = 5, v = u—>5ey, ||v|| = ‘1/—05
et w = %v, puis :
e 12 —3/10 —2/5
P=vlv= 20 3 |(-5,3,4)=| -3/10 9/50 6/25 |,
4 -2/5 6/25 8/25
et :

0 3/5 4/5
Q=1I,—2P=| 3/5 21/25 —12/25
4/5 —12/25  9/25

)

avec Qu = Se;.
Pour obtenir Qu = 5es, on pose v = u — 5es, ||v|| = 2v/5, w = \1/—05 £0,-2,4),

et :
1 0 1 0 0
P=— -2 (0,-2,4) = 0 3/5 4/5
20
4 0 4/5 -3/5

v

Pour triangulariser une matrice M, on applique d’abord la méthode & C; (M),
on obtient une matrice M; = RM dont la premiere colonne est multiple de ey,
puis au vecteur dont la premiére composante est nulle et les n —1 dernieres com-
posantes sont celles de Co(M7) ... ainsi de suite jusqu’a ’avant-derniére colonne.
On met ainsi M sous la forme d’un produit QR, ou () est une matrice ortho-
gonale, composée de n — 1 réflexions, et R une matrice triangulaire supérieure.
Ce travail nécessite Y, ..,y 3n(n — k) ~ 3n®/2 opérations.

Pour tridiagonaliser une matrice symétrique S, on annule les n — 2 derniéres
composantes de sa premiere colonne par la transformation S +— PS. les n — 2
dernieres composantes de la premiere ligne de SP sont donc nulles. La trans-
formation SP +— PSP conserve la premiere ligne et annule les n — 2 dernieres
composantes de la premiere colonne. On annule ensuite, de la méme fagon, les
n — 3 derneres composantes de la deuxiéme colonne et de la deuxieme ligne ...
ainsi de suite, jusqu’aux antépénultiemes ligne et colonne. Ce travail nécessite
~ 3n3 opérations.
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Exemple 8.3.2. Pour triangulariser la matrice :

1 2 2 0
1 4 15
M = 1 01 7
-1 0 5 5
posons d’abord :
Uy = t(]-;]-;]-;_]-)a ||U1|| = 4
U1 = uy — ||U1l|81 = t(_la 15 17_1)5 ||U1|| = 27
wy = wv/llull=354-1,1,1,-1),
1 1 1 -1
1 1 1 -1 1
_ _ t —
Q=1 — 2wy w =5 1 -1 1 1
-1 1 1 1
d’ou
4 6 -1 7
110 6 7T 3
Ml — QIM — 5 0 -2 7 7 )
0 2 5 17
puis, dans un deuxieme pas :
U2 = t(O,?),—]_,]_), ||’LL2|| =V ]-]-7
U2 = Uz - ||U2||€2 = t(073 -V 117 _]-7 1)7 ||U2|| = 22 — 6v ]-]-a
= of| = ——"1 —/11,-1,1
w2 U2/||’U2|| 22 6v11 (073 ’ ’ )7
1 0 0 0
QO = Ij— 2wy twy = 0 0,904534 —0,301511 0,301511
2 - 277 0 —0,301511  0,047732 0,952267 |’
0 0,301511 0,952267 0,047732
d’our :
2 3 —0.5000000 3, 500000
0 3.316624 2.864357  2,864357
My =@QMy=1 1,492443  7,809068 |’
0 0 4,507556  4,190931
et enfin, dans un troisiéme pas :
ug = (0, 0, 1,492443, 4,507556), |lus|| = 4, 748205,
vs = uz— |luslles = ¥(0, 0, —1,627881, 2,253778), ||vs]| = 2, 780200,
wz = wv3/|lvs|| = (0, 0, —0,585526, 0,810653),
1 00 0
0 0 O 0
_ _ Loy
@ = Li—2wsws=| o o 0314317 0,049317 |’
0 0 0,949317 -0,314317

118



d’ou :

—0, 500000 3,500000

, 316624 2,864357 2,864357
4,748205 6,433052

0 6,096006

M3 = Q3M> =

OO O N
OO W W

Finalement, M = QR, avec R = M3 et :

0,500000  0,500000  0,500000 —0,500000

0,150755  0,753778 —0,452267  0,452267

Q= Q3Q:0h = 0,382919 —0,191459  0,536087  0,727547
—0,762000  0,381000  0,508000  0,127000

Nous n’avons écrit que les 6 premieres décimales.

Exemple 8.3.3. Tridiagonalisons la matrice symétrique :

4 2 2 1
2 4 1 -1
=192 1 2 o
1 -1 0 2

Les trois dernieres composantes de la premiere colonne donnent le vecteur :
up = (0,2,2,1), ||lui]| = 3,
d’ou les vecteurs :
v =up —3ey = 1(0,-1,2,1), [loa]l = V6, wy = v1/|jus]],

et les matrices :

0 0 0 0
1 0 1 -2 -1
Pl_é 0 -2 4 2
0 -1 2 1
et :
3 0 0 0
1 0 2 2 1
Rl_ 4_2P1_§ 0 2 —1 =2 )
01 -2 2

La premiere transformée de S est donc :

36 27 0 0
1| 27 14 20 13
S1=RSh, = 9 0 20 26 -—11

0 13 -11 -4
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Pour la seconde transformation, considérons les vecteurs :

uy = $4(0,0,20,13), [luz|| = v/569/9,
vy = 11(20 — v/569,13) , [v2]|2 = 1138 — 401/569,

wy = v2/lva]]

d’ou la matrice, en n’écrivant que les 6 premieres décimales :

100 0
Ry = I = 2w 'wy = 8 (1) 8 838443 8, 544988
0 0 0,544988 —0,838443
et enfin la matrice tridiagonale :
3 0 0

1,555555 2,650413 O
2,650413 0,781878 2,019332

0 0 2,019332 1,662566
== RQRlsRlRQ == RSR

O W

52 - RQSlRQ -

avec :

0 0 0
0,666666  0,666666  0,333333
0,740625 —0,642806 —0,195636
0,083844  0,377299 —0,922288

OO O

9 Formes quadratiques

La relation quadratique :

dzy = (z+y)* — (x — y)?

était connue des Babyloniens au 17°™€ siecle avant J-C, et sans doute bien
avant, et leur permettait de résoudre les équations du deuxiéme degré (ils ne
considéraient que les racines positives).

Le théoreme de Pythagore (-580,-490) était connu des Mésopotamiens 1000
ans auparavant.

Les Pythagoriciens avaient calculé les solutions entieres de 1’équation dio-
phantienne 2% + y? — 22 = 0.

Al Khawarizmi (790-850) fonde une théorie des équations quadratiques.

En géométrie, Descartes, Pascal et Desargues ramenent 1’étude des coniques
a celle de formes quadratiques dans le plan projectif.

En mécanique Newtonienne, ’énergie cinétique et les moments d’inertie sont
des formes quadratiques.
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9.1 Formes quadratiques réelles

Une forme quadratique sur E, R-espace vectoriel de dimension n muni
d’une base (¢;), est une fonction polynomiale homogene de degré 2 :

o((@1,.020) = Y gij i,

b2t

que 'on peut écrire :

q((z1,...,2,)) = Zaiimf + Z aij (z;z; + 5 2) .
i

i§>i

On voit que 'ensemble F'Q),, des formes quadratiques sur E est un R-espace
vectoriel de base (z;;)i<;j, donc de dimension n(n + 1)/2.

Une forme bilinéaire sur E est une application B : E x E — R linéaire sur
chaque facteur. Elle est symétrique si B(x,y) = B(y, z) quels que soient x et
y dans E. L’ensemble F'BS,, des formes bilinéaires symétriques est un R-espace
vectoriel. On a par bilinéarité et symétrie :

B((z:), (y:)) = zxiyiB(eiaei) + ) (ziy; + 20)Bleieg)

i<j

de sorte que la forme B est déterminée par les n(n + 1)/2 scalaires B(e;, €;)

pour i < j : F'BS est de dimension n(n + 1)/2. L’ensemble S, (R) des matrices

symétriques de M, (R) est aussi de dimension n(n + 1)/2 (proposition 2.3.2).
Les applications linéaires :

u: S, — FBS,
S=(si) = B(xs), (v:) = 225 86Ty + Diy 8ij (XY + T59:)

et :
v Sy, - FQ,

S =(s5) = q((z;)) = Ei Sig Jff + QZK]- Sij TiTj

sont des isomorphismes, d’ot1 'isomorphisme :

vou~!l: FBS, — FQ,
B — q:z+— B(z,z).

On peut retrouver B, la forme polaire de ¢, & partir de ¢ grace & la matrice
S =v7!(qg). On peut aussi remarquer que :

q(z+y) = B(z+yz+y) = B(z,r)+ By,y) +2B(z,y)
q(z—y) = B(r+y,r+y) B(z,z) + B(y,y) — 2B(z,y)

d’ot 'on déduit les identités de polarisation :

B(z,y) = 3((z+y)—q(z—y))

(q(x +y) —q(z) —q(y)).

Mt T
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La forme bilinéaire symétrique B, ou la forme quadratique associée, est po-
sitive si, pour tout € E, B(x,z) = q(z) > 0, et définie, ou non dégénérée, si
de plus B(z,z) = 0 implique & = 0. Dans ce cas B est un produit scalaire et g
la norme associée.

Théoréme 9.1.1 (Diagonalisation simultanée). Soit E un espace euclidien, q
une forme quadratique et B sa forme polaire. 1l existe une base orthonormée
dans laquelle q est une combinaison linéaire de carrés.

Démonstration. Soit B une base orthonormée de F. La matrice symétrique S
de ¢ dans 9B se met sous la forme S = PD ‘P, P étant une matrice orthogonale
(théoréme 6.7.1). La nouvelle base, 8’ image de B par cette matrice orthogonale
(représentant une isométrie), est orthonormée (proposition 6.4.2). On a dans 9B,
quels que soient x et y dans E :

q(x) = ‘'zPD'Px = !(*Px)D('Px),
B(z,y) = 'wPD'Py = '("Pz)D('Py),
et dans B’ avec D = Diag()\;) et en posant ‘Pz =z’ = (z}) et Py =y’ :
(@) = X;dix?
' > di iy

q
B(z',y")

O

Quand une forme quadratique est mise sous la forme ) . \; z?, le nombre r
de \; non nuls est son rang. S’il y a s \; positifs et ¢t \; négatifs (s +¢ =r), on
dit que sa signature est (s,¢). La norme dans un espace euclidien de dimen-
sion n est une forme quadratique de signature (n,0). Ces notions sont dues a
Sylvester. Gauss a également travaillé sur ce sujet.

Exemple 9.1.1 La forme quadratique sur R? ¢(z,y,2) = zy + yz s'¢rit :

0 1/2 0 T
q(z,y,2) = (z,y,2) | 1/2 0 1/2 y
0 1/2 0 2

On obtient S = PD P avec :
0 0 0 1 V2 o1
D=0 V2 0 ,P:§ 0 V2 -
0 0 —v2 -2 1

et la forme quadratique ¢ s’écrit v/2 (y"> — 2'?) dans la nouvelle base (ortho-
normée). Son rang est 2, sa signature (1, 1). v

[\
[\

1
V3
1

En divisant les vecteurs de la nouvelle base par /|A;| lorsque A; # 0 et en
mettant d’abord les vecteurs associés aux \; > 0 puis ceux associés aux \; < 0,
on obtient une base dans laquelle :

W)=Y - 3 a2

1<i<r r+1<i<r+s
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La méthode de Gauss est un moyen rapide pour réduire la forme qua-
dratique ¢((z;)) = >_,; ¢;j ©iz; & une combinaison linéaire de carrés. Il s’agit
d’absorber les doubles produits dans des carrés.

Si un g;; est différent de 0, on peut supposer, & une permutation de coor-
données pres, que c’est ¢11. On met alors g sous la forme :

q((z:)) = qui(z1 + 2 +4'((x2,-.-,20))

2<]<n

q1j
de sorte que l'on a, en posant #7 = &1 + > oo icp 2(1—] zj:
=I="2q14

q((mll7$27 v ,.Z'n)) = qllxll2 + ql((m% cee ,Z’n)) )

et on recommence avec ¢', qui a n — 1 variables.

Si ¢ ne contient que des doubles produits, supposons g2 non nul, encore a
une permutation de coordonnées pres. Le changement de Variables x] = x1+ T2,
xh = X1 — Ta, T, = x; pour i > 2, remplace 4x;x» par o? —a etona:

a((@) = L2 (@ = o) + a1 (@)

ou ¢; ne contient pas de carrés. Nous sommes ramenés a la situation précédente.
Voici un exemple avec un carré :

. T oz 1
ry+y*+yz = (y+§+§)2—1(:c+z)2
— .1'12—:1/2,

de signature (1,1), pour lequel la diagonalisation donne :

1
sy +y +yz = S((V3+1yi - (VB-1)20).
Puis un exemple sans carré :

q(z,y,2,t)) = zy+yz+zt
1
= @+ =@ -y’ +yz+at.

Posonsz+y=2,z—y=y',z=2,t=1:

1, 1
o((@,9.2,1) = @7 —y?)+ 5" —y'2)+ 2
— 7((1’/2 +2xlzl+212) _ZI2 _ (y12 +2ylzl+212) _+_ZI2 +th/)

_ 4( n2 yllz_l_z tll2)

avecx' + 2 =x", ¢y + 2 =y", 2+t =2", 2 — ' =’ La signature de q est
(2,2).
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La diagonalisation donne :
1 ‘ ‘
a(@,9,2,t) = 2((V5+ Daf + (V5 = 1)a — (V5 + 1)af + (V5 - 1)af) .

Les coefficients sont différents mais le rang et la signature sont les mémes.
Nous allons le démontrer dans le cas général.

Théoréme 9.1.2 (Loi d’inertie de Sylvester). La signature d’une forme qua-
dratique q est indépendante de la base dans laquelle elle est mise sous forme
d’une combinaison linéaire de carrés.

Démonstration. 1l existe une base dans laquelle :
2 2
q(z) = Z Ty — Z i -
1<i<r r+1<i<r+s
Supposons que dans une autre base :
2 2
ga)= Y G- Y 1,
1<i<y! r'+1<i<r/ ¢’

les I; étant des formes linéaires en les (z;) indépendantes. Remarquons que
r+s=r"+s', le rang de ¢ ne dépendant pas de la base. Des deux expressions
de ¢(x) on déduit :

Doei+ Y h= 3y B+ 3oa

1<i<r r’'+1<i<r/ 45’ 1<i<r! r+1<i<r+s

Les membres de cette égalité s’annulant simultanément, on a I’équivalence :

'.’L'l =0 'll =0
T, =0 o =0
<~
lr’+1 =0 LTpy1 = 0
s =0 (Zr4s =0

et les deux systemes ont le méme rang. Montrons que le premier est de rang
r + s'. Supposons qu’il existe une combinaison linéaire :

Z a; T; + Z ajlj:(),

1<i<r r'+1<j<r'+s

9 A1y —_ — .
ot 301 o @i i = = 34 i<jcprys @ 1 = 0. On a alors

a( Z aiz;) = q( Z bj l;) -

1<i<lr r'+1<j<r'+4s
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Le premier membre de cette équation est positif, le second est négatif : ils
sont donc nuls, et les a; sont tous nuls. Les /; étant indépendantes, les b; sont
également tous nuls.

Le premier systéme est donc formé de r + s’ équations indépendantes. Le
méme raisonnement s’applique au second, dont le rang est donc r’ + s. Du
systeme :

r+s =r'+s

r+s =r'+4
on déduit que s' —s=s—s',dou s=s"et r=1r'. O
Exemple 9.1.2. Mécanique : détermination des axes principaux d’inertie d’un
solide S. Soit A une droite vectorielle de vecteur unitaire directeur (a, 3,7),

orthogonale au plan vectoriel II (donc d’équation ax+ Sy +z = 0). Le moment
d’inertie de S par rapport & A est égal & :

IA(S) = % // SdQ(P,A) dm

De la distance d’un point P de coordonnées (z,y, z) dans un repére orthonormé
au plan II :
d(P,1II) = |laz + By + vzl ,

de sa distance & origine (22 + y? 4+ 22)*/? et du théoréme de Pythagore nous
déduisons le carré de la distance de P a A :

d*(P,A)

2+ Y + 27 — [lax + By + 2|

= (1-a®)2+(1-6)y* + (1 -7z
—2(afzy + Byyz + ya zx)

= (B +77)2” + (@@ +7)y* + (o + )27

—2(afzy + Byyz +yazx),

d’ou :
IA(S)=Aa?+Bp*+C~*-2(aBF+pyD +vyaE)
avec :
A= [[[s(*+2)dm, B= [[[(z*>+a*)dm, C= [[[(a®+y>)dm,
D= [[[syzdm, E=[[[gzxdm, F=[[[gzydm.

Cette forme quadratique a pour matrice :

A -F -E
1S)=| -F B -D
-E -D C

dont les vecteurs propres orthonormés engendrent les axes principaux d’inertie
de S. v
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Exemple 9.1.3. Les coniques dans le plan projectif réel. Le plan projectif P?(R)
est 'ensemble R? \ {0} quotienté par la relation d’équivalence :

(z,y,2) ~ (2,9, 2") <= INeR": (z',y,2") = Mz,y,2).

C’est ’ensemble des droites vectorielles privées de l'origine. L’équation projec-
tive d’une conique est x? + 2 — 22 = 0 dans un repére orthogonal. Dans le
plan z = 1 on obtient I’ellipse, dans le plan y = 1, ’hyperbole, et dans le plan
y + z = 1 la parabole. v

9.2 Formes quadratiques hermitiennes

Une forme quadratique hermitienne ¢ sur ’espace hermitien H est
définie a partir d’'un endomorphisme hermitien w :

Vz € H, q(2) = (u(2) | 2).
Pour tout A € Con a :
q(A2) = (u(X2) | Az) = (Mu(2) | A2) = Aq(2) = []AlI” ¢(2)

et en particulier ¢(iz) = q(z).
La matrice de u dans une base orthonormée est la matrice de ¢, ou de sa
forme polaire ¢(z,2') = (u(z) | 2"). Notons que ¢ est sesquilinéaire :

Ao(z,2")
Ag(2,2')

oAz, 2") = (Au(z
o) = (uz)

~— —

et possede la symétrie hermitienne :

¢(2',2) = (u(z') | 2) = (2 |u(2)) = (u(2) | 2') = (2, 2")

quels que soient A € C et 2z et 2’ dans H.

Proposition 9.2.1. Quel que soit z € H, q(z) est réel et 'ensemble FQH,, des
formes quadratiques hermitiennes sur H est un R-espace vectoriel de dimension

n2.

Démonstration. L’endomorphisme v étant hermitien, on a :

q(z) = (u(z) | 2) = (2] u(2)) = (u(2) ] 2) = q(z)

et g(z) est réel. L’application u — ¢ du R-espace vectoriel ¥(H), de dimension
n? (proposition 5.8.4), dans FQH,, est linéaire, surjective par construction et
injective (¢ = 0 implique u = 0). C’est donc un isomorphisme. O

L’identité de polarisation s’écrit dans ce cas :

o(z,2) = i (qz+2)—qlz —2') +iq(z — i) —iq(z +i2")).

126



Exemple 9.2.1. La forme polaire de la forme quadratique hermitienne sur C? :

q((21,22)) =i (Z122 — 21%2)

e=( % 1),

Remarquons que q((z + iy, 2’ + iy")) = 2(z'y — xy’) est bien réel.

Le polynéme caractéristique de ® est X2 — 1, ses valeurs propres sont 1 et
—1, ses vecteurs propres, respectivement, t(1,—i) et {(—i, 1), d’ott les matrices
de passage :

a pour matrice :

1 1 —i 15 1 1 i
et la diagonalisation ® = P Diag(1,—1) P~!. Dans la nouvelle base on a :

a((21,22)) = 121 — 2220 = ||21]]* — |22 -

A partir de :

(2'1 + iZz)(Zl + ZZz)
(iz1 + 22)(iz1 + 29)

122l + [|z2]* + i (Z122 — 2172) ,
120l + [l22l* — i (2122 — 2122)

et en posant z{ = z; + 92y et z5 =iz + 2o on obtient :
212711 — ZéZ_IQ =2 (212’2 — Zlig)
dout q(21,25) = 5 (12011 = lI25).- v

La loi d’inertie de Sylvester s’applique encore, ainsi que le concept de signa-
ture. On peut en effet reprendre la démonstration du théoreme 9.1.2 en rem-

plagant les carrés (22, 12) par les carrés des modules (7;7; = |z;|?, Lil; = |l;]?),

dire que ces carrés s’annulent simultanément, d’ou la nullité des x; et des ;. La
suite de la démonstration est inchangée.

Exemple 9.2.2. Appliquons la méthode de Gauss a la forme quadratique her-
mitienne sur C? :

q((21,22,23)) = |21|2 + 212’2 —+ 2221 — 22 (2123 — 2321) .
Sily =2z +2y— 2izz,ona:
|ll|2 = |2’1|2 + 212’2 + 2221 — 21 (212’3 — 532’1 + |Z2|2 — 21 (222’3 — 2322) + 4|Z3|2

et :

q((Zl,ZQ,Zg)) — |ll|2 = —|2'2|2 + 21 (222’3 —2223) —4|Z;3|2
= —(ZQ — 2223)(22 — 2223)
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enfin :
q =] -2

avec Iy = z9 —iz3. La signature de q est (1,1). La forme diagonale de sa matrice
associée :

11 -2
Q= 10 0
2 0 0

est Diag(1 + @, 1- @, 0), ce qui confirme la signature.

9.3 En caractéristique 2

Les choses se passent plutot mal. Prenons 'espace vectoriel F3. La forme
quadratique ¢((z,y)) = zy a pour matrice la matrice J; de 7.10, non diagona-
lisable. On ne peut la mettre sous forme d’une somme de carrés et elle n’a pas
de forme polaire.

Le produit (z1,22).(y1,y2) = T1y1 + Tay2, que 'on admet en théorie du
codage comme produit scalaire, est tel que (1,1).(1,1) = 0 : le vecteur (1,1)
est isotrope, c’est-a-dire orthogonal & lui-méme.

10 Systemes différentiels linéaires
Un systeme différentiel linéaire est une équation avec des conditions initiales :
2'(t)=Max(t), z(0) =z,

ou z(t) = (x;(t)) est un vecteur de R™ fonction de ¢, z'(t) = (z}(t)) le vec-
teur dérivé en ¢, M une matrice de M, (R), et zo un vecteur de R™, appelé

conditions initiales.

10.1 Réduction de M

Si M = PJP~! (J étant la forme de Jordan de M), on peut écrire ce
systeme :
2'(t) = PJP ta(t), 2(0) =z

et en posant y(t) = P~ 1z(t), y'(t) = P~ 1a'(t) :
y'(t) = Ty(t), y(0) = (c;) = P~ .

Si les valeurs propres sont Ag, ..., As, on commence par résoudre la derniere
équation du systéme y!, = Ay ¥y, ce qui donne y,(t) = ¢, e*s*.

On a ensuite & résoudre des équations du type y;,(t) = Ap yr(t), y%(0) = cx,
d’ott yy(t) = e e ?, ou du type y; (£) = Xp yr(t) + yr—1(t), y1(0) = cx, yr—1(t)
étant déja calculé. On cherche dans ce cas une solution particuliere z(t) de
2'(t) = yr_1(¢), 2(0) = 20 (20 quelconque, mais non nul) que 'on ajoute a la
solution de I'équation yj, = Ap yx(t), yx(0) = cx — 2o.
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Une fois y(t) calculé, on revient a x(t), égal & Py(t). Remarquons que 1'on
n’a pas a calculer P71,

Le calcul du polynome caractéristique nécessite ~ 2n* opérations par ’algo-
rithme de Leverrier. Les autres calculs sont d’un ordre inférieur.

Nous allons présenter une autre méthode.

10.2 Exponentielle de M

On vérifie sans mal que "application :

M = [[M]] = sup)j = [|M 2]

est une norme. On a évidemment ||M?|| < ||M||?, car le z assurant le sup de

M? g n’est pas en général celui qui assure le sup de M z. D’oll par récurrence
[|[MP|| <||M]||P pour tout p > 1. Posons, pour un réel ¢ :

t? tP
Mp(t) ZIn+tM+§M2+~--+HM” (I, = M°).

Nous avons :

1M, @]

N

t2 5 tP v
L M+ [ HIMIE -+ M
eltl M|

IN

. s . . . P
ce qui assure la convergence de la série matricielle >~ £ MP, dont la somme
>0 pl ’

est, par définition, I’exponentielle de M, notée e! ™. Si M est diagonalisable
(M = PDP'), on a pour tout n :

M" = PDP'DDP'P-.-P'PDP ! = pD"P!,

et etM = Pe!P Pl etP est la matrice diagonale dont les termes diagonaux
sont, les exponentielles des valeurs propres de tM. On peut également calculer
e'M lorsque M est réductible & la forme de Jordan non diagonale. Ces méthodes
exigent beaucoup de calculs.

La convergence étant normale (en norme), on peut dériver terme & terme :

d 2
aetM:M+tM2+§M3+---:MetM.

appliquons au vecteur zg :

d
T (eMag) = M eMay.
Le vecteur z(t) = e!Mx, est donc solution du systeme z'(t) = M z(t), z(0) = zg
(pour t =0, etM =1,,).
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Nous avons et™ = M, (t) + R,(t) avec :

pras| tM t2M?
R,(t)|| = 1+ + .
EAOl |(p++11)!||| vz ooy
tp
< o tM .
Ll

Ceci montre que M,(t) approche d’aussi prés qu’on veut ¢! avec p
suffisamment grand. Si n est tres grand, beaucoup plus que le p assurant la
précision souhaitée, le calcul exige ~ 2pn® opérations, donc beaucoup moins que
la premieére méthode (~ 2n*). Or un calcul approché, si 'erreur est inférieure
aux erreurs d’arrondis d’'une méthode exacte, ou a la précision des mesures, est
équivalent a une méthode exacte.

Proposition 10.2.1. Si les matrices A et B de 9, (R) commutent, on a :
B = 6B
Démonstration. La différence M4, Mp, — Ma4B,p est inférieure en module a

tpt1
||m (MapMg,)| et tend donc vers 0 quand p — oo. O

Exemple 10.2.1. Résolvons le systeme différentiel linéaire :

{ z'(t) = 2z(t) —3y(t), z(0)=1,
y'(t) = =) —2y(t), y(0) =1.

La réduction de la matrice M du systéme donne :

(F2)=200 )00 ) (a0 3)=ree

Ona:
1/ 3et—et —3el +3e!
tM _ p tDp-1 _ *
e =Pe" P —2< el _ et —et 4+ 3¢t )
et e!™ appliquée au vecteur (1,1) donne la solution z(t) = y(t) = e L. v

11 Interpolation de Lagrange

Voici une méthode cryptographique, le schéma a seuil de Shamirﬂ7 qui uti-
lise l'interpolation de Lagrange. Un nombre réel ag est le secret. On génere
aléatoirement des entiers naturels aq, ..., a;_1, inférieurs & un nombre premier
p, et on construit le polyndéme P = Zf;é a; X' € Fy[X], F, étant le corps des
entiers modulo p. Si n personnes (n beaucoup plus grand que t) sont numérotées
de 1 & n, on donne a chacune le nombre P(i), i étant son numéro. Alors, si ¢
(au moins) d’entre ces personnes se réunissent, elles peuvent retrouver P par
interpolation et donc ag. On sait en effet qu’un polynéme de degré ¢t — 1 est
entierement déterminé par sa valeur en t points distincts.

3. Handbook of Applied cryptography, A. Menezes, P. van Oorschot and S. Vanstone, CRC
Press, 1996, ch.12, p. 526.
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11.1 Polyndémes de Lagrange

Revenons au cas général. Etant donnés un intervalle I = [a,b] C R et n +
1 points 29 < 7 < ... < z, équirépartis de I constituant le support de
I'interpolation, les polynomes :

r—I;

Li(z) =

i=0
itk

T — &

sont appelés polynomes de Lagrange. En posant z; = g +ih (h = (b—a)/n)
et x = xg + sh, on obtient :

les I (s) pouvant étre mis dans une base de données.

11.2 Matrices de Lagrange

Cherchons un polynéme P =Y., A\; X' € R[X] (le polynéme d’interpo-
lation) de degré au plus égal & n et fel que P(x;) = y; pour 0 < i < n, les (y;)
étant des réels donnés. Ceci se traduit par le systeme :

X+ Mzo+-+Izd = Yo,

A+Mzp+ -+ A2xd = Yn,

qui s’écrit A A = y. Le déterminant de A est un déterminant de Vandermonde,
donc non nul, et le systéme admet la solution unique A = A~1y.

Le polynéme cherché s’écrit donc P(X) = (1, X, ..., X") A~ 1y.

Il nous reste & calculer A='. Si y = ey, A~ 'e;, est est la k-iéme colonne de
A7 CL(A™Y). On a Lj(A) Cp(A™Y) = & d’apres la définition de la matrice
inverse. Or I’expression :

LJ(A) = (l,mj,...,.’E?) = (LXa'-':Xn)LX::Ej
montre que (1, X, ..., X")A e, est le k-idme polynome de Lagrange, Lj. La
k-ieme colonne de A~! est donc formée des coefficients du polynéme Ly, selon

les puissances croissantes du haut vers le bas.
Par exemple, pour le support (0,1,2), on a :

A=

—_
N = O
N )
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puis :

Li(x) = =-1/2(x—-1)(z—-2) = —1(2*>-3z+2)/2,
Ly(z) = —z(r —2) = —2°+27,
Ly(z) = z(x —1)/2 = (z*-1)/2,
d’ou :
1 2 0 0
At =-| -3 4 -1
2\ 1 2 1

Cette méthode d’interpolation ne peut étre utilisé quand n est grand, car z
est pris pour 0 par le calculateur si |zg| < 1 et pour l'infini si |zo| > 1.

12 Interpolation de Tchebychev

12.1 Polyndémes et support de Tchebychev

L’idée de départ est de poser y = cosf et Ti(y) = cos(kf). Il faut donc
d’abord ramener 'intervalle d’interpolation [a,b] & [—1,1], ce que l'on fait en
posant :

_2x—a—b
YT T e
Pour calculer les T}, la formule :

Tiy1(y) = cos((k + 1)8) = 2cos @ cos(kf) — cos((k — 1)8),

déduite de la formule d’addition :

ptyq p—q

cos p + cos g = 2 cos cos

,avecp=(n+ 1), ¢=(n—1)8,
donne la relation de récurrence :

Tyr1(y) = 2yTy(y) — Tr-1(y)

qui engendre les Ty, & partir de Ty (y) = y. Pour une raison qui se manifestera
ultérieurement, on pose Ty(y) = v/2/2 au lieu de 1. La formule donne :

To(y) = 2y° — 1, Ts(y) = 4y® — 3y, Tu(y) = 8y* —8y* +1....

Elle montre que les Ty, sont pairs et les Toyy; impairs, que Ty, (—1) = —1 et
T (1) =1, et que les T}, prennent leur valeur entre —1 et 1 pour —1 <y < 1, ce
qui évite les problemes posés par les polyndémes de Lagrange.

Les k racines de T}, sont réelles et comprises entre —1 et 1.
En effet, cos(kf) = 0 équivaut & = +(w/2k + h2n/k), 0 < h < k-1, ce
qui donne, pour y, k valeurs distinctes dans | — 1, 1].

Les n + 1 points du support de Tchebychev sont :
(2§ + )m

j=—cos———, 0<j<n—-1.
Y; cos M2 <ji<n
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12.2 Matrices de Tchebychev

Passons a l'interpolation. Les valeurs réelles fy, ..., f, étant données, on veut
construire un polynéome P = " ... a;T; tel que P(y;) = fr, 0 <k <n —1.
Ces conditions ménent au systéme :

ao To(yo) + ... + an Tn(yo) = fo

aoTo(yn) + .-+ an Tn(yn) = fn

qui s’écrit TA = F avec :

To(yo) - Tu(yo) ag fo
T= : f , A= f , F= f
TO(yn) - Tn(yn) Qnp, fn
Calculons 'T' T, en posant Y, T (yi) Ty (yi) = D TpTy -
To(yo) ... To(yo) To(yo) .- Tn(yo)
TT = | s s s
SToTo ... S ToT,
STl ... S ToT,

Les termes diagonaux valent (n + 1)/2 et tous les autres sont nuls. En effet,
pour p > 0 et g > 0, les égalités :

LT Tylye) = Xy cos (5 —— pm) cos(z —— qm)
_ n+l1 ‘i
= ) pP=q
= 0sip#q

ainsi que ) TpTp = (n+ 1)/2 et > TT, = 0, découlent du choix de T et des
formules de trigonométrie :

2co82z = cos2z+1,
cos(a+b) + cos(a—b) = 2cosacosb,
2k +1
Zogkgncos(ﬁw) = 0sir#0.
2
Onadonc T-1=—-—-_IT
n+1
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Pour n = 2 on obtient le support (—v/3/2,0,v/3/2), et :

V2/2 =32 1/2 o [ V22 V2/2 V22
T=1 v2/2 0o -1 |],7"'= 3 -V3/2 0 V32
Vv2/2  V3/2 1)2 /2 -1 1/2

Pour les données F = (6,2, 3), on obtient a = T~'F = (4v/3, —/3,1) et :
P(y) =4V3Ty — V3T, + T» = 2y°> — /3y + 3.

L’interpolation polynomiale permet d’approcher d’aussi prés que 'on veut
(avec n suffisamment grand) 'intégrale définie d’une fonction f dont on n’a pas
de primitive par celle d’un polynéme P tel que P = f sur les points du support.

13 Lissage par fonction spline cubique

13.1 Définition

Etant donnés I'intervalle I = [0, 1] de R, le support (z;)o<i<n, ¥; = i/n, des
valeurs réelles (y;)o<i<n €t un entier k > 1, n étant bien supérieur a k, il s’agit
de construire une fonction ¢, polynomiale de degré inférieur ou égal a 2k — 1
sur chaque |z;, 7;.1[, de classe C?*=2 sur I, et valant y; en ;.

On prend généralement k = 2 pour avoir des polynémes de degré au plus égal
a 3, ce qui donne le meilleur rendement (temps de calcul/précision) et minimise
la courbure totale de la courbe représentant ¢ sur I. C’est ce que nous allons
faire. On dit alors que la fonction ¢ est spline cubique.

Cette méthode évite 'inconvenient de l'interpolation de Lagrange pour la-
quelle il y a un seul polynéme dont le de degré augmente avec le nombre de
points du support, ce qui la rend impraticable si n est grand, comme nous
I’avons remarqué.

13.2 Calcul

Si xm est la fonction caractéristique de Uintervalle [z, T;my1][, ¢’est-a-dire
la fonction valant 1 sur [Z,,, Zym11] et O ailleurs, Py et P,_1 des polynémes de
degré inférieur ou égal 4 1, et P;, 1 < i < n—2, des polyndémes de degré inférieur
ou égal a 3, posons :

o) = 3 Xon() Pon(a).
m=0

Sur lintervalle [, Zm,11] la fonction ¢ est égale au polynéme P, ; donc
aussi en &,y par continuité; or en ce point elle est égale & Py y1(2my1), d’ou
Pr(Zms1) = Pms1(Tmq1). Posons ¢ (2,) = 2y, ; comme z; = =, nous aurons
successivement :

1"

Pm(x) = n{_zm(aj — Tmt1) + Zmy1 (T — 'TM)};
Prln(x) = %{_Zm(x_$m+1)2 +Zm+1(x_$m)2}+cm:
Pp(z) = 2{—zm(r —2pi1)® + 2mi1 (@ —29)°} + Oz + Dy, .
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Comme P, (Tp) = ym €t Pr(Tm11) = Ymy1, DOUs aurons aux bornes :

Ym = Rzm(@my1 —Tm)® 4+ Cm@p + Di
—_ 3
Ym+1 = %Zm+1(xm+1 —Zm)” + CnZma1 + Doy s
c’est-a-dire : o
Ym = 6~7T2 + m(nm + Dm;
Zm m+1)C,,
Yy = 4 0w p

d’ou nous tirons :

Cm = n(Ym+1 —Ym) — %(zm—i-l — Zm) ,
Dy = (m+1)ym —mymer + ﬁ[mzm—&-l = (m+ 1)zm],
Raccordons maintenant les dérivées premieres en x,, :

’

IPm(:L‘m) = —izm +Ch
Pm—l(l'm) = ﬁzm + Cm—l y
soit en égalant, en remplacant les C; par leur valeur et en multipliant par n :
Zm—1 T 4 Zm + Zm+1 = 6n2(ym71 -2 Ym + merl)

avec 21 = zp—1 = 0, les deux polynomes extrémes P, et P,_; étant de degré au
plus égal a 1.
Nous obtenons ainsi I’équation matricielle :

4 1 0o ... 0
22 Y1 — 2y2 +y3
1 23 Y2 — 2ys + Ya
0 0 : = :
: - - . Zn—3 Yn—a — 2Yn—3 + Yn—2
b N 0 1 4 Zn—2 Yn—3 — 2Yp—2 + Yn—1
soit MZ =Y.

La matrice M est a diagonale dominance stricte ; elle est donc inversible, et
le probléeme admet une et une seule solution.

13.3 Résolution

Les valeurs propres de la matrice sont A\, = 4+2 cos 2% pourp = 1, ...,n—3.
Etant symétrique, elle se diagonalise dans une base orthonormée ; la matrice
de passage s’écrit pour n >4 :

3 T i 27 s (n=3)w
sin sin = . sin =)
. 2 sin 27 sin AT L sin (”7_?2 ul
P=P " =
n—2
o (n=3)w . (n—3)2m . (n—=3)(n—-3)7
sin % sin 2 sin o



L’équation MZ =Y ou M = PDP se résoud finalement en Z = PD~'PY,
de sorte que, a partir de la donnée des y;, on obtient successivement les z; , les
C; et les D; et enfin les P;.

Si n est grand, certaines composantes de P seront tres petites.

La décomposition triangulaire M = T'U est ici bien adaptée, car T et U sont
bi-diagonales, et leur calcul nécessite 3n — 3 opérations. Pour n = 2, on pose :

41\ (10 41

1 4) \a 1 0 b
et on obtient a = 1/4 et b = 15/4 grace a trois opérations. Pour passer a n = 3,
on ajoute & T une troisieme colonne (0,0, 1) et une troisieme ligne (0,a,1), & U
une troisieme colonne (0,1, ) et une troisieme ligne (0,0,b), d’ott a = 4/15 et

b = 56/15 grace a trois opérations. Le passage de n = k & n = k + 1 s’effectue
de la méme facon.
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Automorphisme, [T5] Forme bilinéaire, [121]
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Base, [3] Forme polaire,
Base canonique, [f] Forme quadratique, [12]
Base directe, Forme quadratique hermitienne, [126]
Base duale,
Base indirecte, Groupe, [4]
Base orthonormée, [61] Groupe orthogonal, [66]
Bidual, [26] Groupe symétrique, [30]
Bloc de Jordan, 2] Groupe unitaire, [7§]
Cloture algébrique, [] Hermitien (endomorphisme), [74] [105)
Combinaison linéaire, ] Homomorphisme, [T4]
Complexifié, Hyperplan, [103]
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Covecteur, [26] Image, 14
Cycle, 30] Injection, [15]

Involution, [T5]
Déterminant d’un endomorphisme, 39 Isométrie, [66]

Déterminant d’une matrice, Isométrie (hermitienne),
Déterminant de n vecteurs, [32] Isomorphisme,
Déterminant de Vandermonde, [39 Isomorphisme canonique,
Demi-tour, [I06] Isotrope (vecteur), [128

Diagonale dominance, )
Diagonalisable (endomorphisme), Matrice, [I0]

Dimension, [j] Matrice antisymétrique,
Dual, [26] Matrice associée,
Matrice de passage, [24]
Endomorphisme, [14] Matrice hermitienne, [T3]
Endomorphisme antisyméyrique, [I0I] ~ Matrice identité, [TT]
Endomorphisme symétrique, [101 Matrice inverse, 2]
Espace caractéristique, Matrice normale,
Espace euclidien, [59] Matrice réguliere, [16]
Espace hermitien, [72] Matrice symétrique, [12]
Espace propre, [A0] Matrice triangulaire, [[2]

137



Matrice unitaire, [T3]
Matrices équivalentes, [T9]
Matrices semblables, [26]
Mineur, 35|
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Nilpotente (matrice),
Normé (vecteur),

Normal (endomorphisme),
Norme, [56]

Noyau, [14]

Ordre d’une valeur propre, [82]
Orthogonal, [65]
Orthogonalité, [59]
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Permutation, 29]

Pivot, [46]
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Polynome caractéristique, [40]
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Polynémes de Lagrange, [131
Produit formel, 20]

Produit scalaire, [59]

Produit scalaire hermitien, [72]
Produit vectoriel,
Projecteur, [20]

Projecteur orthogonal, [65]

Réflexion, [67] [106]

Rang d’un systéme,
Rang d’une appl. lin.,
Rang d’une matrice, [47]
Rotation, [67]

Scalaire, [5]

Signature d’une forme quadratique, [122
Signature d’une permutation,

Somme (de sous-espaces), []
Somme directe, [f]
Sous-espace vectoriel, [5]

Spectre (d’un endomorphisme), @'

Spline cubique,

Support d’interpolation, [T37]
Surjection, [I5]

Symbole de Kronecker dy, [7]

Systéme compatible,
Systéme de Cramer, [42]
Systéme homogene, 2]

Trace d’un endomorphisme, [82]
Trace d’une matrice, [T3]
Transposée (appl. lin.),
Transposée (matrice),
Transposition, [30]

Unitaire (vecteur),

Valeur propre, [40]
Vecteur, ]

Vecteur propre, [A0]
Vectoriel z1, ...,z

138



	Prérequis
	Survol historique
	Généralités
	Les premiers corps de caractéristique 2
	Système linéaire
	Matrice
	Application linéaire, endomorphisme
	Produit matriciel
	Changement de base
	Forme linéaire, dual
	Application linéaire transposée

	Déterminants
	Permutations et transpositions
	Formes n-linéaires alternées
	Déterminant de n vecteurs
	Déterminant d'une matrice
	Développement d'un déterminant
	Déterminant d'un endomorphisme
	Déterminant de Vandermonde
	Vecteur et valeur propres, polynôme caractéristique
	Trigonalisation

	Méthodes de résolution des systèmes
	Système de Cramer
	Système de Cramer triangulaire
	Méthode de Gauss et de Gauss-Jordan
	Décomposition triangulaire : méthode LU
	Méthode de Cholesky
	Diagonale dominance stricte
	Méthode itérative de Jacobi
	Méthode des moindres carrés

	Espace euclidien, hermitien
	Produit scalaire et norme
	Base orthonormée
	Orthogonalité
	Isométrie
	Angle de deux vecteurs
	Isométries de R2
	Le produit vectoriel
	Complexifié, espace hermitien

	Réduction des matrices
	Polynôme caractéristique
	Diagonalisation
	Algorithme de Leverrier
	Méthode des puissances
	Endomorphismes et matrices nilpotents
	Forme de Jordan
	Diagonalisation simultanée de deux endomorphismes
	Endomorphismes symétriques et antisymétriques
	Endomorphismes hermitiens
	Isométries de R3
	Exemple de diagonalisation dans F2

	Réduction des systèmes par des isométries
	Isométries de Rn
	Rotations de Givens (1954)
	Réflexions de Householder (1964)

	Formes quadratiques
	Formes quadratiques réelles
	Formes quadratiques hermitiennes
	En caractéristique 2

	Systèmes différentiels linéaires
	Réduction de M
	Exponentielle de M

	Interpolation de Lagrange
	Polynômes de Lagrange
	Matrices de Lagrange

	Interpolation de Tchebychev
	Polynômes et support de Tchebychev
	Matrices de Tchebychev

	Lissage par fonction spline cubique
	Définition
	Calcul
	Résolution


