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1 Origine

Lors d’un changement brutal, quasi instantané, comme une percussion, on
peut étudier le phénoméne lui-méme, considéré alors comme différentiable, avec
des variations extrémement grandes durant un temps trés court, comme 1’amor-
¢age d’'une bombe H que l'on cherche & bien comprendre afin de 'optimiser.
On peut aussi le considérer comme un événement unique, instantané, et ne s’in-
téresser qu’d ses conséquences, ce qui est fréquent en Physique et en Chimie.
C’est ce qui a amené Dirac a inventer sa fonction généralisée 6(t), nulle si t # 0
et dont l'intégrale vaut 1, or 'intégrale d’une fonction nulle presque partout,
c’est-a-dire sauf sur un ensemble de mesure nulle, ce qui est le cas d’un point
isolé, est nulle.

Choc de deux pendules identiques.

Lacher. Choc, énergie échangée. Remontée.

Sile choc des deux boules a lieu en t = 0, ’énergie de la boule de gauche passe
instantanément de Ey & 0, ce qui correspond & une variation de —FEg §. Celle de
la boule de droite passe de 0 & Ey, d’ott un gain EyJ. L’énergie de I'ensemble
des deux boules serait conservée si le choc était parfaitement élastique.

Quant a faire I’étude du choc lui-méme : déformation continue, propagation
de 'onde de choc, déplacement des atomes, ce serait intéressant, mais c’est hors
des possibilités de calcul actuelles.

Laurent Schwarz (1915-2002) a construit un objet mathématique, et la théo-
rie associée, absolument rigoureuse, faisant disparaitre cette contradiction, ce
qui lui a valu la médaille Fields. Cette théorie a considérablement élargi cer-
tains domaines, comme la dérivation, ’analyse de Fourier, les équations aux
dérivées partielles.

L’invention de Dirac revient & accepter une mesure p telle que p({0}) =1
et u(E) = 0 pour toute partie E de R*. C’est une mesure de Radonlﬂ

1. Johann Radon (1887-1956), mathématicien autrichien.



2 Quelques rappels

Un compact de RY, N désignant toujours un entier supérieur ou égal a 1,
est une partie non vide fermée et bornée. Un singleton est compact. Un compact
K de R est inclu dans Pintervalle (compact) [inf K, sup K].

Les projections étant continues et 'image continue d’un compact étant com-
pacte, un compact K de RY se projette sur les axes en K; C [a;,b;], et donc
K C H[ai, bl]

Rappelons un minimum d’intégration de Lebesgueﬂ

Dans R, la mesure d’un intervalle Ja, b[, ou [a, ], est égale & b — a.

La mesure d’'un pavé [a;,b1] X ... x [ax,by] de RY est égale au produit des
(b; — a;) (que les intervalles soient fermeés ou non). La mesure d’un nombre fini
ou dénombrable de points est nulle. Ainsi, la mesure de Z C R est nulle.Mais il
existe des ensembles non dénombrables de mesure nulle. Un sous-ensemble d’un
ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

L’ensemble vide § € RY est de mesure nulle, celle d’une partie bornée est
finie et celle de R est infinie.

La mesure d’une réunion finie ou dénombrable de parties mesurables de RY,
deux & deux disjointes est la somme des mesures de ces parties. Elle est nulle si
ces parties sont toutes de mesure nulle. Nous obtenons ainsi un ensemble M de
parties mesurables.

Soit A une partie de RY n’appartenant pas a4 M. Sa mesure intérieure,
1—(A), est la limite supérieure des mesures des éléments de M inclus dans A,
et sa mesure extérieure, 4 (A), est la limite inférieure des mesures des éléments
de M contenant A. Si u_(A) = us(A), A est mesurable, et sa mesure, u(A),
est la valeur commune.

Soit B(RY) le plus petit ensemble de parties de RY contenant les ouverts,
stable par complémentation (il contient donc les fermés) et réunion finie ou
dénombrable, ainsi que les ensembles de mesure nulle. Ainsi, Les éléments de
B(RY) sont les parties mesurables de RN,

Une fonction f : RV — R (ou C), N > 1, est mesurable si I'image réci-
proque de toute partie mesurable est mesurable (ou si elle est presque partout
limite simple d’une suite de fonctions continues).

Une fonction étagée e est une fonction mesurable ne prenant quun nombre
fini de valeurs e; # 0, 1 < ¢ < n. On pose E; = {z|e(z) = e;}; les E; sont
mesurables, de mesure m;. L'intégrale de Lebesgue de e est par définition :

/e(:ﬂ) dr = Z m;é;.
1<i<n

Si 'un des deux, m; ou e;, est nul, m;e; = 0, méme si 'autre est infini.
Une fonction en escalier e est une fonction étagée dont les E; sont des
produits d’intervalles [a;, b;], de mesure p;. L’intégrale de Riemannﬂ de e est

2. Henri Léon Lebesgue (1875-1941), mathématicien francais.
3. Georg Frederic Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand.



par définition :
/e(m)dx: Z € ;-
1<i<n

Les ensembles des fonctions étagées et des fonctions en escalier sur R™ sont
évidemment des espaces vectoriels (réels ou complexes).

L’intégrale de 0 & 1 de la fonction caractéristique des rationnels, 1g, est
égale & 0 au sens de Lebesgue, et n’est pas définie au sens de Riemann. Elle est
étagée mais pas en escalier. Les valeurs de la fonction sont 1 et 0, la mesure de
{z|1g(z) = 1} est nulle et donc celle de {z | 1p(z) = 0} est égale a 1.

Soit maintenant une fonction mesurable positive f, et e une fonction étagée
quelconque. L’intégrale de f est par définition :

/f(x) dx = Elglr;/e(w) dz,

quantité forcément non négative. Si elle est finie, f est intégrable.
Une fonction quelconque f est la différence de deux fonctions positives. Si
ces fonctions sont mesurables, on a :

f=r-7r, f+($) = sup(f(a:),O), f—(w) = Sup(—f(a:),O),

et on définit :
[t@dr= [ i@ do- [ £-@)as

Nous utiliserons les théorémes d’intégration suivants, donnés sous la forme
adaptée a nos besoins. Les fonctions sont supposées mesurables. Une fonction f
est intégrable (ou sommable) si I'intégrale de | f| est finie. N’oublions pas qu’une
fonction mesurable est la différence de deux fonctions mesurables positives.

Théoréme de convergence dominée. Si une suite (fy,),en converge sim-
plement vers f et s’il existe une fonction intégrable g telle que :

V(n,z), |fn(z)] < g(z) pp
alors :

i [ |fale) - 7(2)|do =0

n—oo

/f:/limfnzlim/fn.

Théoréme de Fubini[ Tonelliff] Si f: R? — R, est mesurable :

[[twwdsay= [ ([ s vir)as= [ ([ s dy)an

4. Guido Fubini (1879-1943), mathématicien italien.
5. Leonida Tonelli (1885-1946), mathématicien italien.

f est intégrable et :




Ces intégrales pouvant étre infinies.

L’espace vectoriel des fonctions définies sur une partie A de RN de valeur
absolue intégrable est noté L'(A). Cet espace est muni de la norme || ||; :

£l = /A ()] da.

L’espace vectoriel L2(A) des fonctions de carré sommable est muni de la norme

Ik
Itk = ([ 1r@Par) ",

L’espace vectoriel L= (A) des fonctions bornées est muni de la norme || || :
1 £llos = sup | f(z)].
€A
Une norme définit une convergence :

des boules ouvertes, donc une topologie.

3 Forme linéaire continue

Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire de
E dans R. Elle est continue si, E étant muni d’une topologie, elle transforme
une suite de E convergente pour sa topologie en une suite convergente dans R.
Ainsi la forme linéaire f — f(0) sur 'espace vectoriel des fonctions définies en
0 est continue pour la norme oo, mais pas pour les deux autres.

L’ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension finie F
est son dual (algébrique) E*, isomorphe & E. Si F est un sous-espace vectoriel
de E, F*, isomorphe & F, est un sous-espace vectoriel de E*. Toutes les formes
linéaires sont continues.

Si E est de dimension infinie, la situation est différente. D’une part, une
forme linéaire n’est pas forcément continue; ainsi la dérivation sur C' n’est pas
continue : ,

fn(x) =sin™ (x/n) — 0 et f) n’a pas de limite

D’autre part, si F' est un sous-espace vectoriel de F, c’est le dual de E qui
est un sous-espace vectoriel de du dual de F'; une forme linéaire sur E est une
forme linéaire sur F', mais il existe des formes linéaires continues sur F' qui ne
sont pas définies sur F.

L’intégration est une forme linéaire continue sur F = C°([0, 1], R) muni de
la norme || ||c0, mais pas sur E = {f : [0,1] — R} muni de la méme norme.

L’espace vectoriel des formes linéaires sur F, de dimension infinie, est le dual
de F, noté E*, qui n’est pas isomorphe & F, et ’espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E est le dual topologique de E, noté E’, sous-espace
de E*. En dimension finie, E* = E'.



3.1 Fonctions localement intégrables

Une fonction définie sur RV est localement intégrable si elle est intégrable
sur tout compact.

Un ensemble de mesure nulle dans R est une partie ne contenant aucun
intervalle, mais une partie de R ne contenant aucun intervalle peut ne pas
étre de mesure nulle, comme l’ensemble des irrationnels : c’est son complé-
mentaire Q qui est de mesure nulle. Par exemple un ensemble fini ou infini
dénombrable de points isolés, I’ensemble {1/n|n € N}U{0} (dans lequel 0 n’est
pas isolé), I’ensemble de Cantor (non dénombrable), toute réunion dénombrable
d’ensembles de mesure nulle... sont de mesure nulle. Dans R, un ensemble de
mesure nulle ne contient aucun pavé, mais cette condition n’est pas suffisante :
[0,1] x ([0,1]NR\Q), de mesure 1, ne contient aucun pavé. Il suffit, pour q’un en-
semble soit de mesure nulle, que sa projection sur une droite soit de mesure nulle.

Deux fonctions localement intégrables qui ne différent que sur un ensemble
de mesure nulle seront dites équivalentes, la relation étant réflexive, symétrique
et transitive. L’ensemble des classes d’équivalence définit I'espace vectoriel £}, .
Ses éléments seront appelés, par abus de langage, des fonctions localement in-
tégrables. Ceci est justifié par le fait que des fonctions équivalentes ont la méme

intégrale.

3.2 Fonctions-test

L’ensemble des fonctions C*°(R%) & support compact, dites fonctions-test,
est noté Dpy. Nous verrons plus loin la nécessité de ces conditions. Notons
Supp(¢) le support de ¢ € D, le plus petit fermé de R contenant les z tels que
¢(x) # 0. Lorsque N = 1, on ne mettra ni indice ni exposant : D désignera D; ...

Montrons ’existence des fonctions-test. La fonction :

-1
exp(———) si |Jz]] <1,
S 1 — [z

0 sinon

est & support, la boule unité By, compact. Ses dérivées successives sont le pro-
duit d’une fraction rationnelle et de ¢, et ¢, qui tend vers 0 quand ||z|| — 1
dans By 'emporte sur les fractions rationnelles. Elles s’annulent donc lorsque
||z|| = 1; ¢ est donc une fonction-test, & partir de laquelle on peut en construire
une infinité d’autres (par translation, homothétie, composition, déformation
C*, convolution).

L’ensemble Dy est un espace vectoriel, car si ¢; et ¢o appartiennent & Dy, si
a et bsont des scalaires et si ¢ = ag;+bga, alors Supp(¢p) C Supp(¢1)U Supp(gs)
est compact, et pour tout opérateur différentiel A = D' ... DN, D; désignant
la dérivée partielle en z;, ou A = D*) si N =1, on a Ad = aA¢; + bA¢,, par
linéarité de la dérivation partielle dans le cas R ou de la dérivation si N = 1.



Une semi-norme sur un espace vectoriel E est une application N : E — R
telle que, pour tous éléments z, y :

N(z+y) < N(z)+ N(y), N(z)=|AN(z).

Ce n’est pas une norme car on peut avoir  # 0 et N(z) = 0. Une famille de
semi-normes est séparante si, Vo # 0, il existe une semi-norme N de la famille
telle que N(z) # 0.

Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique réel, complet,
dont la topologie est définie par une famille (séparante) dénombrable de semi-
normes (Ny). Il est métrisable :

1 N
d=3 - .
k

£ 28 T+ Ny

Muni des semi-normes :

Ni(¢) = 16" ] oo
avec, si N > 1 :
¢®) =D ..DG, D ai=k

I'espace Dy est de Fréchet.
Ceci meéne a la définition de la convergence dans D :

JK Cc RY, compact, tel que :

Vn Supp(¢,) C K, les dérivées de

Gns® € Dy, b = ¢ > (n)
tous ordres de ¢, — ¢ convergent

uniformément vers 0 quand n — oo.

3.3 Exemples
La fonction (a < b) :

exp( 1 si <z <b
xp(————— s§i a<z<b,
Plap) = (z—a)(b—2)

0 sinon

est C'™ a support [a, b].
Quitte & diviser ¢y, par sa norme ||¢p, /|1, on peut la supposer normée.
La fonction C*° :

Bpa(z) = / Gran (1) dt

est nulle pour x < a, égale & 1 pour z > b.



Si N > 1, on fera le produit des @[, 5,1, 1 <7 < N.
Soient ¢ et d tels que b < ¢ < d. La fonction C*° 1 — &, 4(x) vaut 1siz <c
et 0 si x > d. On a alors la fonction-plateau :

o () siz <D,
() =<1 sia<z<b,
1-— q>[c,d] (JZ) six > d.

(c,d)
Pl(a,b)

est C'° a support [a, d].
Si N > 1, on fera le produit de N fonctions-plateau, une par dimension.

‘a

/ Y

J \

a Gy b a b PICY ¢ d

3.4 L’espace D) des formes linéaires continues sur Dy

Une forme linéaire u sur Dy est continue si, lorsque la suite (¢,,) tend vers
¢ (dans Dy), alors (u(¢,)) tend vers u(¢) (dans R). On notera < u, ¢ > pour
u(¢). La définition suivante, qui découle de la topologie de D, sera rendue claire
par les deux exemples.

La forme linéaire u sur Dy est continue si pour tout compact K de RY
et toute ¢ € Dy de support inclus dans K :

I(cr,pr) ERL XN [ <u,¢>|<cx  sup |67 (x)|
z€K, p<pk

La condition implique évidemment la continuité, car si ¢,, — 0, toutes ses
dérivées tendent vers 0, donc aussi < u, ¢ >.

Montrons la réciproque. Si u est continue, sa restriction aux fonctions ¢ de
D de support inclus dans un compact K est continue, et, Ve > 0, il existe n > 0
tel que d(¢,0) < 5 implique < u,¢ > < e. Choisissons p tel que 277 < n/2. Si,
pour tout i < p, |[¢?||s < 1/2, on a bien :

L1169 L 169
6.0 = X rieiiet X T+

0<i<p p+1<i<co
n 1
Z 9i+1 + Z 9i
0<i<p p+1<ioco
< o9



Le dual topologique de Dy, c’est-a-dire I’espace vectoriel des formes linéaires
continues sur Dy, est noté D). Remarquons que § appartient & D’; on a en
effet, pour tout compact K, cx =1 et pxg = 0.

Premier exemple : & une fonction localement intégrable f on peut associer

la forme linéaire : _
f: D —- R

6 o / f(2) é(z) dz.

Elle est continue. En effet, si K est un compact, si ¢ € D a son support inclus
dans K, et si :

J 1@ de = ex.

on a :

| / £(2) () da| < exc ||

d’ott la continuité de f (pgx = 0).
Nous avons ainsi défini une application linéaire de ’espace vectoriel des fonc-
tions localement intégrable dans celui des formes linéaires continues sur D :

w: L+ — D

loc

f o= f

Cette application n’est pas surjective puisque 6 n’a pas d’antécédent. En effet,

une fonction f € £}, telle que f = § devrait étre nulle sur R*, donc équivalente

a la fonction nulle, d’ott f =0, ce qui est absurde.
Est-elle injective 7 Si f = g, on a quelle que soit ¢ € D :

[ @ - o o) e = 0.

Si f était différent de g au sens de £}, le support de f — g ne serait pas de
mesure nulle et contiendrait un ensemble de mesure non nulle P dans lequel
f — g garderait un signe constant, et on aurait, ¢ étant une fonction-test de

méme signe & support dans P :

/(f(»’ﬂ) — g(x)) ¢(z) dz > 0.

Le support de f — g est donc de mesure nulle, et f = g (d’aprés la définition
de £],.). Elle est donc injective, et on peut, en identifiant f & f, considérer que

toute fonction de E,loc est une forme linéaire continue sur D.

Deuxiéme exemple : la forme linéaire ¢ — ¢"(0) est continue car, pour tout
compact K,on acg =1 et pxg = 2.

10



4 Distributions

4.1 Définitions

Les éléments de ’espace vectoriel D), sont, par définition, les distribu-
tions. Le sous-espace vectoriel u(Lj,,.) est formé des distributions réguliéres;
les autres, comme ¢, sont dites singuliéres.

La notion de distribution généralise donc celle de fonction.

L’ensemble DYy n’est pas muni d’une multiplication ; mais, si f € C°(R¥),
on a, pour toute distribution T :

<fT,¢>=<T,f¢>
puisque f¢ est C*° & support compact (Supp(f¢) CSupp(9)).

Deux distributions sont égales si elles coincident sur toute ¢ € D.

On dit qu’une distribution T est nulle sur un ouvert U de RN si < T, ¢ > =0
si Supp(¢) C U. Le support d’une distribution 7', Supp(7T'), est le complémen-
taire du plus grand ouvert de RY sur lequel 7" s’annule.

D', est I'ensemble des distributions de support minoré,
D’ est 'ensemble des distributions de support majoré,
Dy est I’ensemble des distributions de support compact(D!. N D’ ).

Si N > 1, on applique ces définitions & chaque dimension; ainsi Dy, est
formé des distributions dont le support est I’ensemble des (x;) vérifiant la condi-
tion x; > a; pour 1 <14 < N, et un certain (a;).

Dans la suite, ¢ désignera génériquement une fonction de Dy, et T une
distribution.

4.2 FExemples

4.2.1 Distributions de Heaviside ﬁ, signe Setl
A partir de la fonction de Heaviside He £}

loc:
oz 0siz<O
1siz>0

on définit la distribution de Heaviside, réguliére :

<H,p>= [ o¢@)dt
Ry

11



de support R .

On définit la fonction signe : S(z) = H(z) — H(—x), valant 1 si > 0, —1 si
z <0, 0six =0, et la distribution associée :

<S,p>=—[ ¢@)de+ | ¢x)da.
R_ Ry
A la fonction 1 : x — 1, localement intégrable, on associe la distribution :

<1¢>=/¢@Mn
R
Pour chacune de ces trois distributions on a, VK, cx = 1 et pxg =0

4.2.2 Distribution de Dirac

Elle est a l’origine de la théorie :
< 4,0 >=¢(0).
On utilise aussi ses translatées :
< a, ¢ > = ¢(a)

que I’on note parfois abusivement (car é n’est pas une fonction) d(z — a) lorsque
cela est pratique, par exemple s’il y a plusieurs variables.

Elle est singuliére car, en tant que fonction, elle devrait étre nulle sauf en
0, donc presque partout, et ce serait la fonction nulle de /Jlloc, alors que son
intégrale serait égale a 1. Elle vérifie, VK, (¢k,pk) = (1,0).

Notons que, si X :x =z, Xd =0
< X6, >=<6,2¢(x) >=1¢(x)|3=0 = 0,
et que f0 = f(0)d si f € C*™.
Le peigne de Dirac de période 6 :

<Py, >= ¢(nb)

nez

est utilisé dans les transmissions pour échantillonner. La somme est finie, étant
restreinte aux n tels que nf appartienne au support de ¢.

4.3 Limite d’une suite de distributions

Une suite (7T},),, de distributions a pour limite T si :

<lmT,, ¢ >=lim< Ty, ¢ >=<T,¢p>.

12



Quelle est la limite de la distribution sin(nX), si sin(nX) : ¢ — sinnz ?

<si;(;17(),¢)> = /sinnmqﬁ(m)dm
R
= [ sinyoty/m) dy/n
= & [ snvotu/mdy

La limite est la distribution nulle, alors que la suite de fonctions sin(nX) n’a
pas de limite.

Méme question avec sin(n.X) :
sin(nX) B sin(nz)
X ’ ¢ > = \/'R - ¢(I) dx
_ sin(y)
= [ =P owm

et la limite est g&.

Uune suite (7)), est une suite de Dirac si sa limite est d.
Si par exemple 'intégrale sur R d’une fonction positive est égale & 1 et si

fn(x) = nf(nz), alors f. est une suite de Dirac. En effet l'intégrale de f, est
égale & 1 pour tout n € N, et, en posant y = nz, on a :

<J§,,¢>:/Rnf(nm d:v—/f o(y/n)d
Comme :

I/f o(u/n) dy|<||¢||oo/f ) = 116l

on peut, par convergence dominée, passer a la limite sous le signe somme :

<Fub>= /f oly/n)dy — $(0) =< 6,6 > .

Plus généralement, on peut remplacer n par un réel positif a que 'on fait
tendre vers l'infini ou vers 0. Si les fonctions (f,) € L'(R), a € R, sont telles
que :

EIAER*,VaE]R:/fa(;I:)deA,
R
Vm;«éO:lir%fa(m)zo,
hm/fa( Ydor =1,

13



la limite quand @ — 0 de f, n’est pas une fonction car si ¢’était le cas son
intégrale serait nulle. L’intégrale :

lim /Rfa(m) (d)(w) - (;3(0)) dx = / lim f.(x) (¢(z) — ¢(0)) dz

a—0 R @—0

est nulle car ’expression sous le signe somme est identiquement nulle, et donc :
< lim fo, ¢ >=(0) =< 6,6 > .
a—0

Nous construirons plus loin des suites de Dirac & partir des fonctions gaus-
siennes &, (r) = exp(—a?z?).

Remarquons que la suite (fp), fo(z) =nsiz €[0,1/n], fn(x) = 0 sinon, est
une suite de Dirac.

Construisons une distribution quelque peu ezotique. Pour tout n € N posons :

9
Om = Z m3

r

r désignant les rationnels de ]0, 1[ de dénominateur m; il y en a au plus m — 1.
On a:

m—1 1
0< [ <omd>| < —5|l9llo < —5 |8l]co-
m m
Puis :
Xp= Z Om;
1<m<n

d’ot, la série Y 1/m? ayant pour somme 72 /6 :
2
0< | <B0d>] < ol

La suite | < ¥,,¢ > |, croissante et majorée par 7°/6||¢||, tend vers une
limite, et nous posons :

<Y,p>=lim <%,,¢>.
n—roo
La linéarité et la continuité sont évidentes.
4.3.1 Valeur principale de 1/X

1 1
On définit la distribution Vp(y), valeur principale de — par :

<vp(%),¢>: lim (/ed)(m)dar-l-/joogb(x)dm).

€*>O+ _ 0o T T
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¢(z)

L’intégrale existe car x — ——=, |z| > €, est C* & support compact. On
z

/—6 #) [T (=)
_R X . T
/<|ac|<R € / o ) oz,

lx) = é(=2) ~ 2¢'(0), et intégrale de 0 & € tend vers 0,

z
ce qui assure ’existence de la limite :

peut écrire :

de sorte que :

or, pour 0 <z <,

b(2) = (-2)

Ry T

<VP( )¢> T.

L’intégrale est calculée sur un compact, le support de ¢ —o_, si ¢_(z) = ¢(—x).
Comme ¢(z) = ¢(0) + ¢’ (h), M

4 un compact K de mesure m :

= 2¢'(k), on a, en restriction

| < w() b > | < mlld e

d’ou la continuité : (cx,pr) = (m,1).

1 1
On peut de la méme fagon définir les distributions vp(—), vp(—)...
1 sin tan
Notons que XVP(Y) =1 car <Vp( ), X¢p >= /d)(m) dr =< 1,¢ >, et
R

que (vp()lf) )0 = 0, alors que vp( )(X0) = 0 car Xd = 0; le produit de

distributions n’a pas de sens en general

4.3.2 Partie finie de 1/X? et de 1/X3

Peut-on définir une distribution & partir de la fonction z — f.(z) = 1/2? si
|z] > € (e >0), fe(x) =0six € [—e€€?
Comme ¢(x) = ¢(0) + ¢’ (0) + - - -, on a pour tout € > 0 :

D gy [0 gy 580

€
~’U¢'( ) e Lag'(0)
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¢'(0)
6 ~
la distribution partie finie de 1/X? comme limite quand e tend vers 0 de f.

moins sa partie divergente :

La partie divergente de < fe,qﬁ > est égale a 2 , et on peut donc définir

<pf(%),¢>: lim (/|$|>6¢’(”«“)d$_2¢(0))

€04 x? €

On définit de la méme fagon la distribution partie finie de 1/X3. La diver-

¢'(0) ¢'(0)

gence vient du terme — = ; elle est égale a 2
x €

; on pose alors :

< pf(=5)s6 > = lim (/M ACO 2¢'£0))

X3 e—=04

En raisonant comme pour vp(1/X), on montre que :
1 1
| < Pf(ﬁ)ﬂb > | <2m|[¢"|]cos
1
| < pl(g): 6> | < 2m 16" |,

d’ou la continuité de ces deux formes linéaires.

4.4 Translation et dilatation

Sitg(x)=2+a,a€R, et p,(r) =ax,a € R* on a:

<Tory,¢> = <T,po1_,>
1
<T°llaa¢> = m<Ta¢°N1/a>

Montrons la premiére relation :
<Tor,,¢p> = /T(a:+a)¢(x)dm
R

- / T(y) $(y — a) dy
R

<T,poT_gq >

16



et la seconde :
<Topg,d> = T(ax) ¢(x) dzx

T() 6(%) %

S e—

= a<T,¢0,U1/a> Si(l>0,

-1
7<T,¢ou1/a> sia <0.

4.5 Dérivée d’une distribution

La dérivée au sens classique d’une fonction f se calcule en un point. Au
sens des distributions, ce sera la dérivée de ’action de f sur D. Lorsque f
est dérivable, les deux définitions coincident, mais la seconde a un domaine
d’application beaucoup plus vaste.

Si f est dérivable, on a en notant selon la commodité Df ou f' :

<Fo>= [ rwowa
d’ou, en intégrant par parties :
<Foo>=[r0ow)% - [ 1o wa
et donc, le crochet étant nul car ¢ est a support compact :

<f¢>=—4ﬂﬂwwﬁ=—<ﬁw>.

Si f est dérivable, on peut donc poser Df = f’, mais Df est ainsi définie

pour toute f € L], ., dérivable ou non.

Par exemple :
N - +00
<Di,¢>=—<,¢ >:—/ (1) dt = $(0) =< 5,6 >
0

et DH = 6. f

y A
bis / e Si f présente en a une discontinuité

/

- de premiére espéce, un saut d’ampli-
/h/ tude s, et si H,(z) = H(z — a), la fonc-
¢ .

tion :
g= f_SH(L
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est continue, et :

f=g+sH,

d’ou : _
Df=Dg+ sd,.

Au sens des distributions, f' = ¢’ + sd,. Si f a n discontinuités de premiére
espéce, de sauts s; en x = a;,ona,sig=f—> s;H,, :

Df=DG+ Y sida,.

Ainsi, la dérivée du signal porte II des transmissions, égal & 1 sur [—1,1]
et nul en dehors, est égale & 6 1 — d1, et celle du signe S, & 2§. Leur dérivée, au

sens des fonctions, est la fonction nulle (dans £},.).

La fonction logarithme népérien étendu a R, In* : 2 +— In|z|, dont une primi-

tive est X In*, est localement intégrable et définit la distribution In*. Calculons
la dérivée de cette distribution :

<Dﬁ¢>::—<ﬁ¢§

—/ In* z ¢'(z) dz
R

:/Mdm
R T

1
= <vp(5,¢>-

e 1 P .
On a donc D In :vp(y), en passant par une intégration par parties et une

intégrale impropre.

Si une distribution singuliére A est la limite d’une suite de distributions
réguliéres f, (voir 9.1), et si nous posons par définition DT = lim D f,,, nous
obtenons : _

<DT.¢> = <limDf,,¢>
= lim <Df,¢>
—lim < f,,¢' >
— <lim f,,¢' >
= —<T,¢ >

ce qui nous améne & poser, par définition :

VI'eD' :<DT,¢p>=—<T,¢' >

18



Calculons la dérivée de vp(

1),<z5>

<Dvp(X

Calculons enfin la dérivée de pf(

< D555, 6(2) >

d’ott en intégrant par partiese D pf(

Tableau récapitulatif :

x)
1
< Vp(f)a(b' >
lim de
=04 Jigi>e @
+oo —c
i (57 5P SR )
s ([ G ae—20)
< i) 6>
x2)
=~ <pl() @) >
= _61_1}& (/lgc>6 ¢;(233) dr — 2¢'£0))7

X2

3) = ~2pi(7g).

<DT,¢o> = <T,¢'>
DH = 6
DS = 2
<Dé& o> = —¢'(0)
<D"5,6> = (=1)"¢"(0)
<DPyp,¢> = — > (ko)
keSupp(¢)
—~ _ 1
Dln = vp(y)
1 1
DVP(X) = —Pf(ﬁ)
1 1
Dpf(ﬁ) = =2 pf(ﬁ)

Si T, — T dans D, alors T, — T". En effet :

<T),p>=—<Tp,¢d > —<T,¢ >=<T",¢>.

19



Notons que toute distribution est C°°.

T
Une distribution 7' est homogéne de degré a si Zwlg— =aT.
T

4.6 Produit tensoriel

Définissons d’abord le produit tensoriel de deux fonctions :

fog: (z,y) = f(z)g(y)

qui est évidemment commutatif, associatif, distributif par rapport & ’addition
et de neutre 1.
Si f(z) et g(y) sont localement intégrables, elles définissent des distributions

réguliéres f, get f®g.Si¢ € Dy, son support, compact, est inclus, dans une
boule B(0,7) de R*. On peut écrire :

<Fago> = [[ @it dody

B Af($)(49(y>¢(w,y) dy) da
< f($)7 <g(y), o(z,y) >>

a condition que ¥(x) =< g(y), ¢(z,y) > soit C* a support compact. Comme
¢ est C® enz,ona:

Vk € N : DF(9)(z) =< §(y), DX é(z,y) >

et 1 est également C°°. Le support de v est inclus dans {z|(z,y) C B}, a
fortiori dans [—r,r], et donc compact.

La linéarité et la continuité sont héritées des propriétés de fet de g, et f/é/g
est une distribution sur R2.

On pose par définition f ®g= f ®g.

Les apphcatlons f — f ®getgr f ® g sont continues. En effet, si fn — f ,
< frytb >—< f, 10 >, et la continuité de § permet de conclure.

On étend cette définition aux distributions singuliéres limites de distributions
réguliéres. Nous verrons au paragraphe suivant qu’on peut ’étendre & toutes les
distributions singuliéres.

Le produit tensoriel des distribution T'(x) et ©(y) est par définition :

T(z) 2 0(y), ¢(z,y) >=<T(x),<0(y), o(x,y) >>

Donnons quelques exemples :

<6(z) @6(y), p(x +y) > <d(z), <d(y),

< 0(x), p(x,0)

(z,y) >

V e
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et 0(z) ® d(y) se note aussi d(zx, y).

< H(z) © H(y), () > = / /R (o) dady,

et < H(z) ® H(y) se note aussi H(z,y).

ST ® O),oay) > = - <T(@), - < O),0(a,y) >>
<T(@)® O), 5-0(r0) >

<Ti(z),d1(z) > < Ta(y), da(y) > .

<Ti(2) @ Tx(y), 1(x) @ P2(y) >

4.7 Produit de convolution

Le produit de deux distribution n’est pas défini. Le produit d’une distribution
par une distribution réguliére :

<fT6>=<T,fo>

est défini si f¢ € D, c’est-a-dire si f est C'™°.

Cherchons donc un produit plus général.

Le produit tensoriel donne une distribution de Dj. Pour I’appliquer a ¢ € D,
on a l'idée de poser p(z,y) = ¢(z + y), mais @, qui est bien C°, n’est pas a
support compact, car a < x +y < b est ’équation d’une bande infinie. Nous y
reviendrons grace au produit de convolution.

4.7.1 Pour les fonctions

Définissons le produit de convolution de deux fonctions f et g de L!(R), leur
convoluée f xg :

(f*9)w) = / f(2) gy - o) d.

Le changement de variable (z,y) — (v — z,y), dly — ¢) = —dx, montre la
commutativité de ce produit (fxg=gx f) :

+o00 —00 +oo
[ @y =) da = /+ =) gle) (~do) = / 9l fly o) e

Rappelons que f x g appartient a L' (R) :
- h(z,y) = f(z) g(y) € L*(R) car h est localement intégrable et :

J[ e ety = [ f@as [ gway

grace au théoréme de Fubini-Tonelli,
- le changement de variables (z,y) — (z,y — ) est un difféomorphisme de
jacobien égal & 1.
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On déduit de ce qui précéde que ||fxg|l1 < ||fll1]1g]l1, d’ott la continuité du
produit de convolution dans L. En effet, si f,, — f et g,, — g dans L', on a :

f*g_fn*gm:f*(g_gm)+gm*(f_fn)
ce qui permet d’écrire :

F*g = Fnxgmlle <Al 1lg = gmlls + lgmlly [1f = Fulla

et de conclure.

4.7.2 Pour les distributions

Définissons maintenant le produit de convolution des distributions régu-
lieres, f et g, en utilisant Fubini-Tonelli puisque les intégrales existent :

<FxG, 6> = <fxg.0>
/ (f *9)(t) 6(2) dt

R

[ (] s@att=a)as)ow a

J [ 1@t =) o0) dac
=[] £@ats) 6@ +y) day.

Nous pouvons écrire :
fxg = T xr d dx
<fxg,¢> /f()(/g(y)¢( +y) y)

et, comme ¢(y) est une constante en z, la fonction :

v(e) = [ oy d(o+v)dy
R
est C'*°, ce qui permet d’écrire, pourvu que ¢ soit a support compact :

< frg o >=<[f 9>,
c’est-a-dire : B N
<fxg, 0 >=<[f(x),<g(y), oz +y) >>.

A quelle condition ¢ est-elle & support compact ? Le support de ¢ est inclus
dans un intervalle [a,b]. Une condition pour que 1 (x) ne soit pas nul est que
z + y soit dans [a, b].

Notons que, lorsque les supports sont bornés a gauche (ou a droite), 1) n’est
pas a support compact, mais peut étre remplacée par ¥p € D, p étant une
fonction-plateau valant 1 sur [¢,b—d]. Cette fonction, & support compact, coin-
cide avec 1 sur le support de f; les valeurs de ¢ pour z ¢ Supp(f) n’inter-
viennent pas dans le calcul de I'intégrale.
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AT :

\ X d \\ )

(0,0) a b (0,0) ¢ aN, B\

La zone pointillée est définie par : La zone pointillée est définie par :
a<z+y<b y<b
<y<d. r>ecy>d
Supp(g) C [¢,d], compact : Supp(f) et Supp(g) bornés a gauche :
Supp(¢)) C [a — d, b — ¢], compact. Supp(f) C [e, b — d], compact.

Il suffit donc que ou bien 'une des deux soit & support compact (g pour
la figure de gauche) ou bien que les deux soient bornées inférieurement (figure
de droite) ou supérieurement (le triangle opposé par le sommet au triangle
pointillé).

Le produit de convolution pour les distributions réguliéres est commutatif.

Si deux distributions singuliéres sont les limites, respectivement, de fn et
de gy, et si les f, respectent la méme condition (par exemple si leurs supports
sont tous inclus dans un méme compact), donc aussi leur limite, de méme pour
les g, et leur limite, on peut passer & la limite par continuité du produit de
convolution.

Ceci nous meéne & poser, pour des distributions quelconques T" et O :

<T*0,0>=<T(z),<O(y),d(x +y) >>

si cette écriture a un sens. Reprenons ce que nous avons fait pour le cas régulier.
La fonction :

Y(z) =< O(y), p(z +y) >

est encore C® car D*()(z)) =< O(y),D¥(é(x + y)) >. La discussion sur les
supports est toujours valable. Finalement, dans tous les cas :
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Si T ou © appartient & Dj, (ou les deux),
ousi T et ©, appartiennent a D/,
ou si T et © appartiennent & D’_,
leur convoluée existe. Elle est définie par :

<T*0,0>=<0O*T,¢>=<T(z),< O(y), p(z +y) >>.

Les espaces vectoriels D/, , D' et Dj sont stables par convolution.

La distribution de Dirac est 1’élément neutre de ce produit :
<O0%x0,0>=< O %6,0 >=< 0(2),< I(y), d(z +y) >>=< O(x),¢(z) > .

Onadonc dxO=0xd=0,x0 =0, 6y *Ip = Ogtp-
Rappelons que f(z)d = f(0) 3, f(z) I, = f(a)d,, mais que § x f(z) = f(x)
et que 0, x f(z) = f(z — a).

Nous sommes revenus & notre premiére idée :
<T(x) % 0(x), p(x) >=<T(z) @6(y),p(z +y) >.

Remarquons que, si T x © est défini :

<T*x0,¢> = <T(2),<0'(y),d(z+y) >>
= <T(z),-<O(y),d'(z+y) >>
= —<T%x0,¢ >
= < (Tx0),¢>
c’est-a-dire :
Tx0 = (T'x0) = T'x0,
T = 6xT" = T,
s T = T,

Le produit de convolution sur les distributions, s’il est défini, est continu :
siT, - T et ©, - 0O dans D', on a :

<Tn<On(y),d>> 2> <T,<Op,d>> > <T,<0,¢>>.

Est-il associatif 7 Considérons trois distributions A, B et C. Peut-on écrire :

Il

<A <Bx*C,¢>> < A(z),< B(y), < C(y,2), p(x +y +2) >>>

= <AxB,<C,¢>>

et donc Ax(BxC) = (AxB)xC = AxB*C? La convolution étant commuta-
tive, cela nécessite, en changeant 'ordre des facteurs, que les tous les produits

24



possibles soient définis. Il est donc nécessaire que 'une des conditions suivantes
soit respectée :
- les trois distributions appartiennent a D', ,
- elles appartiennent a D',
- deux (au moins) appartiennent a Dy,.

Montrons la suffisance, d’abord sur des distributions réguliéres f, get h. On
a, les K; étant compacts, et en appliquant Fubini :

<F<gxhp>> = /Kf(a:)(//K g(y)h(z)qﬁ(m-{—y—l—z)dydz)d;v

JJ[ f@atwn) ota+y +2) dodyz
= <fx§,<h¢>>

d’ou Vassociativité. Si A, B et C sont des limites de distributions réguliéres, on
conclut par continuité du produit de convolution. Or nous verrons au paragraphe
Régularisation que les distributions réguliéres sont denses dans D’.

On a donc finalement :

Les ensembles D', D! et Dj sont des R-espaces vectoriels. Munis de
I’addition et du produit de convolution, ce sont des anneaux commutatifs,
donc des algébres commutatives.

Voici un cas de non-associativité :
(1«8 xH= (18 +H=0xH=0,
1 (8" H) :T*(é*ﬁl) =1x(6x0)=1x0=1.

provenant du fait que 1% H n'est pas défini, & cause des supports.

4.8 Reégularisation

Soient T' € D' et T, = Plg’i:fll 7)7n)T, PI étant la fonction-plateau de support
[-n—1,n+1], égale & 1 sur [-n,n]. On a SuppT,, C [-n—1,n+1]et T, > T
quand n — oo. Toute distribution est donc limite d’une suite de distributions &
support compact : D} est dense dans D'.

SiT € Dj et ¢, € C™, la fonction :

Unx T@) = [ TW)bala +0)dy =< T(w) (o +9) >
R
est C'°° & support compact. Prenons pour 1, la fonction £, définie dans 4.3, avec
a = 1/n. La distribution définie par & ;,, x T" est réguliére a support compact.
Passons a la limite :

lim &/, *xT =0T =T.

n—oo
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En effet :

<lim&,*xT,¢> = <lim&,,<T,¢>>
= <6,<T,>>
= <0*xT,¢>
= <T,¢>.

Nous avons finalement montré que toute distribution singuliére est limite
d’une suite de distributions réguliéres & support compact :

T = lim & /nPlf” )

n—1,—n)

Les distributions réguliéres & support compact sont denses dans D’.

4.9 Primitive d’une distribution

Une primitive d’une distribution T" est une distribution © dont la dérivée
est T'. Remarquons que si T' est a support minoré ou compact, H x T est une
primitive de 7" :

HxT) =H' xT =6xT =T.

La dérivée de la distribution 1 étant la distribution nulle :
<Dlp>=—<1,¢' >= / ¢ (x)dz = [d)(m)]tz =0
R

deux primitives quelconques différent d’une constante.
Remarquons que si :

<I,¢>>:/¢(x)dx:
R

et si Supp ¢ = [a,b] on a :

sizx<a

:/:O(/)(t) /¢ siz>a

sizx>0b

de sorte que ®(x) appartient & D. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, on

peut poser :
<O,p>=—-<T,0 >

car :
<DO,p>=—-<0,¢' >=<T,0>.
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Une primitive de T est X (X : 2+ ) :

<DX,¢>:—<)~(,¢'>:—/x¢’(x)dx:/¢(x)dx:<i¢>.
R R

Cherchons une primitive © d’une distribution 7" non constante : pour tout
scalaire A, 7" # A 1.
Pour cela, nous allons construire une fonction ¢ € D telle que :

<T,2p>=<T,¢p>
<1, >=0,

ce qui nous ramera au premier cas, ) remplacant ¢.

Montrons qu'il existe h € D telle que <T,h >=0et < 1,h>=1.

Ceci est possible si KerT et Kerl sont distincts et non inclus I'un dans 'autre.
Ce sont des hyperplans, ils ont méme dimension, et l'inclusion signifie I’égalité.
Or ils ne sont pas égaux.

Considérons en effet 'espace vectoriel F' des formes linéaires sur un K-espace
vectoriel £ (de dimension finie ou non) ayant pour noyau un méme hyperplan
H. Si D est une droite vectorielle supplémentaire de H dans E engendrée par
e, on peut écrire :

Vee E,Jla, e K: z—a,e € H

etsiu€ Fona:
u(z) = u(aze) = a, ule)

de sorte que u est caractérisée par le scalaire u(e), non nul (e ¢ H); F est donc
de dimension 1 et deux éléments non nuls de F' sont proportionnels.

Il existe donc des fonctions dans Ker7' qui ne sont pas dans Kerl. Soit A une
telle fonction, que 1’on peut choisir telle que < T, h>=1.

Pour une quelconque ¢ € D, posons :

Yp=¢— <1,6> h.
Onavy €Det <T,1/1>:0desorte que :
U(z) :/ Y(x) dzx
appartient & D. On pose enfin :
<O,0>=—<T,¥ >
Dérivons :
<DO,¢p> = —<DT,¥ >
= <T,¢Y>
= <T,90>.

Si <1, ¢ > =0, on retrouve la remarque introductive.
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Appliquons la méthode pour calculer une primitive de 6.

Prenons pour /A une fonction C*° de support inclus dans R_, d’intégrale 1
sur R_, par exemple exp(1/(z(z+1))) divisée par son intégrale (0,007029858...)
et posons :

)(x) = ¢(x)— <1,6 > h(x)
de sorte que < 1,¥ >= 0. Enfin :

0 0
—<6,\IJ>:—\IJ(0):/ w(x)da::/ dz)de— <1, ¢ >=<H,¢ >
ce que nous savions déja (DH = 4).

4.10 Ordre d’une distribution

Soit T € D. Supposons qu’il existe des entiers naturels m tels que, pour tout
compact K de R et toute ¢ a support dans K, il existe un scalaire C'x tel que :

| <T,¢>| <Ck sup ||6"]|so-
i<

L’ordre de T est le plus petit entier p vérifiant cette condition. Autrement
dit, le pgx de la définition de la continuité peut étre choisi uniformément, et
minimum.

Si lordre de T est p, celui de T" est évidemment au plus p + 1.

Les distributions réguliéres sont d’ordre 0; si Supp(¢) C [—a,a] :

a

(<Fo>122 [ O]l

et H est d’ordre 0; sa dérivée § est donc d’ordre au plus 1; en fait, elle est
d’ordre O :

| <0,0 > =19(0)] < [[4]oo-

1
La distribution singuliére vp(Y) est d’ordre 1; sur un compact K ne conte-

nant pas 0, ordre est 0; si K contient 0, nous avons vu (4.3.1) que ’ordre est
au plus 1; on voit qu’il est égal & 1, en considérant les fonctions-plateaux p,,,
de support [0, 2], valant 1 sur [1/n,1] :

. 1
Jim | <vp(),pn > [ = +00
or ||pnllec =1, et si Pordre était 0, cette quantité serait bornée.

La distribution 8™ est au plus d’ordre n; on voit qu'elle est d’ordre n en
considérant la fonction ¢(x) = z™p, p étant une fonction-plateau valant 1 en
x =0, dont les dérivées en & = 0 sont nulles sauf ¢(™.

La distribution :

<T,¢>=) ¢"(n)

neN
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(la somme est finie car limitée aux n € Supp(¢)) est d’ordre infini car sa res-
triction au compact [n —1/2,n + 1/2] est d’ordre n, quel que soit n € N.

Toute distribution & support compact est d’ordre fini d’aprés la définition
de la continuité.

Si T est a support compact K, d’ordre m, et si ¢ et ses dérivées jusqu’a
Pordre m sont nulles, < T',¢ >= 0.

5 Transformation de Fourier

Les distributions, moyennant adaptation, sont bien adaptées & la transfor-
mation de Fourier[f]

5.1 Définitions (rappel)

La transformée de Fourier d'une fonction f € L'(R) est égale a :

F(f)y: R - C
f = /f(t) exp(—ist) dt.
R

l'intégrale existe puisque |exp(—ist)| = 1. La transformation est évidemment
linéaire. On note également cette transformée f.
On utilise aussi la transformation conjuguée :

93

F(f)() = / £(t) explizt) dt = f(t).

Remarquons que :

1 Flls < 1£1l1s

ce qui montre la continuité de F : si f, — f dans L'(R) (au sens de || ||1),
fn — f dans L*°(R) (au sens de || ||oo, norme de la convergence uniforme). De
méme pour F.

5.2 Quelques propriétés
5.2.1 Parité, dérivabilité

N’oublions pas que f est une fonction de R dans R, mais que 'on peut
étendre F aux fonctions a valeur complexe en séparant la partie réelle et la
partie imaginaire .

6. Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien frangais.
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f paire = f:: f y réelle et paire
f impaire = f=-f imaginaire pure et impaire
Lie) = -ifils) s A0 =10)
PO = isfls)
fom = G

Comme exp(—isz) = cos sx — isin sz, si f est paire on a :
f(s) = / f(x) cos sz dx
R
qui est paire, et si f est impaire, on a :
f(s) = —i/ f(z) sinsz dz
R
qui est impaire et imaginaire pure.

Dérivons f (sous le signe somme grace a la convergence dominée) :

L) = %Rmm4mﬂmﬁ

:.4A@mewwﬁ@m
= —ifi(s)

Calculons enfin la transformée de f’ en intégrant par parties :

/Rexp(—ist)%dt
= 3 xp(—1 d
wéep(wﬂﬂﬂt

~

= s f(s).

F(f)(s)

5.2.2 Translation et dilatation
Site Retae R* ona:

)

Fifla+1) = esplist) fls)
Fiftar) = i)
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Montrons la premiére relation :
F(flx+1) = / f(z +1t) exp(—isz) dz
R
[ 50 expi=isty— ) dy

explist) /R F(y) exp(—isy) dy

exp(ist) f(s)

et la seconde :

F(f(ax)) = /Rf(aa:) exp(—isz) dx
— [ ) exp(-is?) %

R a
1 ~

= 27 sia>o,
11 25

= — f(= i 0.
. (a) sia <

5.3 Exemples

La fonction &,(z) = exp(—a®z?), a # 0, et sa transformée de Fourier sont
intéressantes pour au moins deux raisons. Calculons d’abord l'intégrale de &, (z).
On a d’une part :

// exp(—x? — y?) dzdy
R2

/ReXp(—mz)dm/exp(—f)dy

R

= (/Rexp(—avz)dm)2

et d’autre part, par passage en coordonnées polaires :

+oo 2
// exp(—z® — y*) dedy = / exp(—p*)pdp [ df =,
R2 0 0

d’otr : / exp(—2z?) dz = /7.
R

Attaquons-nous maintenant & la transformée de Fourier :

€a(s)

/ exp(—a’z? —isx) dx
R

—S

. 2
_ 1542 -5
/Rexp( (ax + Qa) )exp(4a2 ) dz

= exp(%) /Rexp(—(am—i—;;z)Q)dw
= ofs) exp( )
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avec ¢(s) = /Rexp(—(ax + %)2) dz. Calculons-le (/ exp(—2?) dx = /).

R
D-rs <— Gero) Posons z =z + 2 :
2a?
i C 0 e(s) = / exp(—a’®2?) dz
D
Acro  — Br.o) D, étant la droite y = s/2a>.

La fonction exp(—a®z?) est holomorphe (dérivable) dans le rectangle ABCD,
et son intégrale le long de sa frontiére est nulle (théoréme des résidus) :

oLt Lt
ABCD AB BC CcD DA

La valeur absolue de l'intégrale sur BC' :
2

s t 2 <
| /BC | = exp(~a’B*)| | exp(jog) exp(—iRt) di| < exp( s — @)

tend vers 0 quand R — 0o, de méme pour l'intégrale sur D A.
Les intégrales sur AB et sur DC tendent donc vers une limite commune :

/R exp(—a®e?) dz = YT

a

et finalement :

Un calcul identique donne :

e = YT ().

On a pour a = 1//2 : :an = /27w &, (fonction propre).

Le résultat suivant nous sera utile :
lim &, = 276.
a—0

Prouvons-le. Pour tout s # 0, la limite de é; est nulle, ’exponentielle I’empor-
tant sur a~'. Mais son intégrale :

/R\fexp(_sg)ds - \{f/RQa exp(—t2) dt

4a?
= 27

(avec s = 2at) quel que soit a. Cette limite n’est donc pas une fonction mais
une distribution, la masse 27 étant concentrée & l'origine : 274.
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Calculons la transformée de Fourier de la fonction f(t) = exp(—alt|), a > 0 :

2a

f(.g) :/R exp(—ist) exp(—at) dt +/ exp(—ist) exp(at) dt = a2+ 82

Calculons la transformée de la fonction signal porte II, égale & 1/2 sur [—1, 1]

et nulle en dehors : .
~ 1 i
H:f/ cosstdt:%,
2/, S

sins | . . ..
—— étant le sinus cardinal des tranmissions.
s

Considérons enfin la fonction P(z) =1 si z € [0, 1], 0 sinon. On a :

ﬁ(s) _ 1-— ex.p(—is) .
is
La dérivée de P est égale & 6 — 61, d’ou :
S—6=1- exp(—is).
Nous verrons que 5= 1, d’out 'on déduit que (SAI = exp(—is), puis que 5 = 18,

et §) =isexp(—is).

5.4 Transformation de Fourier et convolution

Calculons la transformée de f x g (en posant z =y + ¢, dz = dy) :
= — dt ) exp(—isz)d
Fipxa) = [ ([ = tgte) ) expi=ise) do
xp(—ist) dt ) exp(—isy) d
/Rf(y)(/Rg(t) exp(—ist) t)e p(—isy) dy
[ 1w exp(=isy)ay [ g(0) exp-ist) de
R R

et ¢ étant dans L', ce qui donne :
g , ce q

F(fxg)=F(f)F(g)

Comme précédemment, pour la dérivation et la convolution, on souhaite
faire passer la transformation de Fourier du coté distribution au coté fonction,
de gauche & droite :

<FT,¢p>=<T,Fop>.

Il faut donc que les transformées de Fourier des fonctions-test soient elles-
mémes des fonctions-test. Cela sera vu plus loin (distributions tempérées).
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5.5 Saut du chapeau

Montrons que, si f et g sont bornées et dans L*(R), on a :

[ @ gt de = [ 1(e)gte)da
R R
Ces intégrales existent car, pour la premiére :

|/ /f ) exp(—itz) dt) g(z) dz| < |/f dt||/ ) dz|

et de méme pour la seconde.
Ensuite, la fonction h(t,z) = f(t) g(z) exp(—itz) est intégrable sur R? car :

//R2 |f(t) exp(—itz) g(z)| dtdz // () g()| dtdz

[ 1 / l9()] da
R R
et Fubini-Tonelli donne :

//R2h(t,a:)dtda: = / /f ) exp(—itz) dt) g(x) dx

/ / ) exp(—itz) dz) f(t)dt,

IN

IN

ce que nous voulions démontrer.

5.6 Transformation inverse

Calculons (F o F)(f), f € L'(R) N L*(R), bornée :

F(f(a) = /Rexp(isx) Flz) dw = /RJC/O?JE(S) ds.

Cette intégrale est absolument convergente (Fubini-Tonelli). La fonction
&.(z) = exp(—a®x?), que nous avons étudiée aprés avoir défini la transformée
de Fourier, est telle que :

€a ()] <1,
lim &, (z) =1,
a—0

lim f/,; = 270.
a—0
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Nous avons donc par saut du chapeau :

/m(s)ds = /limfa(s)f/o—?w(s)ds
R R

a—0

- < igr%)fa(S),m(S) >

= < il_r)%fa(s);f oT,(s) >
= < 2mi(s), f(s + 1) >
= 2nf(x).

On en déduit que F o F = 2rld = F o F, c’est-a-dire :

Si f € L'(R) N L2(R) N L®(R) :

1
-1 _
F —Qﬂf

On en déduit que :

si f est paire Fi(f)=2nf
si f est impaire F2(f) = —27f.

En notant f(—z) = f_(z), on a donc dans tous les cas :
F2(f) =2nf_
et donc F* = 4n2%1d, et F° = 2mv/2n F~L.
On utilise la convolution en physique et dans les transmissions. Or :
1 = =~
frg=5-F(f9)

e

et le calcul de la seconde écriture demande moins de temps que celui de la

premiére & partir de la définition.
Calculons par exemple &, x &, en rappelant que &,(z) = exp(—az?) et que
2

£ = M exp(- 2
bxbs = 5 FF(Ext)

1

= T (F&) F&)
1 — s2a? +b?

= a7 (0= )

T 9 a’b?
= 2+b2ep(—t 2—|—b2)'



5.7 Application aux E.D.O.

En ¢t = 0, on alimente un circuit RL avec un courant continu, de tension
E volts. L’intensité I(t) du courant dans le circuit est solution de ’équation
différentielle linéaire :

d
RI(t)+L 1(t) = EH(?).

Appliquons la transformation de Fourier & cette équation :
RI(s)— LisI(s) = EH(s),

d’ou :

Pour utiliser la relation :

calculons :
E R 1Ls
-1 _ 1 -1
4 (R—iLs) a (R2+L282)+ (R2+L2s2)'
Gréce au résultat déja calculé :
2a X
F(exp(—alz|))(s) = 212 (a €RY)
on obtient avec a = R/L :
R 1
L .
F (Rz +L252) Y3 exp(—R|z|/L)
et par dérivation :
d —2i¢LRs
}—(% exp(—R|z|/L)) = B2 1 252
d’otr : - 1 d
—_ S T2 4 _
P re) ™ R g P
et :
F) = F(gr exp(~Rlal/L) ~ 5 - exp(~Rlal /L)) F(H)
2L 2R d
1 1
= }'(ﬁ exp(~Rlz|/L) = 5 —— exp(~Rz|/L) *H)
1 1
10) = (57— 35 32)(©P(—Elal/L))) * H().
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Posons :
exp(—R|z|/L)) H(t — z),

o) = o (exp(~Rlz|/ D) H(t - o).

Le support de H(t — x) est égal & ] — oo, t[.

=
&
[

Pour ¢t < 0 nous avons :

| @i = % es(ri/D),

/_OO g(z) dx

exp(Rt/L),
d’ou :

Et pourt >0 :

/_ flz)dz = /_ f(x) dx+/0 f(x)dz dx
% (exp(—Rt/L) — 1)

= —(2—exp(=Rt/L)),

t 0 t

/_OO g(x)dx = . g(x)dz —|—/0 g(z) dz
= 1+exp(—Rt/L) -1
= exp(—Rt/L)

— =t~

d’ou :
I(t) =

=l =

(1 —exp(—Rt/L)) (t>0).

Remplagons E par E exp(iwt). Reprenons les calculs pour arriver a :

I(t) = ((i - % %)(exp(—R|m|/L))) * H(z) exp(iwz).
Posons :
f@) = ezi(p(—lel/L))H(t — ) exp(iw(t — ),
g(z) = ——(exp(—R|z|/L)) H(t — z) exp(iw(t — z)).

dx
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Pour t < 0 nous avons :

/_too fl@)de = % exp(Rt/L),
/00O flz)dx = % exp(iwt),
/too g(x)dz = % exp(Rt/L),
/_0OO g(z)dz = H exp(iwt),

d’ou :
It)=0 (¢t<0).
puis pour ¢ > 0 :

/Otf(w) dr = exp(iwt) /Ot exp(—Rz/L — iwz) dx

—LR+iL*w )
= m (exp(—Rt/L) — exp(lwt)

t 0 ¢
[ t@ar = [ f@det [ g

—00 —00 0

LR+ iIL%w ) LR —iL*w )
= il exp(iwt) + EN (exp(iwt) — exp(—Rt/L))
t 2 .
R® — i LRw
d = —Rt/L) — jwt

[ a@as = T (R - expliot

¢ R? +iRLw , R? —iRLw ,
/_Oo glz)de = SN exp(iwt) + EN (exp(—Rt/L) — exp(iwt))

d’ou : E(R - iLw)
—iLw )
On obtient donc, selon que I’'on remplace E par E coswt ou par E sinwt :
ER ELw .
Ic(t) = m (Coswt - exp(—Rt/L)) + m sin wt
ER . ELw
Is(t) = m sin wt — m (COSWt — eXp(—Rt/L))

et pour Esin(wt + ¢) : I(t) = sin ¢ I.(t) + cos ¢ Is(t).

Pour un probléme simple comme ce dernier, I'utilisation de la transformée
de Fourier semble pénible, mais le résultat, qui dépend de R, L, E et w, peut
étre mis en mémoire et utilisé pour tous les circuits identiques. Elle plus utile
dans la résolution des E.D.P. La transformation de Laplace (vue plus loin) est
tres utilisée.
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6 Distributions tempérées

Nous voulons définir la transformée de Fourier d’une distribution, en faisant
passer la transformation, comme pour la dérivation ou la convolution, de gauche,
coté distribution, & droite, coté fonction.

6.1 Fonctions-test

La transformation de Fourier d’une fonction & support compact n’étant pas
a support compact, il faut changer de fonctions-test, et remplacer D par un
espace vectoriel de fonctions C'*° stable par F. Toutes les fonctions considérées
dans la suite seront C'*°.

Si fi1(x) = zf(x) appartient & L'(R), on peut dériver sous le signe somme :

LFs) = =i F ().

Ceci montre que fest C® si, pour tout n € N, la fonction f,(z) = 2" f(x) est
intégrable, donc si lirf fn(x) =0, Vn € N, c’est-a-dire si f est a décroissance
T— OO

rapide :

Une fonction f est & décroissance rapide si :

Vn €N, lim z"f(x) =0.

li
x—+oo

L’ensemble des fonctions C'*° & décroissance rapide ainsi que toutes leurs
dérivées est un espace vectoriel, appelé espace de Schwarzm et noté S. On
a évidemment D C S, de sorte que S’ C D'.  L’ensemble de telles fonctions

est un espace vectoriel stable par produit interne, par multiplication par les
polynémes et par dérivation.

Une fonction a décroissance rapide est bornée, intégrable, donc aussi ses
puissances, qui sont & décroissance rapide. Elle est donc dans LP pour tout
peN.

Si f est & décroissance rapide, toutes les fonctions f,,(z) sont aussi & décrois-
sance rapide, de sorte que fexiste et qu’elle est C'™°.

Nous voulons que f soit intégrable, pour appliquer la fransformation réci-
proque. A partir de f’\(s) = —1is f(s), on obtient par itération :

-~

Wn € N, f)(s) = —isfD(s) = - - = (—i)"s" (s)

et pour que les dérivées & tous les ordres tendent vers 0 & l'infini, on doit avoir :

-~

1
Vn e N,|f(s)] << o
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pour s assez grand.

En dérivant sous le signe somme on obtient, si f,(z) = 2" f(x) :

~ ~

Df :f17

—

an = fna
et fest donc C*°.

Montrons que :

feS=F(f) eS.

—

Pour cela, utilisons les relations D™ f = (—z)msmf(s) et D”f: }; :

-~

|smD" f(s)] = |s/m§(s>|

= D™ fu(s)|

< | D) da
Apon(f)

et Ay, (f) est définie puisque D™ (2" f(z)) € S. On a pour tout couple (n,m)
d’entiers naturels :

<

~

Vs € R [s"D"f(s)| < Amn(f),
ce qui implique que lim (st”f(s)) = 0, c’est-a-dire que F(f) € S.
|8]—+o0
La fonction f(x) = exp(z?), localement intégrable, définit une distribution
réguliére f € D' qui n’appartient pas & S’. En effet, ¢(z) = exp(—xz2) est a
décroissance rapide et f¢ = 1 n’est pas intégrable sur R. Donc &' # D’ : l'in-
clusion est bien stricte.

Définissons la convergence dans S :

fos €S fp—=f < VYm,neN :sup|z"D"(f — fp)(z)] = 0
z€ER

Montrons la continuité de F et de JF, c’est-a-dire que f, — f dans S entraine
que |F(fp — f)] = 0. Posons fpm =2™fp :

|s"D"F(fp = F)(8)] < Amn(fp = f)
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or Apmn(fp — f) est bien définie puisque f, — f € S. On a donc :

sup [s"D"F(fp, — f)(s)| = 0,
sER

et F et F sont continues.

La transformation de Fourier est un automorphisme bicontinu de S, et :

1 —
Fl= 57 (voir 5.6)

La convolution est une opération dans S :

f,bgeS=>fxgesS.

En effet, si f,g € S, leurs transformées de Fourier fet g existent, appartiennent
a S, de méme que leur produit fg et I'image réciproque de ce dernier :

FUNf9 =F ' (Frg) =fxg.

On en déduit que :

(S,+,*) est un anneau commutatif, d’élément neutre J.

6.2 Distributions tempérées

Les distributions tempérées sont les éléments de S’, c’est-a-dire les
formes linéaires continues sur §. Dans la suite de la section 6, ¢ désignera
toujours une fonction quelconque de S, et 1" une distribution tempérée quel-
conque.

Une fonction f est & croissance lente si :

3P eRX] : tim |28 <1

T—00 (x) -

L’ensemble de telles fonctions est un espace vectoriel £ stable par produit
interne ou par multiplication par tout polynoéme. Si f € Let ¢ €S, fp € S.
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Une fonction f a croissance lente définit une forme linéaire fsur S:
<Fo>= [ f@) o) ds
R
car f¢ € S. Elle est continue car si ¢,, = ¢, » — ¢, — 0 uniformément et :
<fa¢>_<f7¢n >:<f7¢_¢n >— 0.
Une telle distribution tempérée est dite réguliére. Les autres, comme § :

< 9,6 >=4(0)

sont singuliéres.

Une forme linéaire sur S est une forme linéaire sur D puisque D C S. Les
distributions tempérées sont des distributions, et elles ont toutes les propriétés
démontrées pour les distributions. Mais, en plus, elles bénéficient de la trans-
formation de Fourier. B

Donnons des exemples de distributions non tempérées : f si f(z) = exp |z,

Z exp(n) dp-.-

neN

6.3 Transformation de Fourier

Nous voudrions définir la transformée de Fourier de T' € S’ par :
<T,p>=<T,p>.
Pour une distribution réguliére, cela s’écrit :
<Fo>=<Fd>,
c’est-a-dire, par saut du chapeau :

| F@ow)ds = [ fa)d)d.

Pour une distribution singuliére 7', limite d’une suite de distributions régu-
liéres uy, , on a :

Hm < fr,¢>=lm< fr,d >=<T,4>

ce qui nous méne & poser par définition, que la distribution tempérée soit régu-
liére ou singuliére :

<T,p>=<T,6>
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La transformation de Fourier sur les distributions tempérées est ainsi conti-
nue.
Les équations :

Jo) = <4f
= f

f(O)z/Rf(t)dt=< 1Lf>

montrent que 5 =1.De méme, la suite d’équations :

fla) = / exp(—iat) f () dt

= <6a,f>
<o, [ >

montre que :

~

5, = exp(—ias), 6=1

_Calculons la transformée de Fourier de la distribution~ﬁ. Nous savons que
DH = ¢, et donc que F(DH) = 1. De F(D H)(x) = —iz F(H)(x), nous déduisons
que —iz F(H)(z) = 1.

Cherchons les solutions de I’équation XA = 1. Nous avons vu, dans 4.3.1,
1
que A = vp(=) en est une. La solution générale sera obtenue en ajoutant la

solution générale de ’équation XA = 0. Le support de XA est vide, ce qui
implique que celui de A est {0} si A # 0. Nous verrons un peu plus loin qu’une
telle distribution est de la forme Y ¢,6(™. Pour qu’elle s’annule sur toute ¢
chaque ¢,6(™ doit étre nulle :

<X6M p>=< 0" X¢>=np(0)
implique ¢, = 0 pour n > 1. Il ne reste que c¢yd.
Si ¢(z) = exp(—22/2), on a ¢(s) = V2m exp(—s2/2) et :
<FH),¢>=<Hd>=V2r <H,¢>
or, ¢ étant paire :

™

(ZAs(O) = bR

N =

<H,¢>= o(x)dr = %/ exp(—isz)¢(x) dr|;—g =
R, R

et on a : ~
<FH),p>=m=<7md, ¢ >,

et donc ¢g =7 :
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F(H) = m+mm%)
FEHD) = M—wm%)
F(1) = 2x6

FE = 2iw(y)

Nous déduisons de ce résultat et du fait que F °H = 27H_ :

—

FiH) = ivp(%) +r=H_

d’ot la transformée de Fourier de la distribution tempérée Vp(y) :

7 Distributions a support compact

Notons & = C*°(R).
Nous connaissons Dy, espace vectoriel des distributions & support compact
en tant que formes linéaires continues sur D. Si T' € Dy, a son support contenu

dans un compact K et si Pl est une fonction-plateau valant 1 sur K, on a
PIT =T car :

<T,¢>:/ TPl¢ >=<PIT, ¢ >,

K

et si ¢ € £, Pl¢ appartient & D, et on peut écrire :
<T,p>=<PlT, ¢ >=<T,Plo >,

Ce qui montre que T peut étre considéré comme appartenant a £'.
Réciproquement, si T' € &', c’est une forme linéaire continue sur D, donc
aussi sur £. On peut donc identifier Dj et £'.
Ainsi § est une distribution & support compact (et méme ponctuel).

Une distribution a support compact est évidemment tempérée :
& csScro,
chaque espace étant dense dans le suivant. En effet, si A € D' ou §’, on a :

T, =p1"""tY T

(—n—1,—n)
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et T, est & support compact.

Toute distribution 7' & support {0} est une combinaison linéaire de (). Elle
est d’ordre fini m. Pour ¢ € D, on a au voisinage de 0 :

px) = > fna"+ 2" P(x)

0<n<m

pour une certaine fonction ¢ € D; a(x) = z™Th)(z) ainsi que ses dérivées
jusqu’a Pordre m sont nulles sur le support de T', et < T, a > =0 (cf. 4.10), de
sorte que, X désignant l'identité (X : ¢t — t", X™ : x — z") :

<T,¢>= > <T, X" >,

0<n<m

or, comme < 8P X" >=0sip #net < 6 X" >= (=1)"n!, on a, si
<A X">=a,:

<T,X">= % <o x>
et donc : a
T = Z _m s
_ ]
0<mem (—=1)nn!

On passe par translation au cas d’un support ponctuel quelconque {a} :

_ S (‘Dkﬂk k
=y s,

k=0

7.1 Séries de Fourier

Si T € Dj, est une distribution de support compact K C [a,b], on peut la
prolonger en une distribution périodique, somme de ses translatées :

Ty = ZAOT(TLQ)

neZ

de période 6 > b — a. Notons Dj, 'espace vectoriel des distributions périodiques
de période 6. Ainsi le peigne Py = > d,¢9 prolonge Dirac. Réciproquement, la
restriction & une seule période d’une distribution périodique donne une distri-

bution & support compact.

9
La famille orthornormée (% exp(M

0
toriel des fonctions de L',lloc de période @ € R7, lui-méme dense dans ’espace
vectoriel des distributions périodiques. On peut mettre toute A € DI sous la

forme : 9
ch exp( ”;mc), cn € C.
nez

))nez est dense dans ’espace vec-
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La famille étant orthonormée, les coefficients de Fourier ¢, sont égaux a :

—2iTnT

1
cn =7 <A, exp( 7 )

0

Calculons les coefficients de Fourier de 1, considérée comme de période § > 0 :

~ 1 —2imnx 1sin=0,
cn(l)zé/Hexp( 0 )dm:{Osin;«éO

Puis ceux du peigne de période 6, Py :

1 —2imnx 1
Cn(Pg) = 5 < Z(Smg,exp(T) >= -

puisque les termes en m # n sont nuls, de sa dérivée :

1 —2imne 2
P9) = 5 < Yo, oo > = EEE
et de ng) :
k (2i7rn)k
Cn(P((; )) T T T gktt

Le cadre des distributions est bien adapté aux séries de Fourier : la série
de T’ est la dérivée de celle de T. La seule limitation est la croissance lente
(majoration par un polynome).

8 Transformée de Laplace

8.1 Transformée de Laplace des fonctions

Dans la suite, les fonctions considérées seront nulles sur R_ \ {0}, mais pas
forcément en 0, et telles que |f(t)| exp(—at) € L*(Ry) pour certaines valeurs
de a. Une fonction f(¢) nulle pour ¢ < 0 est dite causale.

La transformée de Laplacelﬂ d’une fonction f (causale) de t € R est la
fonction £{f} de la variable complexe p :

C{f}) = /R exp(—pt) f(t) dt = / exp(—pt) f(t) dt

notée parfois F.

Si p = a+if, 'abscisse de convergence «q est la borne inférieure des a
pour lesquels l'intégrale converge.

On calcule sans peine les transformées de 1 : 1/p, de t* : n!/p"*! pour
lesquelles ag = 0, et de e : 1/(p — a), avec ag = a.

8. Pierre Simon de Laplace (1749-1827), mathématicien et astronome francais.
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La transformée de Laplace est définie sur un ensemble de fonctions plus
grand que la transformée de Fourier.

La transformation de Laplace est injective et admet une réciproque, mais
I'utilisation de la formule d’inversion :

1) =57 | expln)eif} @) ds Du={z IR =0}

a étant tel que ’abscisse des poles éventuels de

la fonction exp(zt)L{f}(z) soit inférieure & a,

est peu pratique (méthode des résidus), d’autant que la lecture des tables (de
transformées de Laplace) de droite & gauche suffit généralement.

Si f est périodique, de période 1 sur Ry, on a :
n+1 1
[ ewCmswd = [ exp(-pn+0) 10
n 0 1
exp(—pn) | exp(-pt) 1(0) d
0

et donc :
400 +00 1
| et s = Y esp(-p) [ exp(-pn o) de
0 — 0
n=0 1 1
= — [ exp(—pt) f(¢t)dt,
o , IO
d’ott 'on déduit les transformées des fonctions :
. p+ 2w
exp(2nint) — 22+ dnZn?’ ag =0,
p
2n7wt) = =0,
cos(2nnt) A ap
. 2nmw
Sln(2n7rt) — m, Qg = 0.

Les propriétés qui vont nous servir, outre la linéarité évidente, sont les liens
avec la dérivation (D = d/dt) et la convolution (f et g sont nulles sur R_ \ {0},
donc aussi f x g, mais pas forcément en 0) :

£(D1}Hp) = pL{p) — F(0), (D = djdb),

cf / f(w) du}(p) = %E{f}(p),

£{D" F}(p) = L) - 3 o DR (0),
k=0

L{f*g} = L{f}L{g}
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Démontrons le premier point en intégrant par parties :
“+oo Joo
| et syt = [ew-p 500
0 . 0
- [ Crewm) s a
0 oo
= fO+p [ (e-p) SO
0

Le deuxiéme est une conséquence du premier. Si :

F(t)z/of(u)du, F0)=0, DF=f

on a: .
HFYp) = 2 LS} P).

Le troisiéme se prouve par récurrence sur n. Elle est vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée pour n — 1 :

L{D"f}p) = pL{D"'f(p)} — D" 'f(0)

= p (p””li(p) - z_:p”*’“*zD'“f(O)) — D" 1f(0)
k=0
= p"L(p) - Y_p"'TFDRF(0).
k=0

Démontrons le quatriéme point :
el = [ exolpt) ([ =) gl du)
= //R2 exp(—pt) f(t — u) g(u) dudt.

Posons v =t +u, t =v — u, dt = dv — du, dudt = dudv puisque dudu = 0 :

L{f*g}(p) //Rz exp(—p(u +v)) f(v) g(u) dudt

= /exp(—pv) fv) dv/exp(—pU)g(U) du
R R
= L{f}{p) L{g}(p).

Les deux premiéres relations sont utilisées pour intégrer les équations diffé-
rentielles linéaires & coefficients constants. La transformation de Laplace appli-
quée a une telle équation :

y" iyt aoy = f
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donne :
(P" + an1p" " o+ ag) L{y} — e = L{f}
ol ¢ est une combinaison linéaire des dérivées de y en 0, données par les condi-
tions initiales, d’ou :
L{f}+c

L =
) PP+ ap—1pt Tt 4t ao

et y est donnée par la transformation réciproque. En fait, on décompose en
éléments simples, figurant sur les tables, ce qui permet de revenir a y par lecture
de ces tables de droite & gauche.

Les racines du polyndéme caractéristique :

P(p) =p" + an_1p" "+ +arp+ao
sont réelles ou complxes conjuguées. La transformée de la fonction exp(at) étant
1
égale & —— une racine réelle r donne exp(rt). Un couple de racines complexes
—a

conjuguées ay *+ ¢ donne :

exp((ag + ifx)t) + exp((ayg — iBy)t)

exp(axt) (exp(ifrt) + exp(—ifit))
= 2exp(agt) cos(Bit).

Remarque : si la partie réelle d’une racine, r ou ay, est négative, I’exponentielle

correspondante tend vers 0 quand t tend vers 'infini, si elle est nulle, 'expo-

nentielle est constante ou périodiques, et si elle est positive, I’exponentielle tend

vers l'infini. Cette remarque est utile pour étudier la stabilité des filtres (dans
les transmissions).

Exemple. L’équation y"” + ay’ + by = f est transformée en :
(»* +ap +b)Y — (p+a)f(0) - f(0) = F

d’ou : ,
F+(p+a)f(0) + f(0)
p’+ap+b

Y et F étant les transformées de y et f.

Y =

Ainsi, I’équation différentielle :
y" +4y =sin(t), y(0) =0, y'(0) =1

est transformeée en :
P +4)Y =

1
R

d’ou : 1 )
Y = +
P+ 1)(p*+4) p*+1
1/3 2/3

pPP+1 p?+4
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et le résultat, lu dans les tables : y = = (sin(t) + sin(2t)).

Wl =

Pour I’équation différentielle :
y'+2y' +2y=0, y(0) =0, y'(0) =1
la transformation de Laplace donne :

B 1 _z'( 1 1
TP 42p42 2 p+14d pH+l—i

),

d’ou : )
i
y= 3 (exp(~1 - i)t) ~ (exp(~1+i)1)
et y = exp(—t) sin(t).
La dérivée de exp(iwt) est iw exp(iwt) ; on a donc :

L{iw exp(iwt)} = iw L{exp(iwt)} = p L{exp(iwt)}

d’ott I’'on déduit que, dans le domaine trigonométrique, p = i w.

Si les limites de f existent, on a :

limp £{f}(p) = lim f(2),
limp £{f}(p) = lim £(2).

On a en effet p L(p) = L{f'}(p) + f(0) et :

L{f'}(p) f'(t) exp(—pt) dt

R4
= [f() exp(—pH)];™ + /R + %f’(t) exp(—pt) dt

0 sip — 400,
f(4+00) — f(0) sip—0.

Les deux relations de translation suivantes découlent de la définition :

L{f(t—10)}(p)
L{f}(+ po)

exp(—top) L{f}(p),
L{exp(—pot) f(t)}(p).
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8.2 Transformée de Laplace des distributions

Notons D!, 'espace vectoriel des distributions & support dans R,. Il est
évidemment stable par convolution.
la transformée de Laplace d’'une distribution T' € D', est la fonction C*° :

L{T} : 2z < T,exp(—zt >,

d’ou :
L{T"} : 2+ — <T,—zexp(—zt >= 2 L{T}.

Ainsi, £{6} = 1 et, par récurrence £L{6("} = 2"

1

Toc> 1es définitions

Si la distribution est réguliére, c’est-a-dire si T' = f~, fecl
coicident : £{f} = L{f}.

Une fonction f € C° est la transformée de Laplace d’une distribution si
|f(z +iy)| exp(—zt) € L' (Ry).

La propriété suivante est trés importante :

VT € D'y, VO € Dy : L{T O} = L{T} L{O} = L{Ox T}

En effet Tx© € D! et :

L{T*x0O)} = <T(2),<0O(s),exp(—(z+ s)t >>
<T(z),LO exp(—(z + s)t >

LO < T(z),exp(—zt >

= L{O}L{T}

L{T} L{O}

= L{OxT}.

8.3 Inverse de convolution, méthode de Green

Soit ® = U x T une équation dans laquelle T est un opérateur différentiel
linéaire non nul et U une distribution inconnue, et nous supposons l’existence
des transformées de Laplace. S’il existe une distribution notée T*~! telle que
T % T*~! = §, élément neutre de la convolution, T*~! est I’inverse de convo-
lution de 7', sa solution fondamentale ou sa fonction de Green. Si T est &
coefficients constants, l'inverse existe (théoréme de MalgrangeE]-Ehrenpreis.
L’équation est dans ce cas équivalente A U = @ «T* 1 =T*"1 x 0,

La transformée de Laplace de I’équation @ = U x T est :

L£{©} = L{UIL{T},

9. Bernard Malgrange (né en 1928), mathématicien francais.
10. Leon Ehrenpreis (1930-2010), mathématicien américain.
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d’ou : (o
iy = £193
£{T}
On obtient U par transformation inverse, ce qui n’est pas forcément aisé.
Voyons un exemple trés simple, le probléme de Cauchy :

Y (t) = H(t)y(?),

Y +ay =0,
Y (0) = Yo = yo-
Comme Y'(t) = H(t)y'(t) + yod, puisque y(¢)d = yod, le probléeme s’écrit :
V+aY =H(y +ay) +yo0 = yod
ou encore :
(61 +a5)*Y = y05
On a donc, si £L{Y} existe :
L{yod}
L{d" + ad}
Yo

p+a
= yoL{H(t) exp(—at)}

et Y = yoH(t) exp(—at). L’inverse de convolution de ¢’ 4 ad, dans Dp,, est en
effet égal & H(t) exp(—at), car :

L{Y'}

(6" + ad) xH(t)exp(—at) = (H(t)exp(—at))' + aH(t) exp(—at)
= gexp(—at) — aH(t) exp(—at) + aH(t) eXp(—at)

Donnons quelques inverses de convolution utilisés dans la résolution d’équa-
tions différentielles et surtout d’équations aux dérivées partielles.

8.3.1 Oscillateur harmonique

Voyons le cas de 'oscillateur harmonique d’équation :
X" +2aX' +w?X = f,
a < w étant un coefficient d’amortissement. Cette équation s’écrit :
(6" +2ad’ + W) x X = f
et sa transformée de Laplace est :

(p” + 2ap + ) L{X} = L{f}
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d’ou :

LX) = L} g
En posant a®> —w? = —b%,0n a :
1 PR R N
p2+2ap+w? 26 pt+a+ib p+a—ib
o 1 i i
E{X}:%ﬁ{f}(p-l-a-l-ib_p-l-a—ib)
Comme :

L{H(t) exp(—at) = p-ll-a

on obtient la solution particuliére :

X(t) =

20
H(t) exp(—at)

! H(t) exp(—at) (exp(—ibt) — exp(ibt)) x f(t)

sin(bt)
2b

* f(t).

La solution générale de I’équation homogene (f = 0) est :

X(#)

avec b= vw? —a?, A=

Pl (p +pg)fig):w)§'(0))
= exp(—at) (Asin(bt) + B cos(bt))

X'(0) — aX(0)

- , B = X(0).

8.3.2 Equation de la chaleur

Considérons une tige métallique illimitée, de coefficient de diffusibilité a,
dont la température au temps ¢ au point d’abscisse x est O(z,t); la condition
initiale est ©(z,0); W(x,t) désigne un apport extérieur de chaleur au temps ¢

au point d’abscisse x.

Sans apport extérieur, le flux calorique en un point d’abscisse x est propor-

tionnel & la variation locale de température, ———, le signe moins provenant du

fait que les calories vont des particules plus chaudes vers les moins chaudes. La
variation temporelle de température en un élément de la tige est proportionnelle
a la différence entre le flux entrant et le flux sortant, donc a la dérivée en x du

flux.

O(x,t) obéit donc & ’équation de la chaleur :

0 0?
a@(ﬂ]’,t) — G@G(m,t) = 0,
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On a en posant O(z,t) =H(t)F(z,t) :
g@(:ﬂ,t) - a%@(w,t) = F(x,t)6(t) + H(t)(gF(ZU,t) - a%

ot a1 Fla,1)
— F(2,0)8(1).

Ceci peut s’écrire, en rajoutant la source extérieure de chaleur :
(5'(t) - a5"(w)) % O(z,) = F(z,0)6(t) + H(t)w(z, )

d’ot, le produit de convolution étant commutatif :

O(z,t) = (6’(t) - aé”(a:))kl * (F(z,0) 8(t) + H(t)w(z, 1))
Cherchons donc l'inverse de convolution A de §'(t) — ad”(z) :

(5'(t) — ad" (x)) * A = 8(z) ® 8(t)

sous la forme H(t) f(z,t), c’est-a-dire :

£(,0) @ 6() +H(t) (8'(1) = 08" (2)) * f(,1) = 6(2) @ 8(2).
nous devons donc trouver une fonction f(z,t) telle que :

ft{_afglcl’z :07
f(2,0) = 0d(x).

La transformée de Fourier en z de f(z,t) doit donc vérifier :

S FF0)(6) + a5’ Fu (12, )(5) = 0.

S2

La transformée de la gaussienne exp(—bz?) étant la gaussienne \\/fi exp(—@),

nous sommes amenés a poser :
Fol f(2,6)}(s) = Aexp(—ats?)

puisque : 5
57 M@ 1)} (5) = —as” Fo{A(, 1)} (5),

1

d’ou f(z,t) par la transformation inverse 2—]-"@, la fonction étant paire (5.6).
s

On obtient :

(X, AeRr.

flz,t) = A ex
W P gt
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Il reste & voir si }in(l) f(z,0) = 6(z). Pour z > 0, f(x,0) = 0, 'exponentielle
—
I’emportant sur la fraction rationnelle, et lirr%] f(z,0) = 400. On obtient bien
T—

une suite de Dirac en x pour A = 1 puisque, quelque soit ¢ > 0 :

flz,t)de = A.

Ry

On a donc finalement :
exp(—%t)
O(z,t) = (F(:U,O) S(t) + H(t)w(a:,t)) *H(t) — at

Si F(z,0) = Fy et w = 0, on vérifie que O(x,t) = Fy pour t > 0 :
(v —s)?

O(z,t)
(1) 2\/ amt 4at

)ds,

X (z—s)
d’otll, en posant u = , ds = —v4atdu :
P Vdat

/\/ératexp u?)du = Fy (car /Rexp(—uz)du = 7).

O(z,t)
(=, ¢) 2\/a7r

Voyons quelques applications, avec a = 0, 25.

(1) Supposons que F(z,0) =200siz € [-1,1], F(z,0) =0six ¢ [-1,1], et
que w=0. On a pourt >0 :

Oz, t) = \1/% 1exp(—(x_ts) ) ds
= 50 (erf(L\_/;l) — erf(w\;;));

erf désignant la fonction d’erreur :
erf(z) 2 /Ie p(—2?) dx
= — xp(—
VT Jo
b
/ exp(—z?)dr = g(erf(b) — erf(a))
a

dont les valeurs sont données par une table. Cette fonction est impaire, et
erf(+00) = 1. Quand t — +00, O(x,t) tend vers 0. Ainsi ©(0,10%) = 0, 11.
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1
Etudions ’évolution de la température en z = 0 : ©(0,¢) = 100erf(—) :
Vit

100
I\
60
40

20

0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Voyons les courbes de températureent =0,t=1ett =4:
A

o(z,0) 100

60

-2 -1 O 1 2 3

Comme il n’y a pas échange de chaleur en z = 0, en se restreignant & x > 0
on obtient le cas ou la tige est la demi-droite R .
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(2) La tige étant illimitée, posons Wi, (z,t) = 100 H(¢)II,,(z), II,,(z) = n si
x € [-1/n,1/n], II,(z) = 0 sinon. Reprenons les calculs pour ¢t > 0 :

10011,
O, 1) = W*exp(—ﬁ/t)
a0 —(z —5)?
= NeT RHn(S)eXP((t))dS
50 [rti/n —u?
= NeT y nexp(T)du.

a2
On intégre entre —1/n et 1/n une quantité équivalente a n exp(T) quand
. ) . 100 —z? ,
n — oo, et la limite est donc égale & — exp(——). Or II,, est une suite de
Vvt t
Dirac : sa limite quand n — oo est (x). D’ailleurs :

100 —z? 100 —z?
5 = .
T ko) = T ()

On vérifie que la quantité de chaleur dans la tige au temps ¢t > 0 :

/ O(z,t) dr = 100t
R
est égale & la quantité de chaleur distribuée.

(3) Etudions le cas ou la tige est de longueur 7, en s’inspirant de la méthode
historique de Fourier.

Etendons O(z,t) & R, en une fonction paire, continue, C* par morceaux
(t >0, x # kn) et 2m-périodique en x :

O(z,t) = Z fn(t) cos(nz).
neN

Le fait que © soit paire annule le flux de chaleur en £ = 0, et en z = ,
puisque O(7_,t) = O(—m,,t) = O(m,,t. Comme :

8 =3 1) cos(na)
ncN
9°0 .
Frinie Z fn(t)n? cos(nzx)
neN

on doit avoir :
fn(t) = =0,25n%fu(t),
d’ott f,,(t) = A\, exp(—0,25n%t), et :

O(z,t) = Z Ap cos(nz) exp(—0,25n°t).
neN
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Quand t — 0, O(z,t) tend vers O(z,0) = Z An cosnzx, de sorte que les A,

neN
sont les coeflicients de Fourier de O(z,0) :

1 s
Ao = f/ ©(z,0) dx,
T Jo
2 ™
An = f/ O©(z,0) cosnz dz.
T Jo

Quand t — oo, exp(—0,25n%t) — 0, et et O(z,t) — Ao : la chaleur tend &
étre uniformément répartie sur la tige.

Supposons que O(z,0) = 100 si z € [0,7/10] et ©(z,0) = 0 si z > 7/10. On
a dans ce cas :

1 7\'/10
Ao = f/ O(z,0) dz = 10,
T Jo
9 w/10 9
An = f/ ©(z,0) cosnz dr = 200 sin(nm/10).
™ Jo nm

Si n va de 0 & 100, on obtient I’approximation :

200 X 1
O(z,t) =10+ — = s 10 —0.25n%t).
(z,1) + - Z - sin(nm/10) cos nx exp( n’t)

1

Pour ¢t = 0, cette expression donne pour z € [0,7/10[ des valeurs proches de
100 : 97,99 en 0, 109 en 7/11, 49,51 en w/10, —7,94 en /9, puis des valeurs
inférieures a 1.

On obtient ensuite, aprés 2s et 10s et aux abscisses kn/5,dek =0ak =10:

23,66 20,37 11,49 4,42 1,18 0,41
11,61 11,31 10,50 9,50 8,69 8,39

9 Compléments

9.1 Caractérisation des distributions singuliéres

Remarquons d’abord que d, d’ordre 0, est la dérivée d’ordre 2 de la fonction
continue sur R XH : z — max(0,z), que H, d’ordre 0, est la dérivée premiére
de la méme fonction. Nous allons démontrer la caractérisation suivante :
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Soient K un compact de RN, T € D' d’ordre pg sur K, et :
D(K) ={¢ € D|Supp(¢) C K}.

11 existe alors une fonction continue f sur RY telle que Tk = f(pK+2).

Il existe une constante Cx € Ry (cf. 3.4) telle que, pour toute ¢ € D(K) :
<T,6 > < Cxl|g")]|oc.

On a une application linéaire :
8@ = [ # 0 dt = us(o ) (z)

PIPRGRS 3 —_ .
d'ott, siv=1ugo---oup, :

¢(z) = v(¢P+V)(z).

D’autre part :

1679]le < sup] / 6o+ (1) ]
< / 6@ D (1) dt
R
< (D,

d’ou :
<T,p>=<Tov, P+ >

et T ov est une forme linéaire continue pour la norme || ||; sur le sous-espace de
L (K) formé des dérivées d’ordre py + 1 des fonctions de D(K). Elle se prolonge
en une forme linéaire continue (pour la norme || ||1) sur L;(K) (théoréme de
Hahn-Banach).

Il existe une isométrie linéaire surjective de I’espace des fonctions mesurables
bornées sur K, Lo (K), sur I'espace des formes linéaires continues sur Lq (K) :

Loo(K) — Li(K)
g lg:fb—>/f(t)g(t)dt

de sorte qu’il existe une fonction g mesurable et bornée sur K, que 'on peut
prolonger & R par 0 hors de K, telle que :

<T,¢>=<g,¢P+) >=(~1)pett < gt g >
Si on pose :

f est continue sur RY et f(pK“) =gt =T
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9.2 Formule sommatoire de Poisson

Si ¢ €S et siP est le peigne de Dirac de période 1 :

Y 6n) = é(n)

n€eZ neZ

<P,p>=<P,p>=<DP,p>

Démontrons la premiére égalité.

La fonction ¢ étant & décroissance rapide, il en est de méme de la fonction
Y(x) =3, ez #(x + n), périodique de période 1. La convergence est normale et
on peut écrire, les ¢, désignant les coefficients de Fourier :

() = /Z¢ x + n) exp(—2impz) dx

nez

= Z/ ¢(x + n) exp(—2inpx) dx

nez

= Z/ x) exp(—2impz) dx

nez
= o(p).

La série de Fourier de ¢ convergeant normalement vers ¢ (théoréme de Di-
richlet), on a pour tout z :

> () exp(2impr) = ()

pEZ
c’est-a-dire :
Z é(z +p) Z ¢(p) exp(2impz)
PEZ PEZ
et pour z =0:
> o) =D )
PEZ PEZ

La démonstration est encore valable hors du cadre des distributions, lorsque
¢ est de classe C? et que, pour tout z, |¢p(z)| < (1 + |=|*)~1, a > 1.
La seconde partie est une conséquence immédiate de la premiére :

Yon)=<P¢>
Yp(n)=<P,p>=<P,p>.

Le peigne de période 1 est donc invariant par la transformée de Fourier, et
pour 6 > 0 :
Py = 9_1P9—1.

On peut aussi remarquer directement que, Vn € Z, <5An = exp(—inst) = dy,.
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9.3 Egalités de Parseval et de Plancherel

Dans ’espace de Hilbert H de base hilbertienne (e, () = exp(2imnz))nez,
ona:

ch ena n(f):< en, f >

d’out I'identité de Parseval :

/0 0 ‘“:/0 ea(F)Pdt =3 len(f)

I'identité de Plancherel : R
A1 = 117115

9.4 Exemples de distributions sur R?

Nous avons en théorie travaillé dans R, mais les exemples étaient en di-
mension 1. Donnons—en quelques-uns en dimension 2.

Si f € £],.(R?), on a la distribution réguliére f.

Pour obtenir une distribution & support compact, on peut faire le produit
tensoriel de deux distributionsd support compact sur R :

<0(z,y), (x,y) >=<d(z) @4(y), ¢(z,y) >= ¢(0,0),

Oou encore .
<H(z,y), d(z,y) > =< H(z) ® H(y) / $(z, y) dedy.

On peut également utiliser la fonction caractéristique (X) d’une sous-variété
compacte de R?; si par exemple B est la boule de rayon 1 centrée en (0,0), de
bord C :

< XB;d’(m;y) > = /qu(xay) dl’dy,

<xc,o(x,y) > = ¢(cos b, sinb) db.
0

Si f est une fonction mesurable & support compact, f est une distribution a
support compact.

Cherchons P'inverse de convolution de I’'opérateur de Laplace, ou laplacien,
22 0 |
e w + aiyz, sous la forme @ — cln(a;Q + yZ) .
AxIn(a® +y?) = 8(x,y).
2 2

Comme (68— + %) In(z2 + %) = 0 pour (z,y) # (0,0), le support de la

distribution est {(0, 0)} approchons cette distribution par la distribution :
0, = cln(z?® + y* + a?).
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On a:

4a’c

Al y) O = 0(@,y) ¥ A = a5 mys

. dxdy
I = AO, = 4¢2 ey
/RZ O.(z,y) dedy a c//R2 CEFSEEwEL

soit en coordonnées polaires :

resae [
Rk

puis en posant p? = v :

. +oo d —1 7t
47mzc/ 71} = 47?020[7‘] )
o (v+a?)? v+a?lo

1
d’ott I = 4mc. On prend donc ¢ = o et I'inverse de convolution cherché est :
m

1 . .
A = ZIn(z? + ¢?).
4
La solution générale de I’équation A¢ = 1) dans S(R?) est donc :

0e,9) = -0 +9%) % 9(e,9) + h(z,y)

ol h est une fonction harmonique (Ah = 0) de S(R?).

10 Exercices
10.1 (A) Sur les distributions

(1) Calculer les dérivées successives de m

(2) Existe-t-il des distributions telles que Supp(T) = {0} et < T, ¢ ># 0
bien que ¢(0) =07

(3) Comparer DH (dérivée au sens des distributions) et DH (dérivée au sens
des fonctions).

(4) Caractériser les T' € D'(R) vérifiant :
(a) 2T (z) =0,
(b) 2T (x) = 1.

(5) Montrer que T' = 0 équivaut a T = A1,
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(6) Evaluer X¢'.

(7) Résoudre les équations :

(a) fT' =0,
(b) XT" =6,
(¢) XT'=T.

1
(8) Evaluer pr(ﬁ)' Résoudre XT' = —T.

1
(9) Construire la distribution pf(ﬁ), partie finie de 1/X™ et calculer sa
dérivée.

1
10 lculer Xpf(—).
(10) calculer p(X”)

(11) Les distributions Vp(%), pf(%), f pour f(z) = Inl|z|, f(z) = 2",

f(z) = exp(z), sont-elles homogenes ? si oui, de quel ordre ?
(12) Donner les degrés des distributions homogénes de support {0}.

(13) Montrer que §(x1,...,2y) est homogene de degré —n.

10.2 (B) Sur la convolution

(1) Peut-on définir H(z)xH(z) ? H(z)xH(—2) ? H(z) exp(—|z|) ?
(2) Si f est la fonction caractéristique de [0, 1], évaluer ¢’ * f
(3) Calculer &' % &', 8 % sin, 6" x H.

(4) Peut-on écrire d x X = Hx 17

10.3 (C) Sur la transformation de Fourier

(1) Calculer F(f) pour f(z) = exp(iaz), f(z) = cos(az), f(x) = sin(azx).
(2) Calculer les transformées de Fourier de (a) lfnv*, (b) X7, (c) X7.

(3) Calculer la transformée de Fourier de f(x) = exp(—alz|), a > 0.

(4) Calculer la transformée de Fourier de f(z,y) = exp(—mn(a?z? + b*y?)).
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10.4 (D) Sur les distributions tempérées
(1)SiT eS8 est-ceque T € §'?

1
(2) La distribution vp(y) est-elle tempérée ?

(a) f(z) = cos(exp(z)),

(b) f(z) = exp(x) cos(exp(x)),
(c) f(z) = z™ exp(x) cos(exp(z)),
(d) f(z) = H(z)z exp().
sont-elles tempérées 7

(4) La distribution 7' : <T,¢ >= 3", ¢(nwzo) est-elle tempérée ?

10.5 (E) Sur la transformation de Laplace

(1) Calculer les transformées de Laplace de H, de ¢', §", exp(—at), sint, cost,
sht et cht

(2) Calculer les inverses de convolution de H(x) exp(z), de H(z) exp(izx), de
H(z) sinz, de H(x) cos .

(3) Calculer I'inverse de convolution de 6" — 2ad’ + bd.
(4) Résoudre l'équation T =T =§', T € D'
10.6 (F) Sur les distributions dans R?

(1) Donner l'ordre et le support de la distribution < T, ¢ > = / é(z, 2?) dz.
R

Existe-t-il une fonction f continue telle que f: T?

1 ~
(2) Si f(z) = S f est-elle une distribution ?
(3) Calculer I'inverse de convolution de I'opérateur différentiel A = a—x—m 3

(4) Montrer que, si f(z,y) = In(z? + y2) pour (z,y) # (0,0), f est une
distribution tempérée. Calculer la distribution A(f), A étant le laplacien.

11 Correction

(X et p désignent des scalaires quelconques.)
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(A.1) La dérivée de m est la distribution signe S. Celle de S est 24...

(A.2) Si ¢ est une fonction-plateau valant 1 dans un voisinage de 0, et si
P(x) = zd(x), ¢ Sannule en 0, et < &', >='(0) = 1.

(A.3) La dérivée de la fonction H est la fonction nulle de £}, et donc H' = 0,

loc
alors que la dérivée de la distribution H, HI, est 4.

(A4) (a) 2T(x) =0, T #0. Si E ={¢ € D(R)| #(0) = 0}, la multiplication
par z, X, est un isomorphisme de E, puisque X ¢ et X ~'¢ appartiennent & F,
et :

< XT,p>=<T,X¢p>=0

montre que T' s’annule sur E, de sorte que son support est {0} et qu’il existe
m € N et des scalaires \; # 0 tels que :

T= Y X'

0<i<m

Les fonctions ¢, () = 2"¢(z) sont telles que ¢V (x) =0 pour 1 <i <n —1 et
#™(0) = n! $(0). On a donc pour toute ¢ € D(R) :

0=<T, ¢n >= Apnm! ¢(0),

et donc A, = 0. On recommence avec m — 1... jusqu’a 1, et il reste T' = Agd.

~ 1 1
(b) XT = 1. On connait la solution T' = vp(y). On a donc X(T—vp(y)) =
1
0,et T =vp(=)+AJ.
et T =vp() +

(A5) Si T' = 0, F(T') = 0, or F(T") = 2in sF(T), d'oir F(T) = AJ et
T = .

(A.6) Evaluer X¢'. De :
<X§ p>=—-<6,(X9) >=—<§X¢'+¢>=—¢(0)
on déduit que X o' = —4.
(A7) (a) fT"=0, f € C®°(R). On a:
<fT¢>=<T ., fo>=<T,f¢'+ f'¢>=0,
ce qui équivaut & la condition : les intérieurs des supports de T et de f sont

disjoints. Ils peuvent se toucher, car en un point commun f a toutes ses dérivées
nulles.
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(b) XT'" = ¢. On a la solution T = ¢, dou X (T —6)' = 0, (T —3)’ = A,
T—6=MH+pul,et T =0+ AH+ pl.

(¢c) XT' =T. Toutes les solutions sont de la forme T' = .

i 1
(A8)SiT = pr(ﬁ)’ on a:
1
<T,p> = < Pf(ﬁ)a)ﬁﬁ >
= lim€_>0+ M d,]f
Tz>e€ T
= < 1 ¢ >
= VpX’
et donc T' = (i)
=vp(%)- 1
Les solutions de X7" = —T sont T = /\Vp(f)'
(A.9) Considérons, pour € > 0, 'intégrale ﬁi) dz. Elle converge, mais
lz]>e T

que se passe-t-il quand € — 0+ 7
Il existe €g > 0 et une fonction 1 € C*([0, o)) telle que, pour z € [0, €], on
ait :
2 n—1

#(z) = ¢(0) + 26" (0) + = ¢"(0) +--- +

2!

U 0(0) + 2" ()

et, pour 0 < e < ¢ et I = [e,€q] :

/ () dzx = "i / oV (0) dz + P(z)dx
|

n | pn—3
aler ® =0 aler 212 laler

Cherchons la partie divergente, div,(¢), de cette intégrale quand € — 0+. L’in-
tégrale des fonctions impaires est nulle. On obtient :

—1 94
‘ B n (29 (0)
d1V2n(¢) =2 par (2n _1_ 2]) (2])' 62717172,]'
S 91 (0)

div: =2 i
1V2n+1(¢) = (2n — 1= 2!7) (2] + 1)! e2n—1-2j5’

et dans tous les cas :

<) 6> = lim (/I|>€¢(x)dx—divn(¢))

Xn e—0+ Al
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avec : )
¢(1)(0)
(n=1—j)jlen=t=d"

diva(¢) =2 )

j<n—1
J=n mod 2

Calculons la dérivée de pf( X12 ) =Toy,
<Typ¢> = —<Ton,¢' >
_ . ¢'(x) : /
o #(2) o) Ha)
x x)1—¢
de = 2 d
/{EZE xr2n z |:$2n ]e + n/|:t|> x2n+1 z
et : .
p(—€) —d(e) _ l (S ¢(2j+1)(0) 2j+1
e2n T en jzz:o (27 + 1)| € + 0(6)'
On a donc :
) 92D (0)

<T3., 0> = 2
o @ ;) (25 + 1)!e2n—2i— 1+(2]) I(2n —2j — 1) e2n—2—1

¢(z)
2 d
n/|> o
() [ o
2 _2 d
”Z @+ D1Cn—2j—en—2j—1 [y 221 ™

d’ou Ign ::——2n1§n+1.

Un calcul similaire montre que Ty, _; = —(2n — 1)T5,.

On a donc pour tout n € N :

1
D pf(ﬁ) =-n pf(w)
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(A.10)

< opi(555), 6(z) >

I
AN
ke}
;Q

)Xo >
z(x)

e—0+ |z|>e "

I
g:

dz — div,(z¢(z))

LI

oz ) )
dr — 2 ; 1) jle—1

k<n—2
j=n—1 mod 2

= <pf() 0le) >
1 1
Finalement xpf( X”) :pf((ﬁ)).

(A.11) Rappelons que T est homogéene de degré n si 2T (x) =nT;
1 1 1
T = vp( ), T' = —pf(ﬁ), T’ (z) = —vp(y); T est homogene de degré
_1;

1
), XT' = —npf(—

= ), et T est homogeéne de

1 1
- pf( Xn Xn+l
degre —
~ 1
n le, f=vp(5); o
Il est immédiat que, si f(z) = 2™, n € N, f est homogéne de degré n, et si

f(z) = exp(z), f n’est pas homogéne.

), T" = —npf(——

et fn’est pas homogéne.

(A.12) Si T est de support {0}, elle est égale a Y, apd®), et sa dérivée a
> apd* TSI T =6k XT' = X6++Y et on a

< X6 6> = < s Xo >
_ ( 1)k+1 < (5, (X(z))(kJrl) >
(—1)k+1 ¢k (0)

d’ot Xo¥HD = (1)1 5(*) et a;6%) est homogene de degré k + 1.
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(A.13) Sid =60(zy,...,2n) et & = (21,...,2pn), 0N & :
)

< xia—xi,qb = < Tm,miqb(x) >
= - < b)) >
= —<6,¢9(x) +mi§Z >
= —<6,¢9(x) >
et, en sommant sur ¢, on obtient :
zi:mi aa—ai =-nd
ce qui prouve que §(z1,-..,T,) est homogene de degré —n.

(B.1) H n’appartient pas & L!, mais :

HxH(s) = /RH(x)H(s —z)dz (0<z<s)
= sup(0,s)
= sH,
et HxH=XH.
Hal_(s) = /RH(a:)H(x _$)dr (H_(z) = H(—z))

Si f(z) = exp(—|z]) :
Hx f(s) = /R exp(—|z — s|) dz

s +oo
= / exp(z — s)dz + / exp(s — z)dz
0 s
= 2—exp(—s).

Ceci montre que le critére portant sur les support des distributions (4.7.2),
suffisant, n’est pas nécessaire.
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(B.2) Si f est la fonction caractéristique de [0, 1], on a :

<fxdp> = < f2),<d ) dlx+y) >>

= < f(z), <), ¢ (x+y) >>

= <[f(x),¢'(z) >

= /0 ¢ (z) dz >
o(1) — ¢(0)

et donc f*d' =& — &g (= f7).

(B.3) On peut faire, comme pour B.2, le calcul direct, ou utiliser la relation
(TxO) =T'x0=T*x0" (4.7.2) :

%y = %6 = &,
0'xsin = dxcCcosS = COs,
MxH = d6%x6 = 4.

(B4) On a 8 x X = DX = 1, mais H X n’¢tant pas défini, ni d’ailleurs
H %1, on ne peut utiliser la relation ci-dessus.

(C.1) F(f), f = exp(iax) (distribution tempérée).
Comme 0, = exp(—iat) (6.3), on a (5.6) :

b, = F A @D(iat)) = - F(@D(—iat) = - F(eiat)

et F(exp(iax)) = 27 d,.
On en déduit :

Fl@s(ar) = 5 (0 +0-0)
et : o 1
F(sin(azx)) = Z(éa —d_q)-
(C2)
(a) F(In™).

~ 1
Nous avons vu que la dérivée de In* est vp(y) (4.5). De (6.3) :

Fp(=)) =ir

Fiw') = isFp(x)

on déduit que f(lfr;;) =—7s8S.
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De D f: —zfl, ou fi(s) = sf(s) (5.2.1), on déduit que :
F(Xf)=iDf.

(c) }'(%) (distribution tempérée).
On a vu que 1 = 276 (6.3). Ensuite, d’aprés (b), on a X = 2iwd’, puis, par

récurrence, X" = 2i"wd(")

(C.3) (F(f), f(z) = exp(—alz]), a > 0, f € L}(R).

0 “+ oo
F(f) = / exp(—isz + ax) dz + / exp(—isz — az) dx
o o
_ 1 1
T a—is —a—is
_ 2a
a2+ 8%

(CA) f(z,y) = exp(—(a’a? + b?y?).
f(s,t) = //}1{2 exp [ — (a®z? +b*y®) —i(sz + ty)) dzdy

= /exp —a’z? —isx) da:/exp(—bzy2 —isy) dy
R

T 5?2 m t? )
= exp(— 42) 0 exp( 4b2) (Voir 5.3.)

s 52 t2

fap] P ~ )

D)TeS=T€8?
Par définition, si ¢ € S, ¢’ € S. Comme < T, ¢ >= — < T,¢' >, T' est
tempérée.

1 —_—
D.2) Comme vp(—=) est la dérivée de In* qui est tempérée (In est & crois-
X

sance lente), elle est tempérée (D.1).

(D.3) (a) La distribution associée & f(x) = cos(exp(x)) est tempérée car

lim, o f(z)/z < 1.
(b) La distribution associée & f(x) = exp(z) cos(exp(z)) est tempérée, bien
que f ne soit pas a croissance lente, car f est la dérivée de sin(exp(z)) :

< exp(z) cos(exp(x)), d(z) >= — < sin(exp(z)), ¢ (z) >

et ¢ €8S.
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(c) La distribution associée & f(z) = z" exp(z) cos(exp(x)) est tempérée car :
< 2" exp(z) cos(exp(z)), p(z) > = < exp(x) cos(exp(z)), 2" p(x) >
et "¢ € S (voir (b)).

(d) La distribution associée a f(z) = H(z)z exp(z) n’est pas tempérée car f

est & croissance rapide.

(D) < T, > = 3 cns blnao).
Si zg = 0, la somme est infinie (si ¢(0) # 0). Si xg # 0 et si ¢ € S, pour n
assez grand |p(nxzg)| < |nxo| P pour tout p € N, la somme converge, et T' est

tempérée.

(E.1) De:
1
L(H) = /Rexp(—pt) dt = »

on déduit : £(8) =1, L(§") = p, L(EW) = p" (8.2).
De : )

p+a

L(exp(—at) = /R exp(—(a + p)t) dt =

on déduit les transformées des fonctions sin, cos, sh et ch.

(E.2) De:
£ () exp(@) = .
L1
£ () explia) =~
. 1
0@ sin) = g

on déduit les inverses de convolution, O, de T'(z) = exp(z) H(z) :

L(Tx0O) = Iﬁﬁ(@)
L£O) = p—
C) & — 0,
de A(z) = exp(iz) H(z)
L(A%O) = ;;azw)
LO) = p—i
C) o' —id,

72



de T'(z) = sinz H(z) :

1
L£(O) = p*+1
e = ¢ +0.

(E.3) Inverse de convolution de T' = §" — 2ad’ + bd.
Posons w = Va2 — b, w € C. De L(T) = p? — 2ap + b on déduit son inverse
de convolution O :

1
Le©) = p? —2ap + b’
1
_
© =L (p2—2ap+b)’

1 1 1
_ (1 _
B (Qw(p—a—w p—a—!—w))’
1
= o HE (exp((a +w)t) — exp((a — w)t)).
(E4) T" — T = 2¢' équivaut a (6" — §) » T = 24', ou encore & :
(»* = 1) L(T) = 2p,
d’ot :
2 1 1

L(T) = = — )
(T) p -1 p—-1 p+1

et finalement 7' = H(t) ( exp(—t) — exp(t)).

(F.1) Soient P la parabole P d’équation y = x2. Pour tout compact K, soit
m la mesure de K N P. Si ¢ € £, Supp(¢) € K, on a :

<T.¢p><m|¢lloo

et T est d’ordre 0. Son support est P. S’il existait f continue telle que f: T,
son support serait P qui est d’intérieur vide, et elle serait nulle sur P par conti-
nuité, ce qui est absurde.

(F.2) Si f(z) = % :
< f,qﬁ > = /Rng(l;y) dzdy
27

/0‘ esxp(-if) ( 0

Si ¢ est a support compact K, p < k, on a | < fio > | < 27k||9|]|co;

et f est d’ordre 0. Si ¢ est & décroissance rapide, on a pour p assez grand

+oo

é(psinb, pcos ) pdp) ds.
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1
lop(z,y)| < 3,0 ce qui assure la convergence de 'intégrale.
(F.3) Inverse de convolution de A = % +i ;y %

Pour z # 0, on a Az~" = 0. Ceci suggére de prendre pour inverse de convo-
lution © = Az~! pour que le support de A x © soit {0}, et que le résidu en ce
point ne soit pas nul.

On a d’abord :

<AxO,0> - < 0,49 >

_// Ap(z) dady
R2 z
puis la formule de Cauchy-Pompeiu :

//]122 = Zo = (=)

appliquée en zp = 0 montre que :

AxO =76

d’ott © = [ avec f(z) = i
Tz

(F.4) Montrons d’abord que f(z,y) = In(z? + 3?) est localement intégrable.
Elle est évidement intégrable sur tout compact ne contenant pas ’origine. Si le
compact K contient l'origine, considérons le disque D, centré a l’origine et de
rayon r; f étant intégrable sur Padhérence de K \ D, il reste a voir si elle 'est

sur D,
2m
/ In(z? + y*)dedy = / d9/ In(p*) pdp
D

2(2Inr — 1),

quantité qui tend vers 0 avec 7. ~
La fonction f étant & croissance lente, f est tempérée.

Le fait que a—f + aT/f = 0 pour (z,y) # (0,0) (f est harmonique) montre
que le support de cette distribution, si elle n’est pas nulle, est {(0,0)}.
Nous avons montré (9.4) que 47 A*~1 x §(z,y) = In(z? + y?), d(z,y) étant

I’élément neutre du produit de convolution. On a donc :

A(In(z? +y?)) = 47 §(z, ).
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Abscisse de convergence,

Coefficients de Fourier,
Continuité d’une forme linéaire,
Convoluée,

Distribution périodique, [44]
Distributions, [10]
Distributions réguliéres,
Distributions singuliéres,
Distributions tempérées, 0]
Dual (algébrique),

Dual algébrique, [5]

Dual topologique, [5]

Equation de la chaleur, [52]
Espace de Fréchet,
Espace de Schwartz,

Partie finie de 1/X?,
Partie finie de 1/X™,

Pavé,

Peigne de Dirac (Py),
Polynome caractéristique, 4§
Presque partout (pp),
Primitive d’une distribution,
Produit de convolution,
Produit tensoriel, [I9]

Saut du chapeau,
Semi-norme, [7]

Signal porte, [17]

Signe (S),

Sinus cardinal,

Solution fondamentale,
Suite de Dirac,

Support d'une distribution, [I0]

Fonct?on cz?,usale, Transformée de Fourier (distrib.), 41}
Fonction d’erreur, Transformée de Fourier (fonction),
Fonction de Heaviside, [I0 Transformée de Laplace (distrib),

Fonct%on en escalier, [3] Transformée de Laplace (fonction), 45
Fonction intégrable,

Fonction étagee, Valeur principale de 1/X,
Fonction-plateau,
Fonctions-test, [f]

Gaussienne (fonction),
Green (fonction ou méthode de),

Homogeéne (distribution),
Inverse de convolution, [50]

Laplacien, 60
Limite dans D',
Localement intégrable (fonction), [6]

Mesurable (fonction),

Ordre d’une distribution,
Oscillateur harmonique,

Partie finie de 1/X?2,
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