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1 Origine

Lors d'un changement brutal, quasi instantané, comme une percussion, on
peut étudier le phénomène lui-même, considèré alors comme di�érentiable, avec
des variations extrêmement grandes durant un temps très court, comme l'amor-
çage d'une bombe H que l'on cherche à bien comprendre a�n de l'optimiser.
On peut aussi le considérer comme un événement unique, instantané, et ne s'in-
téresser qu'à ses conséquences, ce qui est fréquent en Physique et en Chimie.
C'est ce qui a amené Dirac à inventer sa fonction généralisée �(t), nulle si t 6= 0
et dont l'intégrale vaut 1, or l'intégrale d'une fonction nulle presque partout,
c'est-à-dire sauf sur un ensemble de mesure nulle, ce qui est le cas d'un point
isolé, est nulle.

Choc de deux pendules identiques.
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Choc, énergie échangée.
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Remontée.

Si le choc des deux boules a lieu en t = 0, l'énergie de la boule de gauche passe
instantanément de E0 à 0, ce qui correspond à une variation de �E0 �. Celle de
la boule de droite passe de 0 à E0, d'où un gain E0 �. L'énergie de l'ensemble
des deux boules serait conservée si le choc était parfaitement élastique.

Quant à faire l'étude du choc lui-même : déformation continue, propagation
de l'onde de choc, déplacement des atomes, ce serait intéressant, mais c'est hors
des possibilités de calcul actuelles.

Laurent Schwarz (1915-2002) a construit un objet mathématique, et la théo-
rie associée, absolument rigoureuse, faisant disparaître cette contradiction, ce
qui lui a valu la médaille Fields. Cette théorie a considérablement élargi cer-
tains domaines, comme la dérivation, l'analyse de Fourier, les équations aux
dérivées partielles.

L'invention de Dirac revient à accepter une mesure � telle que �(f0g) = 1
et �(E) = 0 pour toute partie E de R�. C'est une mesure de Radon 1.

1. Johann Radon (1887-1956), mathématicien autrichien.
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2 Quelques rappels

Un compact de RN , N désignant toujours un entier supérieur ou égal à 1,
est une partie non vide fermée et bornée. Un singleton est compact. Un compact
K de R est inclu dans l'intervalle (compact) [infK; supK].

Les projections étant continues et l'image continue d'un compact étant com-
pacte, un compact K de RN se projette sur les axes en Ki � [ai; bi], et donc
K �Q[ai; bi].

Rappelons un minimum d'intégration de Lebesgue 2.
Dans R, la mesure d'un intervalle ]a; b[, ou [a; b], est égale à b� a.
La mesure d'un pavé [a1; b1]� : : :� [aN ; bN ] de RN est égale au produit des

(bi � ai) (que les intervalles soient fermés ou non). La mesure d'un nombre �ni
ou dénombrable de points est nulle. Ainsi, la mesure de Z � R est nulle.Mais il
existe des ensembles non dénombrables de mesure nulle. Un sous-ensemble d'un
ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

L'ensemble vide ; 2 RN est de mesure nulle, celle d'une partie bornée est
�nie et celle de RN est in�nie.

La mesure d'une réunion �nie ou dénombrable de parties mesurables de RN ,
deux à deux disjointes est la somme des mesures de ces parties. Elle est nulle si
ces parties sont toutes de mesure nulle. Nous obtenons ainsi un ensembleM de
parties mesurables.

Soit A une partie de RN n'appartenant pas à M. Sa mesure intérieure,
��(A), est la limite supérieure des mesures des éléments de M inclus dans A,
et sa mesure extérieure, �+(A), est la limite inférieure des mesures des éléments
de M contenant A. Si ��(A) = �+(A), A est mesurable, et sa mesure, �(A),
est la valeur commune.

Soit B(RN ) le plus petit ensemble de parties de RN contenant les ouverts,
stable par complémentation (il contient donc les fermés) et réunion �nie ou
dénombrable, ainsi que les ensembles de mesure nulle. Ainsi, Les éléments de
B(RN ) sont les parties mesurables de RN .

Une fonction f : RN ! R (ou C), N � 1, est mesurable si l'image réci-
proque de toute partie mesurable est mesurable (ou si elle est presque partout
limite simple d'une suite de fonctions continues).

Une fonction étagée e est une fonction mesurable ne prenant qu'un nombre
�ni de valeurs ei 6= 0, 1 � i � n. On pose Ei = fx j e(x) = eig ; les Ei sont
mesurables, de mesure mi. L'intégrale de Lebesgue de e est par dé�nition :Z

e(x) dx =
X

1�i�n

miei:

Si l'un des deux, mi ou ei, est nul, miei = 0, même si l'autre est in�ni.
Une fonction en escalier e est une fonction étagée dont les Ei sont des

produits d'intervalles [ai; bi], de mesure �i. L'intégrale de Riemann 3 de e est

2. Henri Léon Lebesgue (1875-1941), mathématicien français.
3. Georg Frederic Bernhard Riemann (1826-1866), mathématicien allemand.
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par dé�nition : Z
e(x) dx =

X
1�i�n

ei�i:

Les ensembles des fonctions étagées et des fonctions en escalier sur Rn sont
évidemment des espaces vectoriels (réels ou complexes).

L'intégrale de 0 à 1 de la fonction caractéristique des rationnels, 1Q, est
égale à 0 au sens de Lebesgue, et n'est pas dé�nie au sens de Riemann. Elle est
étagée mais pas en escalier. Les valeurs de la fonction sont 1 et 0, la mesure de
fx j 1Q(x) = 1g est nulle et donc celle de fx j 1Q(x) = 0g est égale à 1.

Soit maintenant une fonction mesurable positive f , et e une fonction étagée
quelconque. L'intégrale de f est par dé�nition :Z

f(x) dx = sup
e�f

Z
e(x) dx;

quantité forcément non négative. Si elle est �nie, f est intégrable.
Une fonction quelconque f est la di�érence de deux fonctions positives. Si

ces fonctions sont mesurables, on a :

f = f+ � f�; f+(x) = sup(f(x); 0); f�(x) = sup(�f(x); 0);
et on dé�nit : Z

f(x) dx =

Z
f+(x) dx�

Z
f�(x) dx:

Nous utiliserons les théorèmes d'intégration suivants, donnés sous la forme
adaptée à nos besoins. Les fonctions sont supposées mesurables. Une fonction f
est intégrable (ou sommable) si l'intégrale de jf j est �nie. N'oublions pas qu'une
fonction mesurable est la di�érence de deux fonctions mesurables positives.

Théorème de convergence dominée. Si une suite (fn)n2N converge sim-
plement vers f et s'il existe une fonction intégrable g telle que :

8(n; x); jfn(x)j � g(x) pp
alors :

lim
n!1

Z
jfn(x)� f(x)j dx = 0

f est intégrable et : Z
f =

Z
lim fn = lim

Z
fn:

Théorème de Fubini 4-Tonelli 5. Si f : R2 ! R+ est mesurable :ZZ
R2
f(x; y) dxdy =

Z
R

�Z
R

f(x; y) dx
�
dy =

Z
R

�Z
R

f(x; y) dy
�
dx:

4. Guido Fubini (1879-1943), mathématicien italien.
5. Leonida Tonelli (1885-1946), mathématicien italien.
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Ces intégrales pouvant être in�nies.

L'espace vectoriel des fonctions dé�nies sur une partie A de RN de valeur
absolue intégrable est noté L1(A). Cet espace est muni de la norme jj jj1 :

jjf jj1 =
Z
A

jf(x)j dx:

L'espace vectoriel L2(A) des fonctions de carré sommable est muni de la norme
jj jj2 :

jjf jj2 =
�Z

A

jf(x)j2 dx
�1=2

:

L'espace vectoriel L1(A) des fonctions bornées est muni de la norme jj jj1 :

jjf jj1 = sup
x2A
jf(x)j:

Une norme dé�nit une convergence :

fn ! f () jjf � fnjj ! 0;

des boules ouvertes, donc une topologie.

3 Forme linéaire continue

Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application linéaire de
E dans R. Elle est continue si, E étant muni d'une topologie, elle transforme
une suite de E convergente pour sa topologie en une suite convergente dans R.
Ainsi la forme linéaire f 7! f(0) sur l'espace vectoriel des fonctions dé�nies en
0 est continue pour la norme 1, mais pas pour les deux autres.

L'ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel de dimension �nie E
est son dual (algébrique) E�, isomorphe à E. Si F est un sous-espace vectoriel
de E, F �, isomorphe à F , est un sous-espace vectoriel de E�. Toutes les formes
linéaires sont continues.

Si E est de dimension in�nie, la situation est di�érente. D'une part, une
forme linéaire n'est pas forcément continue ; ainsi la dérivation sur C1 n'est pas
continue :

fn(x) = sinn
2

(x=n)! 0 et f 0n n'a pas de limite

D'autre part, si F est un sous-espace vectoriel de E, c'est le dual de E qui
est un sous-espace vectoriel de du dual de F ; une forme linéaire sur E est une
forme linéaire sur F , mais il existe des formes linéaires continues sur F qui ne
sont pas dé�nies sur E.

L'intégration est une forme linéaire continue sur F = C0([0; 1];R) muni de
la norme jj jj1, mais pas sur E = ff : [0; 1]! Rg muni de la même norme.

L'espace vectoriel des formes linéaires sur E, de dimension in�nie, est le dual
de E, noté E�, qui n'est pas isomorphe à E, et l'espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E est le dual topologique de E, noté E0, sous-espace
de E�. En dimension �nie, E� = E0.
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3.1 Fonctions localement intégrables

Une fonction dé�nie sur RN est localement intégrable si elle est intégrable
sur tout compact.

Un ensemble de mesure nulle dans R est une partie ne contenant aucun
intervalle, mais une partie de R ne contenant aucun intervalle peut ne pas
être de mesure nulle, comme l'ensemble des irrationnels : c'est son complé-
mentaire Q qui est de mesure nulle. Par exemple un ensemble �ni ou in�ni
dénombrable de points isolés, l'ensemble f1=n jn 2 Ng[f0g (dans lequel 0 n'est
pas isolé), l'ensemble de Cantor (non dénombrable), toute réunion dénombrable
d'ensembles de mesure nulle... sont de mesure nulle. Dans RN , un ensemble de
mesure nulle ne contient aucun pavé, mais cette condition n'est pas su�sante :
[0; 1]�([0; 1]\RnQ), de mesure 1, ne contient aucun pavé. Il su�t, pour q'un en-
semble soit de mesure nulle, que sa projection sur une droite soit de mesure nulle.

Deux fonctions localement intégrables qui ne di�èrent que sur un ensemble
de mesure nulle seront dites équivalentes, la relation étant ré�exive, symétrique
et transitive. L'ensemble des classes d'équivalence dé�nit l'espace vectoriel L1loc.
Ses éléments seront appelés, par abus de langage, des fonctions localement in-

tégrables. Ceci est justi�é par le fait que des fonctions équivalentes ont la même
intégrale.

3.2 Fonctions-test

L'ensemble des fonctions C1(RN ) à support compact, dites fonctions-test,
est noté DN . Nous verrons plus loin la nécessité de ces conditions. Notons
Supp(�) le support de � 2 D, le plus petit fermé de RN contenant les x tels que
�(x) 6= 0. Lorsque N = 1, on ne mettra ni indice ni exposant : D désignera D1...

Montrons l'existence des fonctions-test. La fonction :

� : x 7!
8<:exp(

�1
1� jjxjj2 ) si jjxjj � 1;

0 sinon

est à support, la boule unité BN , compact. Ses dérivées successives sont le pro-
duit d'une fraction rationnelle et de �, et �, qui tend vers 0 quand jjxjj ! 1
dans BN l'emporte sur les fractions rationnelles. Elles s'annulent donc lorsque
jjxjj = 1 ; � est donc une fonction-test, à partir de laquelle on peut en construire
une in�nité d'autres (par translation, homothétie, composition, déformation
C1, convolution).

L'ensemble DN est un espace vectoriel, car si �1 et �2 appartiennent à DN , si
a et b sont des scalaires et si � = a�1+b�2, alors Supp(�) � Supp(�1)[ Supp(�2)
est compact, et pour tout opérateur di�érentiel � = D�1

1 : : : D�N
N , Di désignant

la dérivée partielle en xi, ou � = D(k) si N = 1, on a �� = a��1 + b��2, par
linéarité de la dérivation partielle dans le cas RN ou de la dérivation si N = 1.
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Une semi-norme sur un espace vectoriel E est une application N : E 7! R+
telle que, pour tous éléments x, y :

N(x+ y) � N(x) +N(y); N(�x) = j�jN(x):

Ce n'est pas une norme car on peut avoir x 6= 0 et N(x) = 0. Une famille de
semi-normes est séparante si, 8x 6= 0, il existe une semi-norme N de la famille
telle que N(x) 6= 0.

Un espace de Fréchet est un espace vectoriel topologique réel, complet,
dont la topologie est dé�nie par une famille (séparante) dénombrable de semi-
normes (Nk). Il est métrisable :

d =
X
k2N

1

2k
Nk

1 +Nk
:

Muni des semi-normes :

Nk(�) = jj�(k)jj1
avec, si N > 1 :

�(k) = D�1
1 : : :D�N

N �;
X

�i = k;

l'espace DN est de Fréchet.
Ceci mène à la dé�nition de la convergence dans D :

�n; � 2 DN ; �n ! � ()

8>>><>>>:
9K � RN ; compact, tel que :

8n Supp(�n) � K; les dérivées de
tous ordres de �n � � convergent

uniformément vers 0 quand n!1:

3.3 Exemples

La fonction (a < b) :

�[a;b] =

8<:exp(
�1

(x� a)(b� x) si a < x < b;

0 sinon

est C1 à support [a; b].
Quitte à diviser �[a;b] par sa norme jj�[a;b]jj1, on peut la supposer normée.

La fonction C1 :

�[a;b](x) =

Z x

�1

�[a;b](t) dt

est nulle pour x � a, égale à 1 pour x � b.
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Si N > 1, on fera le produit des �[ai;bi], 1 � i � N .
Soient c et d tels que b < c < d. La fonction C1 1��[c;d](x) vaut 1 si x � c

et 0 si x � d. On a alors la fonction-plateau :

Pl
(c;d)
(a;b)(x) =

8><>:
�[a;b](x) si x � b;
1 si a � x � b;
1� �[c;d](x) si x � d:

est C1 à support [a; d].
Si N > 1, on fera le produit de N fonctions-plateau, une par dimension.

r r r

r r

r
a b�[a;b] a db cPl

[c;d]
[a;b]

3.4 L'espace D0

N
des formes linéaires continues sur DN

Une forme linéaire u sur DN est continue si, lorsque la suite (�n) tend vers
� (dans DN ), alors (u(�n)) tend vers u(�) (dans R). On notera < u; � > pour
u(�). La dé�nition suivante, qui découle de la topologie de D, sera rendue claire
par les deux exemples.

La forme linéaire u sur DN est continue si pour tout compact K de RN

et toute � 2 DN de support inclus dans K :

9 (cK ; pK) 2 R+ � N : j < u; � > j � cK sup
x2K; p�pK

j�(p)(x)j

La condition implique évidemment la continuité, car si �n ! 0, toutes ses
dérivées tendent vers 0, donc aussi < u; � >.

Montrons la réciproque. Si u est continue, sa restriction aux fonctions � de
D de support inclus dans un compact K est continue, et, 8� > 0, il existe � > 0
tel que d(�; 0) � � implique < u; � >� �. Choisissons p tel que 2�p � �=2. Si,
pour tout i � p, jj�(i)jj1 � �=2, on a bien :

d(�; 0) =
X

0�i�p

1

2i
jj�(i)jj1

1 + jj�(i)jj1 +
X

p+1�i<1

1

2i
jj�(i)jj1

1 + jj�(i)jj1
=

X
0�i�p

�

2i+1
+

X
p+1�i1

1

2i

� �:
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Le dual topologique de DN , c'est-à-dire l'espace vectoriel des formes linéaires
continues sur DN , est noté D0N . Remarquons que � appartient à D0 ; on a en
e�et, pour tout compact K, cK = 1 et pK = 0.

Premier exemple : à une fonction localement intégrable f on peut associer
la forme linéaire : ef : D ! R

� 7!
Z
f(x)�(x) dx:

Elle est continue. En e�et, si K est un compact, si � 2 D a son support inclus
dans K, et si : Z

K

jf(x)j dx = cK ;

on a :

j
Z
f(x)�(x) dxj � cK jj�jj1

d'où la continuité de ef (pK = 0).
Nous avons ainsi dé�ni une application linéaire de l'espace vectoriel des fonc-

tions localement intégrable dans celui des formes linéaires continues sur D :

u : L1loc ! D0
f 7! ef:

Cette application n'est pas surjective puisque � n'a pas d'antécédent. En e�et,
une fonction f 2 L1loc telle que ef = � devrait être nulle sur R�, donc équivalente
à la fonction nulle, d'où ef = 0, ce qui est absurde.

Est-elle injective ? Si ef = eg, on a quelle que soit � 2 D :Z
(f(x)� g(x))�(x) dx = 0:

Si f était di�érent de g au sens de L1loc, le support de f � g ne serait pas de
mesure nulle et contiendrait un ensemble de mesure non nulle P dans lequel
f � g garderait un signe constant, et on aurait, � étant une fonction-test de
même signe à support dans P :Z

(f(x)� g(x))�(x) dx > 0:

Le support de f � g est donc de mesure nulle, et f = g (d'après la dé�nition

de L1loc). Elle est donc injective, et on peut, en identi�ant f à ef , considérer que
toute fonction de L1loc est une forme linéaire continue sur D.

Deuxième exemple : la forme linéaire � 7! �00(0) est continue car, pour tout
compact K, on a cK = 1 et pK = 2.
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4 Distributions

4.1 Dé�nitions

Les éléments de l'espace vectoriel D0N sont, par dé�nition, les distribu-
tions. Le sous-espace vectoriel u(L1loc) est formé des distributions régulières ;
les autres, comme �, sont dites singulières.

La notion de distribution généralise donc celle de fonction.
L'ensemble D0N n'est pas muni d'une multiplication ; mais, si f 2 C1(RN ),

on a, pour toute distribution T :

< f T; � >=< T; f� >

puisque f� est C1 à support compact (Supp(f�) �Supp(�)).

Deux distributions sont égales si elles coïncident sur toute � 2 D.

On dit qu'une distribution T est nulle sur un ouvert U de RN si < T; � >= 0
si Supp(�) � U . Le support d'une distribution T , Supp(T ), est le complémen-
taire du plus grand ouvert de RN sur lequel T s'annule.

D0+ est l'ensemble des distributions de support minoré;
D0� est l'ensemble des distributions de support majoré;
D00 est l'ensemble des distributions de support compact(D0+ \ D0�):

Si N > 1, on applique ces dé�nitions à chaque dimension ; ainsi D0N+ est
formé des distributions dont le support est l'ensemble des (xi) véri�ant la condi-
tion xi � ai pour 1 � i � N , et un certain (ai).

Dans la suite, � désignera génériquement une fonction de DN , et T une
distribution.

4.2 Exemples

4.2.1 Distributions de Heaviside eH, signe eS et e1
A partir de la fonction de Heaviside H2 L1loc :

H : x 7!
(
0 si x < 0

1 si x � 0

on dé�nit la distribution de Heaviside, régulière :

< eH; � >=

Z
R+

�(t) dt

11



de support R+.

On dé�nit la fonction signe : S(x) = H(x)�H(�x), valant 1 si x > 0, �1 si
x < 0, 0 si x = 0, et la distribution associée :

< eS; � >= �
Z
R�

�(x) dx+

Z
R+

�(x) dx:

A la fonction 1 : x 7! 1, localement intégrable, on associe la distribution :

< e1; � >=

Z
R

�(x) dx:

Pour chacune de ces trois distributions on a, 8K, cK = 1 et pK = 0

4.2.2 Distribution de Dirac

Elle est à l'origine de la théorie :

< �; � >= �(0):

On utilise aussi ses translatées :

< �a; � >= �(a)

que l'on note parfois abusivement (car � n'est pas une fonction) �(x�a) lorsque
cela est pratique, par exemple s'il y a plusieurs variables.

Elle est singulière car, en tant que fonction, elle devrait être nulle sauf en
0, donc presque partout, et ce serait la fonction nulle de L1loc, alors que son
intégrale serait égale à 1. Elle véri�e, 8K, (cK ; pK) = (1; 0).

Notons que, si X : x 7! x, X� = 0 :

< X�; � >=< �; x�(x) >= x�(x)jx=0 = 0;

et que f� = f(0)� si f 2 C1.

Le peigne de Dirac de période � :

< P�; � >=
X
n2Z

�(n�)

est utilisé dans les transmissions pour échantillonner. La somme est �nie, étant
restreinte aux n tels que n� appartienne au support de �.

4.3 Limite d'une suite de distributions

Une suite (Tn)n de distributions a pour limite T si :

< limTn; � >= lim < Tn; � >=< T; � > :

12



Quelle est la limite de la distribution ^sin(nX), si sin(nX) : x 7! sinnx ?

< ^sin(nX); � > =

Z
R

sinnx�(x) dx

=

Z
R

sin y�(y=n) dy=n

=
1

n

Z
R

sin y�(y=n) dy:

La limite est la distribution nulle, alors que la suite de fonctions sin(nX) n'a
pas de limite.

Même question avec
^sin(nX)

X
:

<
^sin(nX)

X
;� > =

Z
R

sin(nx)

x
�(x) dx

=

Z
R

sin(y)

y
�(y=n) dy

� �(0)
�

2
;

et la limite est
�

2
�.

Une suite (Tn)n est une suite de Dirac si sa limite est �.
Si par exemple l'intégrale sur R d'une fonction positive est égale à 1 et si

fn(x) = nf(nx), alors ffn est une suite de Dirac. En e�et l'intégrale de fn est
égale à 1 pour tout n 2 N, et, en posant y = nx, on a :

< efn; � >=

Z
R

nf(nx)�(x) dx =

Z
R

f(y)�(y=n) dy:

Comme :

j
Z
R

f(y)�(y=n) dyj � jj�jj1
Z
R

f(y) = jj�jj1
on peut, par convergence dominée, passer à la limite sous le signe somme :

< efn; � >=

Z
R

f(y)�(y=n) dy ! �(0) =< �; � > :

Plus généralement, on peut remplacer n par un réel positif a que l'on fait
tendre vers l'in�ni ou vers 0. Si les fonctions (fa) 2 L1(R), a 2 R, sont telles
que : 8>>>><>>>>:

9A 2 R�+; 8a 2 R :

Z
R

fa(x) dx � A;
8x 6= 0 : lim

a!0
fa(x) = 0;

lim
a!0

Z
R

fa(x) dx = 1;

13



la limite quand a ! 0 de fa n'est pas une fonction car si c'était le cas son
intégrale serait nulle. L'intégrale :

lim
a!0

Z
R

fa(x)
�
�(x)� �(0)� dx =

Z
R

lim
a!0

fa(x) (�(x)� �(0)) dx

est nulle car l'expression sous le signe somme est identiquement nulle, et donc :

< lim
a!0

efa; � >= �(0) =< �; � > :

Nous construirons plus loin des suites de Dirac à partir des fonctions gaus-
siennes �a(x) = exp(�a2x2).

Remarquons que la suite (fn), fn(x) = n si x 2 [0; 1=n], fn(x) = 0 sinon, est
une suite de Dirac.

Construisons une distribution quelque peu exotique. Pour tout n 2 N posons :

�m =
X
r

�r
m3

r désignant les rationnels de ]0; 1[ de dénominateur m ; il y en a au plus m� 1.
On a :

0 � j < �m; � > j � m� 1

m3
jj�jj1 <

1

m2
jj�jj1:

Puis :
�n =

X
1�m�n

�m;

d'où, la série
P

1=m2 ayant pour somme �2=6 :

0 � j < �n; � > j < �2

6
jj�jj1:

La suite j < �n; � > j, croissante et majorée par �2=6 jj�jj1, tend vers une
limite, et nous posons :

< �; � >= lim
n!1

< �n; � > :

La linéarité et la continuité sont évidentes.

4.3.1 Valeur principale de 1=X

On dé�nit la distribution vp(
1

X
), valeur principale de

1

X
par :

< vp(
1

X
); � >= lim

�!0+

�Z ��

�1

�(x)

x
dx+

Z +1

�

�(x)

x
dx
�
:
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L'intégrale existe car x 7! �(x)

x
, jxj � �, est C1 à support compact. On

peut écrire : Z ��

�R

�(x)

x
dx = �

Z R

�

�(�x)
x

dx

de sorte que : Z
��jxj�R

�(x)

x
dx =

Z R

�

�(x)� �(�x)
x

dx;

or, pour 0 � x � �,
�(x)� �(�x)

x
� 2�0(0), et l'intégrale de 0 à � tend vers 0,

ce qui assure l'existence de la limite :

< vp(
1

X
); � >=

Z
R+

�(x)� �(�x)
x

dx:

L'intégrale est calculée sur un compact, le support de ����, si ��(x) = �(�x).
Comme �(x) = �(0) + x�0(h),

�(x)� �(�x)
x

= 2�0(k), on a, en restriction

à un compact K de mesure m :

j < vp(
1

X
); �jK > j � mjj�0jj1

d'où la continuité : (cK ; pK) = (m; 1).

On peut de la même façon dé�nir les distributions vp(
1

sin
), vp(

1

tan
)...

Notons que Xvp(
1

X
) = 1 car <vp(

1

X
); X� >=

Z
R

�(x) dx =< 1; � >, et

que (vp(
1

X
)X)� = �, alors que vp(

1

X
) (X�) = 0 car X� = 0 ; le produit de

distributions n'a pas de sens en général.

4.3.2 Partie �nie de 1=X2 et de 1=X3

Peut-on dé�nir une distribution à partir de la fonction x 7! f�(x) = 1=x2 si
jxj > � (� > 0), f�(x) = 0 si x 2 [��; �] ?

Comme �(x) = �(0) + x�0(0) + � � � , on a pour tout � > 0 :Z ��

�1

�(0)

x2
dx+

Z 1

�

�(0)

x2
dx = �2 + 2

�(0)

�

et : Z ��

�1

x�0(0)

x2
dx+

Z 1

�

x�0(0)

x2
dx = 0:
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La partie divergente de < ef�; � > est égale à 2
�0(0)

�
, et on peut donc dé�nir

la distribution partie �nie de 1=X2 comme limite quand � tend vers 0+ de ef�
moins sa partie divergente :

< pf(
1

X2
); � >= lim

�!0+

�Z
jxj��

�(x)

x2
dx� 2

�(0)

�

�

On dé�nit de la même façon la distribution partie �nie de 1=X3. La diver-

gence vient du terme
�0(0)

x2
; elle est égale à 2

�0(0)

�
; on pose alors :

< pf(
1

X3
); � >= lim

�!0+

�Z
jxj��

�(x)

x3
dx� 2

�0(0)

�

�

En raisonant comme pour vp(1=X), on montre que :8><>:
j < pf(

1

X2
); � > j � 2m jj�00jj1;

j < pf(
1

X3
); � > j � 2m jj�000jj1;

d'où la continuité de ces deux formes linéaires.

4.4 Translation et dilatation

Si �a(x) = x+ a, a 2 R, et �a(x) = ax, a 2 R�, on a :

< T � �a; � > = < T; � � ��a >
< T � �a; � > =

1

jaj < T; � � �1=a >

Montrons la première relation :

< T � �a; � > =

Z
R

T (x+ a)�(x) dx

=

Z
R

T (y)�(y � a) dy
= < T; � � ��a >
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et la seconde :

< T � �a; � > =

Z
R

T (ax)�(x) dx

=

Z
R

T (y)�(
y

a
)
dy

a

=
1

a
< T; � � �1=a > si a > 0;

=
�1
a
< T; � � �1=a > si a < 0:

4.5 Dérivée d'une distribution

La dérivée au sens classique d'une fonction f se calcule en un point. Au
sens des distributions, ce sera la dérivée de l'action de f sur D. Lorsque f
est dérivable, les deux dé�nitions coïncident, mais la seconde a un domaine
d'application beaucoup plus vaste.

Si f est dérivable, on a en notant selon la commodité Df ou f 0 :

< ef 0; � >=

Z
R

f 0(t)�(t) dt

d'où, en intégrant par parties :

< ef 0; � >=
�
f(t)�(t)

�+1
�1
�
Z
R

f(t)�0(t) dt

et donc, le crochet étant nul car � est à support compact :

< ef 0; � >= �
Z
R

f(t)�0(t) dt = � < ef; �0 > :

Si f est dérivable, on peut donc poser D ef = ef 0, mais D ef est ainsi dé�nie
pour toute f 2 L1loc, dérivable ou non.

Par exemple :

< D eH; � >= � < eH; �0 >= �
Z +1

0

�0(t) dt = �(0) =< �; � >

et D eH = �.

-

6

sHa

a x

b

s

b+s

f

f

g

y
Si f présente en a une discontinuité

de première espèce, un saut d'ampli-
tude s, et si Ha(x) = H(x�a), la fonc-
tion :

g = f � sHa
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est continue, et : ef = eg + seHa

d'où :
D ef = D eg + s�a:

Au sens des distributions, ef 0 = eg0 + s�a. Si f a n discontinuités de première
espèce, de sauts si en x = ai, on a, si g = f �P siHai :

D ef = D eg +X si�ai :

Ainsi, la dérivée du signal porte � des transmissions, égal à 1 sur [�1; 1]
et nul en dehors, est égale à ��1 � �1, et celle du signe S, à 2�. Leur dérivée, au
sens des fonctions, est la fonction nulle (dans L1loc).

La fonction logarithme népérien étendu à R, ln� : x 7! ln jxj, dont une primi-

tive est X ln�, est localement intégrable et dé�nit la distribution fln�. Calculons
la dérivée de cette distribution :

< D fln�; � > = � < fln�; �0 >
= �

Z
R

ln� x�0(x) dx

=

Z
R

�(x)

x
dx

= < vp(
1

X
;� > :

On a donc D fln� =vp( 1
X
), en passant par une intégration par parties et une

intégrale impropre.

Si une distribution singulière � est la limite d'une suite de distributions
régulières efn (voir 9.1), et si nous posons par dé�nition DT = limD efn, nous
obtenons :

< DT; � > = < limD efn; � >
= lim < D efn; � >
= � lim < efn; �0 >
= � < lim efn; �0 >
= � < T; �0 >

ce qui nous amène à poser, par dé�nition :

8T 2 D0 : < DT; � >= � < T; �0 >
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Calculons la dérivée de vp(
1

X
) :

< Dvp(
1

X
); � > = � < vp(

1

X
); �0 >

= � lim
�!0+

Z
jxj��

�0(x)

x
dx

= � lim
�!0+

�h�(x)
x

i+1
�

+
h�(x)
x

i��
�1

+

Z
jxj��

�(x)

x2
dx
�

= � lim
�!0+

�Z
jxj��

�(x)

x2
dx� 2

�(0)

�

�
= � < pf(

1

X2
); � > :

Calculons en�n la dérivée de pf(
1

X2
) :

< Dpf(
1

X2
); �(x) > = � < pf(

1

X2
); �0(x) >

= � lim
�!0+

�Z
jxj��

�0(x)

x2
dx� 2

�0(0)

�

�
;

d'où en intégrant par partiese Dpf(
1

X2
) = �2 pf( 1

X3
).

Tableau récapitulatif :

< DT; � > = < T; �0 >

D eH = �

D eS = 2�

< D �; � > = ��0(0)
< Dn�; � > = (�1)n �(n)(0)
< DP�; � > = �

X
k2Supp(�)

�0(k�)

D fln� = vp(
1

X
)

Dvp(
1

X
) = �pf( 1

X2
)

Dpf(
1

X2
) = �2 pf( 1

X3
)

Si Tn ! T dans D, alors T 0n ! T 0. En e�et :

< T 0n; � >= � < Tn; �
0 >! � < T; �0 >=< T 0; � > :
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Notons que toute distribution est C1.

Une distribution T est homogène de degré a si
P
xi
@T

@xi
= aT .

4.6 Produit tensoriel

Dé�nissons d'abord le produit tensoriel de deux fonctions :

f 
 g : (x; y) 7! f(x)g(y)

qui est évidemment commutatif, associatif, distributif par rapport à l'addition
et de neutre 1.

Si f(x) et g(y) sont localement intégrables, elles dé�nissent des distributions

régulières ef , eg et ]f 
 g. Si � 2 D2, son support, compact, est inclus, dans une
boule B(0; r) de R2. On peut écrire :

< ]f 
 g; � > =

ZZ
R2
f(x)g(y)�(x; y) dxdy

=

Z
R

f(x)
�Z

R

g(y)�(x; y) dy
�
dx

= < ef(x); < eg(y); �(x; y) >>
à condition que  (x) =< eg(y); �(x; y) > soit C1 à support compact. Comme
� est C1 en x, on a :

8k 2 N : Dk
x( )(x) =< eg(y); Dk

x�(x; y) >

et  est également C1. Le support de  est inclus dans fx j (x; y) � Bg, a
fortiori dans [�r; r], et donc compact.

La linéarité et la continuité sont héritées des propriétés de ef et de eg, et ]f 
 g
est une distribution sur R2.

On pose par dé�nition ef 
 eg = ]f 
 g.
Les applications ef 7!]f 
 g et eg 7!]f 
 g sont continues. En e�et, si ffn ! ef ,

<ffn;  >!< ef;  >, et la continuité de eg permet de conclure.
On étend cette dé�nition aux distributions singulières limites de distributions

régulières. Nous verrons au paragraphe suivant qu'on peut l'étendre à toutes les
distributions singulières.

Le produit tensoriel des distribution T (x) et �(y) est par dé�nition :

< T (x)
�(y); �(x; y) >=< T (x); < �(y); �(x; y) >> :

Donnons quelques exemples :

< �(x)
 �(y); �(x+ y) > = < �(x); < �(y); �(x; y) >
= < �(x); �(x; 0) >
= �(0; 0);
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et �(x)
 �(y) se note aussi �(x; y).

< H(x)
H(y); �(x; y) >=

ZZ
R+�R+

�(x; y) dxdy;

et < H(x)
H(y) se note aussi H(x; y).

< T 0(x)
 �(y); �(x; y) > = � < T (x);
d

dx
< �(y); �(x; y) >>

= < T (x)
 �(y);
@

@x
�(x; y) > :

< T1(x)
 T2(y); �1(x)
 �2(y) > = < T1(x); �1(x) >< T2(y); �2(y) > :

4.7 Produit de convolution

Le produit de deux distribution n'est pas dé�ni. Le produit d'une distribution
par une distribution régulière :

< ef T; � >=< T; f� >

est dé�ni si f� 2 D, c'est-à-dire si f est C1.
Cherchons donc un produit plus général.
Le produit tensoriel donne une distribution de D02. Pour l'appliquer à � 2 D,

on a l'idée de poser '(x; y) = �(x + y), mais ', qui est bien C1, n'est pas à
support compact, car a � x + y � b est l'équation d'une bande in�nie. Nous y
reviendrons grâce au produit de convolution.

4.7.1 Pour les fonctions

Dé�nissons le produit de convolution de deux fonctions f et g de L1(R), leur
convoluée f ? g :

(f ? g)(y) =

Z
R

f(x) g(y � x) dx:

Le changement de variable (x; y) 7! (y � x; y), d(y � x) = �dx, montre la
commutativité de ce produit (f ? g = g ? f) :Z +1

�1

f(x) g(y � x) dx =

Z �1

+1

f(y � x) g(x) (�dx) =
Z +1

�1

g(x) f(y � x) dx:

Rappelons que f ? g appartient à L1(R) :
- h(x; y) = f(x) g(y) 2 L1(R) car h est localement intégrable et :ZZ

R2
h(x; y) dxdy =

Z
R

f(x) dx

Z
R

g(y) dy

grâce au théorème de Fubini-Tonelli,
- le changement de variables (x; y) 7! (x; y � x) est un di�éomorphisme de

jacobien égal à 1.
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On déduit de ce qui précéde que jjf ? gjj1 � jjf jj1j jgjj1, d'où la continuité du
produit de convolution dans L1. En e�et, si fn ! f et gm ! g dans L1, on a :

f ? g � fn ? gm = f ? (g � gm) + gm ? (f � fn)
ce qui permet d'écrire :

jjf ? g � fn ? gmjj1 � jjf jj1 jjg � gmjj1 + jjgmjj1 jjf � fnjj1
et de conclure.

4.7.2 Pour les distributions

Dé�nissons maintenant le produit de convolution des distributions régu-
lières, ef et eg, en utilisant Fubini-Tonelli puisque les intégrales existent :

< ef ? eg; � > = <]f ? g; � >

=

Z
R

(f ? g)(t)�(t) dt

=

Z
R

�Z
R

f(x) g(t� x) dx
�
�(t) dt

=

ZZ
R2
f(x) g(t� x)�(t) dxdt

=

ZZ
R2
f(x) g(y)�(x+ y) dxdy:

Nous pouvons écrire :

< ef ? eg; � >= Z
R

f(x)
�Z

R

g(y)�(x+ y) dy
�
dx

et, comme g(y) est une constante en x, la fonction :

 (x) =

Z
R

g(y)�(x+ y) dy

est C1, ce qui permet d'écrire, pourvu que  soit à support compact :

< ef ? eg; � >=< ef;  >;
c'est-à-dire :

< ef ? eg; � >=< ef(x); < eg(y); �(x+ y) >> :

A quelle condition  est-elle à support compact ? Le support de � est inclus
dans un intervalle [a; b]. Une condition pour que  (x) ne soit pas nul est que
x+ y soit dans [a; b].

Notons que, lorsque les supports sont bornés à gauche (ou à droite),  n'est
pas à support compact, mais peut être remplacée par  p 2 D, p étant une
fonction-plateau valant 1 sur [c; b�d]. Cette fonction, à support compact, coïn-
cide avec  sur le support de f ; les valeurs de  pour x =2 Supp(f) n'inter-
viennent pas dans le calcul de l'intégrale.
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La zone pointillée est dé�nie par :(
a � x+ y � b
x � c; y � d:

Supp(f) et Supp(g) bornés à gauche :
Supp(f ) � [c; b� d], compact.

Il su�t donc que ou bien l'une des deux soit à support compact (g pour
la �gure de gauche) ou bien que les deux soient bornées inférieurement (�gure
de droite) ou supérieurement (le triangle opposé par le sommet au triangle
pointillé).

Le produit de convolution pour les distributions régulières est commutatif.

Si deux distributions singulières sont les limites, respectivement, de efn et
de egm et si les fn respectent la même condition (par exemple si leurs supports
sont tous inclus dans un même compact), donc aussi leur limite, de même pour
les gm et leur limite, on peut passer à la limite par continuité du produit de
convolution.

Ceci nous mène à poser, pour des distributions quelconques T et � :

< T ?�; � >=< T (x); < �(y); �(x+ y) >>

si cette écriture a un sens. Reprenons ce que nous avons fait pour le cas régulier.
La fonction :

 (x) =< �(y); �(x+ y) >

est encore C1 car Dk( (x)) =< �(y);Dk
x(�(x + y)) >. La discussion sur les

supports est toujours valable. Finalement, dans tous les cas :
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Si T ou � appartient à D00 (ou les deux),
ou si T et �, appartiennent à D0+,
ou si T et � appartiennent à D0�,
leur convoluée existe. Elle est dé�nie par :

< T ?�; � >=< � ? T; � >=< T (x); < �(y); �(x+ y) >> :

Les espaces vectoriels D0+, D0� et D00 sont stables par convolution.

La distribution de Dirac est l'élément neutre de ce produit :

< � ?�; � >=< � ? �; � >=< �(x); < �(y); �(x+ y) >>=< �(x); �(x) > :

On a donc � ?� = � ? � = �, � ? � = �, �a ? �b = �a+b.
Rappelons que f(x) � = f(0) �, f(x) �a = f(a) �a, mais que � ? f(x) = f(x)

et que �a ? f(x) = f(x� a).

Nous sommes revenus à notre première idée :

< T (x) ? �(x); �(x) >=< T (x)
 �(y); �(x+ y) > :

Remarquons que, si T ?� est dé�ni :

< T ?�0; � > = < T (x); < �0(y); �(x+ y) >>
= < T (x);� < �(y); �0(x+ y) >>
= � < T ?�; �0 >
= < (T ?�)0; � >

c'est-à-dire :

T ?�0 = (T ?�)0 = T 0 ?�;
�0 ? T = � ? T 0 = T 0;

�(n) ? T = T (n):

Le produit de convolution sur les distributions, s'il est dé�ni, est continu :
si Tn ! T et �n ! � dans D0, on a :

< Tn; < �m(y); � >>! < T;< �m; � >>! < T;< �; � >> :

Est-il associatif ? Considérons trois distributions A, B et C. Peut-on écrire :

< A;< B ? C; � >> = < A(x); < B(y); < C(y; z); �(x+ y + z) >>>
= < A ? B;< C; � >>

et donc A? (B ?C) = (A?B) ?C = A?B ?C ? La convolution étant commuta-
tive, cela nécessite, en changeant l'ordre des facteurs, que les tous les produits
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possibles soient dé�nis. Il est donc nécessaire que l'une des conditions suivantes
soit respectée :
- les trois distributions appartiennent à D0+,
- elles appartiennent à D0�,
- deux (au moins) appartiennent à D00.

Montrons la su�sance, d'abord sur des distributions régulières ef , eg et eh. On
a, les Ki étant compacts, et en appliquant Fubini :

< ef;< eg ? eh; � >> =

Z
K1

f(x)
�ZZ

K2

g(y)h(z)�(x+ y + z) dydz
�
dx

=

ZZZ
K3

f(x)g(y)h(z)�(x+ y + z) dxdydz

= < ef ? eg;< eh; � >>
d'où l'associativité. Si A, B et C sont des limites de distributions régulières, on
conclut par continuité du produit de convolution. Or nous verrons au paragraphe
Régularisation que les distributions régulières sont denses dans D0.

On a donc �nalement :

Les ensembles D0�, D0+ et D00 sont des R-espaces vectoriels. Munis de
l'addition et du produit de convolution, ce sont des anneaux commutatifs,
donc des algèbres commutatives.

Voici un cas de non-associativité :(
(e1 ? �0) ? eH = (e10 ? �) ? eH = 0 ? eH = 0;e1 ? (�0 ? eH) = e1 ? (� ? eH0) = e1 ? (� ? �) = e1 ? � = e1:

provenant du fait que e1 ? eH n'est pas dé�ni, à cause des supports.

4.8 Régularisation

Soient T 2 D0 et Tn = Pl
(n;n+1)
(�n�1;�n)T , Pl étant la fonction-plateau de support

[�n� 1; n+1], égale à 1 sur [�n; n]. On a SuppTn � [�n� 1; n+1] et Tn ! T
quand n!1. Toute distribution est donc limite d'une suite de distributions à
support compact : D00 est dense dans D0.

Si T 2 D00 et  n 2 C1, la fonction :

 n ? T (x) =

Z
R

T (y) n(x+ y) dy =< T (y);  n(x+ y) >

est C1 à support compact. Prenons pour  n la fonction �a dé�nie dans 4.3, avec
a = 1=n. La distribution dé�nie par �1=n ? T est régulière à support compact.
Passons à la limite :

lim
n!1

�1=n ? T = � ? T = T:
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En e�et :

< lim �1=n ? T; � > = < lim �1=n; < T; � >>
= < �;< T; � >>
= < � ? T; � >
= < T; � > :

Nous avons �nalement montré que toute distribution singulière est limite
d'une suite de distributions régulières à support compact :

T = lim
n!1

�1=nPl
n;n+1)
(�n�1;�n)T:

Les distributions régulières à support compact sont denses dans D0.

4.9 Primitive d'une distribution

Une primitive d'une distribution T est une distribution � dont la dérivée
est T . Remarquons que si T est à support minoré ou compact, H ? T est une
primitive de T :

(H ? T )0 = H0 ? T = � ? T = T:

La dérivée de la distribution e1 étant la distribution nulle :

< De1; � >= � < e1; �0 >=

Z
R

�0(x) dx =
�
�(x)

�+1
�1

= 0

deux primitives quelconques di�érent d'une constante.
Remarquons que si :

< e1; � >=

Z
R

�(x) dx = 0

et si Supp� = [a; b] on a :

�(x) =

Z x

�1

�(t) dt =

8>>>><>>>>:
0 si x � aZ x

a

�(t) dt si x � a

0 si x � b

de sorte que �(x) appartient à D. Dans ce cas, et dans ce cas seulement, on
peut poser :

< �; � >= � < T;� >

car :
< D�; � >= � < �; �0 >=< T; � > :
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Une primitive de e1 est eX (X : x 7! x) :

< DX; � >= � < eX;�0 >= �
Z
R

x�0(x) dx =

Z
R

�(x) dx =< e1; � > :

Cherchons une primitive � d'une distribution T non constante : pour tout
scalaire �, T 6= �e1.

Pour cela, nous allons construire une fonction  2 D telle que :(
< T; >=< T; � >

< e1;  >= 0;

ce qui nous ramera au premier cas,  remplaçant �.
Montrons qu'il existe h 2 D telle que < T; h >= 0 et < e1; h >= 1.
Ceci est possible si KerT et Kere1 sont distincts et non inclus l'un dans l'autre.

Ce sont des hyperplans, ils ont même dimension, et l'inclusion signi�e l'égalité.
Or ils ne sont pas égaux.

Considérons en e�et l'espace vectoriel F des formes linéaires sur un K-espace
vectoriel E (de dimension �nie ou non) ayant pour noyau un même hyperplan
H. Si D est une droite vectorielle supplémentaire de H dans E engendrée par
e, on peut écrire :

8x 2 E;91ax 2 K : x� axe 2 H
et si u 2 F on a :

u(x) = u(axe) = ax u(e)

de sorte que u est caractérisée par le scalaire u(e), non nul (e =2 H) ; F est donc
de dimension 1 et deux éléments non nuls de F sont proportionnels.

Il existe donc des fonctions dans KerT qui ne sont pas dans Kere1. Soit h une
telle fonction, que l'on peut choisir telle que < e1; h >= 1.

Pour une quelconque � 2 D, posons :
 = �� < e1; � > h:

On a  2 D et < e1;  >= 0 de sorte que :

	(x) =

Z x

�1

 (x) dx

appartient à D. On pose en�n :

< �; � >= � < T;	 > :

Dérivons :
< D�; � > = � < DT;	 >

= < T; >
= < T; � > :

Si < e1; � >= 0, on retrouve la remarque introductive.
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Appliquons la méthode pour calculer une primitive de �.
Prenons pour h une fonction C1 de support inclus dans R�, d'intégrale 1

sur R�, par exemple exp(1=(x(x+1))) divisée par son intégrale (0; 007029858:::)
et posons :

 (x) = �(x)� < e1; � > h(x)

de sorte que < e1;	 >= 0. En�n :

� < �;	 >= �	(0) =
Z 0

�1

 (x) dx =

Z 0

�1

�(x) dx� < e1; � >=< eH; � >
ce que nous savions déjà (DeH = �).

4.10 Ordre d'une distribution

Soit T 2 D. Supposons qu'il existe des entiers naturels m tels que, pour tout
compact K de R et toute � à support dans K, il existe un scalaire CK tel que :

j < T; � > j � CK sup
j�m
jj�(j)jj1:

L'ordre de T est le plus petit entier p véri�ant cette condition. Autrement
dit, le pK de la dé�nition de la continuité peut être choisi uniformément, et
minimum.

Si l'ordre de T est p, celui de T 0 est évidemment au plus p+ 1.
Les distributions régulières sont d'ordre 0 ; si Supp(�) � [�a; a] :

j < ef; � > j � 2a

Z a

�a

f(t) dt jj�jj1;

et H est d'ordre 0 ; sa dérivée � est donc d'ordre au plus 1 ; en fait, elle est
d'ordre 0 :

j < �; � > j = j�(0)j � jj�jj1:

La distribution singulière vp(
1

X
) est d'ordre 1 ; sur un compact K ne conte-

nant pas 0, l'ordre est 0 ; si K contient 0, nous avons vu (4.3.1) que l'ordre est
au plus 1 ; on voit qu'il est égal à 1, en considérant les fonctions-plateaux pn,
de support [0; 2], valant 1 sur [1=n; 1] :

lim
n!1

j < vp(
1

X
); pn > j = +1

or jjpnjj1 = 1, et si l'ordre était 0, cette quantité serait bornée.
La distribution �(n) est au plus d'ordre n ; on voit qu'elle est d'ordre n en

considérant la fonction �(x) = xnp, p étant une fonction-plateau valant 1 en
x = 0, dont les dérivées en x = 0 sont nulles sauf �(n).

La distribution :
< T; � >=

X
n2N

�(n)(n)
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(la somme est �nie car limitée aux n 2 Supp(�)) est d'ordre in�ni car sa res-
triction au compact [n� 1=2; n+ 1=2] est d'ordre n, quel que soit n 2 N.

Toute distribution à support compact est d'ordre �ni d'après la dé�nition
de la continuité.

Si T est à support compact K, d'ordre m, et si � et ses dérivées jusqu'à
l'ordre m sont nulles, < T; � >= 0.

5 Transformation de Fourier

Les distributions, moyennant adaptation, sont bien adaptées à la transfor-
mation de Fourier 6.

5.1 Dé�nitions (rappel)

La transformée de Fourier d'une fonction f 2 L1(R) est égale à :

F(f) : R ! C

f 7!
Z
R

f(t) exp(�ist) dt:

l'intégrale existe puisque j exp(�ist)j = 1. La transformation est évidemment

linéaire. On note également cette transformée bf .
On utilise aussi la transformation conjuguée :

F(f)(x) =
Z
R

f(t) exp(ixt) dt = �f(t):

Remarquons que :
jj bf jj1 � jjf jj1;

ce qui montre la continuité de F : si fn ! f dans L1(R) (au sens de jj jj1),cfn ! bf dans L1(R) (au sens de jj jj1, norme de la convergence uniforme). De
même pour F .

5.2 Quelques propriétés

5.2.1 Parité, dérivabilité

N'oublions pas que f est une fonction de R dans R, mais que l'on peut
étendre F aux fonctions à valeur complexe en séparant la partie réelle et la
partie imaginaire .

6. Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien français.
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f paire ) bf = �f réelle et paire

f impaire ) bf = � �f imaginaire pure et impaire
d

ds
bf(s) = �i bf1(s) si f1(t) = tf(t)

[f 0(t) = is bf(s)
\f (n)(t) = (is)n bf(s)

Comme exp(�isx) = cos sx� i sin sx, si f est paire on a :

bf(s) = Z
R

f(x) cos sx dx

qui est paire, et si f est impaire, on a :

bf(s) = �i Z
R

f(x) sin sx dx

qui est impaire et imaginaire pure.

Dérivons bf (sous le signe somme grâce à la convergence dominée) :

d

ds
bf(s) =

d

ds

Z
R

exp(�ist) f(t) dt

= �i
Z
R

exp(�ist) tf(t) dt

= �i bf1(s)
Calculons en�n la transformée de f 0 en intégrant par parties :

F(f 0)(s) =

Z
R

exp(�ist) df
dt
dt

= is

Z
R

exp(�ist) f(t) dt

= is bf(s):
5.2.2 Translation et dilatation

Si t 2 R et a 2 R�, on a :

F(f(x+ t)) = exp(ist) bf(s)
F(f(ax)) =

1

jaj
bf( s
a
)
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Montrons la première relation :

F(f(x+ t)) =

Z
R

f(x+ t) exp(�isx) dx

=

Z
R

f(y) exp(�is(y � t)) dy

= exp(ist)

Z
R

f(y) exp(�isy) dy

= exp(ist) bf(s)
et la seconde :

F(f(ax)) =

Z
R

f(ax) exp(�isx) dx

=

Z
R

f(y) exp(�isy
a
)
dy

a

=
1

a
bf( s
a
) si a > 0;

=
�1
a
bf( s
a
) si a < 0:

5.3 Exemples

La fonction �a(x) = exp(�a2x2), a 6= 0, et sa transformée de Fourier sont
intéressantes pour au moins deux raisons. Calculons d'abord l'intégrale de �a(x).
On a d'une part :ZZ

R2
exp(�x2 � y2) dxdy =

Z
R

exp(�x2) dx
Z
R

exp(�y2) dy

=
�Z

R

exp(�x2) dx
�2

et d'autre part, par passage en coordonnées polaires :ZZ
R2

exp(�x2 � y2) dxdy =
Z +1

0

exp(��2)� d�
Z 2�

0

d� = �;

d'où :

Z
R

exp(�x2) dx =
p
�.

Attaquons-nous maintenant à la transformée de Fourier :

b�a(s) =

Z
R

exp(�a2x2 � isx) dx

=

Z
R

exp(�(ax+ is

2a
)2) exp(

�s2
4a2

) dx

= exp(
�s2
4a2

)

Z
R

exp(�(ax+ is

2a
)2) dx

= c(s) exp(
�s2
4a2

)
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avec c(s) =

Z
R

exp(�(ax+ is

2a
)2) dx. Calculons-le (

Z
R

exp(�x2) dx =
p
�).

r r

r r

A(�R; 0)

D(�R; s) C(R; s)

B(R; 0)�!

 �

"# C

Posons z = x+
is

2a2
:

c(s) =

Z
Ds

exp(�a2z2) dz
Ds étant la droite y = s=2a2.

La fonction exp(�a2z2) est holomorphe (dérivable) dans le rectangle ABCD,
et son intégrale le long de sa frontière est nulle (théorème des résidus) :Z

ABCD

=

Z
AB

+

Z
BC

+

Z
CD

+

Z
DA

= 0:

La valeur absolue de l'intégrale sur BC :

j
Z
BC

j = exp(�a2R2)j
Z s

t=0

exp(
t2

4a2
) exp(�iR t) dtj � exp(

s2

4a2
� a2R2)

tend vers 0 quand R!1, de même pour l'intégrale sur DA.
Les intégrales sur AB et sur DC tendent donc vers une limite commune :Z

R

exp(�a2x2) dx =

p
�

a

et �nalement : b�a(s) = p�
a

exp(� s2

4a2
):

Un calcul identique donne :

F(�a)(s) =
p
�

a
exp(

�s2
4a2

):

On a pour a = 1=
p
2 : b�a = p2� �a (fonction propre).

Le résultat suivant nous sera utile :

lim
a!0

b�a = 2��:

Prouvons-le. Pour tout s 6= 0, la limite de b�a est nulle, l'exponentielle l'empor-
tant sur a�1. Mais son intégrale :Z

R

p
�

a
exp(� s2

4a2
) ds =

p
�

a

Z
R

2a exp(�t2) dt
= 2�

(avec s = 2at) quel que soit a. Cette limite n'est donc pas une fonction mais
une distribution, la masse 2� étant concentrée à l'origine : 2��.
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Calculons la transformée de Fourier de la fonction f(t) = exp(�ajtj), a > 0 :

bf(s) = Z
R+

exp(�ist) exp(�at) dt+
Z
R�

exp(�ist) exp(at) dt = 2a

a2 + s2
:

Calculons la transformée de la fonction signal porte �, égale à 1=2 sur [�1; 1]
et nulle en dehors : b� =

1

2

Z 1

�1

cos st dt =
sin s

s
;

sin s

s
étant le sinus cardinal des tranmissions.

Considérons en�n la fonction P (x) = 1 si x 2 [0; 1], 0 sinon. On a :

bP (s) = 1� exp(�is)
is

:

La dérivée de P est égale à � � �1, d'où :

b� � b�1 = 1� exp(�is):

Nous verrons que b� = 1, d'où l'on déduit que b�1 = exp(�is), puis que b�0 = is,

et b�01 = is exp(�is).

5.4 Transformation de Fourier et convolution

Calculons la transformée de f ? g (en posant x = y + t; dx = dy) :

F(f ? g) =

Z
R

�Z
R

f(x� t)g(t) dt
�
exp(�isx) dx

=

Z
R

f(y)
�Z

R

g(t) exp(�ist) dt
�
exp(�isy) dy

=

Z
R

f(y) exp(�isy) dy
Z
R

g(t) exp(�ist) dt

f et g étant dans L1, ce qui donne :

F(f ? g) = F(f)F(g)

Comme précédemment, pour la dérivation et la convolution, on souhaite
faire passer la transformation de Fourier du côté distribution au côté fonction,
de gauche à droite :

< FT; � >=< T;F� > :

Il faut donc que les transformées de Fourier des fonctions-test soient elles-
mêmes des fonctions-test. Cela sera vu plus loin (distributions tempérées).
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5.5 Saut du chapeau

Montrons que, si f et g sont bornées et dans L1(R), on a :

Z
R

bf(x) g(x) dx =

Z
R

f(x) bg(x) dx
Ces intégrales existent car, pour la première :

j
Z
R

� Z
R

f(t) exp(�itx) dt � g(x) dxj � jZ
R

f(t) dtj j
Z
R

g(x) dxj

et de même pour la seconde.
Ensuite, la fonction h(t; x) = f(t) g(x) exp(�itx) est intégrable sur R2 car :ZZ

R2
jf(t) exp(�itx) g(x)j dtdx �

ZZ
R2
jf(t) g(x)j dtdx

�
Z
R

jf(t)j dt
Z
R

jg(x)j dx

et Fubini-Tonelli donne :ZZ
R2
h(t; x) dtdx =

Z
R

� Z
R

f(t) exp(�itx) dt � g(x) dx
=

Z
R

� Z
R

g(x) exp(�itx) dx � f(t) dt;
ce que nous voulions démontrer.

5.6 Transformation inverse

Calculons (F � F)(f), f 2 L1(R) \ L2(R), bornée :

F( bf(x)) = Z
R

exp(isx) bf(x) dx =

Z
R

\f � �x(s) ds:

Cette intégrale est absolument convergente (Fubini-Tonelli). La fonction
�a(x) = exp(�a2x2), que nous avons étudiée après avoir dé�ni la transformée
de Fourier, est telle que : 8>>><>>>:

j�a(x)j � 1;

lim
a!0

�a(x) = 1;

lim
a!0

b�a = 2��:
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Nous avons donc par saut du chapeau :Z
R

\f � �x(s) ds =

Z
R

lim
a!0

�a(s)\f � �x(s) ds

= < lim
a!0

�a(s);\f � �x(s) >

= < lim
a!0

[�a(s); f � �x(s) >
= < 2��(s); f(s+ x) >

= 2�f(x):

On en déduit que F � F = 2�Id = F � F , c'est-à-dire :

Si f 2 L1(R) \ L2(R) \ L1(R) :

F�1 = 1

2�
F

On en déduit que :

si f est paire F2(f) = 2�f
si f est impaire F2(f) = �2�f:

En notant f(�x) = f�(x), on a donc dans tous les cas :

F2(f) = 2�f�

et donc F4 = 4�2 Id, et F3 = 2�
p
2�F�1.

On utilise la convolution en physique et dans les transmissions. Or :

f ? g =
1

2�
F( bf bg);

et le calcul de la seconde écriture demande moins de temps que celui de la
première à partir de la dé�nition.

Calculons par exemple �a ? �b, en rappelant que �a(x) = exp(�ax2) et queb�a(s) = p�
a

exp(� s2

4a2
) :

�a ? �b =
1

2�
FF(�a ? �b)

=
1

2�
F
�
F(�a)F(�b)

�
=

1

2ab
F
�
exp(�(s

2

4

a2 + b2

a2b2
)
�

=

r
�

a2 + b2
exp(�t2 a2b2

a2 + b2
):
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5.7 Application aux E.D.O.

En t = 0, on alimente un circuit RL avec un courant continu, de tension
E volts. L'intensité I(t) du courant dans le circuit est solution de l'équation
di�érentielle linéaire :

RI(t) + L
d

dt
I(t) = EH(t):

Appliquons la transformation de Fourier à cette équation :

R bI(s)� L is bI(s) = E bH(s);
d'où : bI(s) = E

R� iLs
bH:

Pour utiliser la relation :

F(f)F(g) = F(f ? g);

calculons :

F�1( E

R� iLs ) = F
�1(

R

R2 + L2s2
) + F�1( iLs

R2 + L2s2
):

Grâce au résultat déjà calculé :

F(exp(�ajxj))(s) = 2a

a2 + s2
(a 2 R�+)

on obtient avec a = R=L :

F�1( R

R2 + L2s2
) =

1

2L
exp(�Rjxj=L)

et par dérivation :

F( d
dx

exp(�Rjxj=L)) = �2iLRs
R2 + L2s2

d'où :

F�1( iLs

R2 + L2s2
) =
�1
2R

d

dx
exp(�Rjxj=L)

et :

F(I) = F
� 1

2L
exp(�Rjxj=L)� 1

2R

d

dx
exp(�Rjxj=L)

�
F(H)

= F
� 1

2L
exp(�Rjxj=L)� 1

2R

d

dx
exp(�Rjxj=L) ?H

�
I(t) =

�
(
1

2L
� 1

2R

d

dx
)(exp(�Rjxj=L))

�
?H(x):
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Posons :
f(x) = exp(�Rjxj=L))H(t� x);
g(x) =

d

dx
(exp(�Rjxj=L))H(t� x):

Le support de H(t� x) est égal à ]�1; t[.

Pour t < 0 nous avons :Z t

�1

f(x) dx =
L

R
exp(Rt=L);Z t

�1

g(x) dx = exp(Rt=L);

d'où :
I(t) = 0 (t < 0):

Et pour t > 0 :Z t

�1

f(x) dx =

Z 0

�1

f(x) dx+

Z t

0

f(x) dx dx

=
L

R
� L

R
(exp(�Rt=L)� 1)

=
L

R
(2� exp(�Rt=L));Z t

�1

g(x) dx =

Z 0

�1

g(x) dx+

Z t

0

g(x) dx

= 1 + exp(�Rt=L)� 1

= exp(�Rt=L)
d'où :

I(t) =
E

R
(1� exp(�Rt=L)) (t > 0):

Remplaçons E par E exp(i!t). Reprenons les calculs pour arriver à :

I(t) =
�
(
1

2L
� 1

2R

d

dx
)(exp(�Rjxj=L))

�
?H(x) exp(i!x):

Posons :

f(x) = exp(�Rjxj=L))H(t� x) exp(i!(t� x));
g(x) =

d

dx
(exp(�Rjxj=L))H(t� x) exp(i!(t� x)):
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Pour t � 0 nous avons :Z t

�1

f(x) dx =
LR+ i L2!

R2 + L2!2
exp(Rt=L);Z 0

�1

f(x) dx =
LR+ i L2!

R2 + L2!2
exp(i!t);Z t

�1

g(x) dx =
R2 + i LR!

R2 + L2!2
exp(Rt=L);Z 0

�1

g(x) dx =
R2 + i LR!

R2 + L2!2
exp(i!t);

d'où :
I(t) = 0 (t � 0):

puis pour t > 0 :Z t

0

f(x) dx = exp(i!t)

Z t

0

exp(�Rx=L� i!x) dx

=
�LR+ i L2!

R2 + L2!2
(exp(�Rt=L)� exp(i!t)Z t

�1

f(x) dx =

Z 0

�1

f(x) dx+

Z t

0

f(x) dx

=
LR+ i L2!

R2 + L2!2
exp(i!t) +

LR� i L2!

R2 + L2!2
(exp(i!t)� exp(�Rt=L))Z t

0

g(x) dx =
R2 � i LR!
R2 + L2!2

(exp(�Rt=L)� exp(i!t)Z t

�1

g(x) dx =
R2 + i RL!

R2 + L2!2
exp(i!t) +

R2 � i RL!
R2 + L2!2

(exp(�Rt=L)� exp(i!t))

d'où :

I(t) =
E (R� iL!)
R2 + L2!2

(exp(i!t)� exp(�Rt=L):
On obtient donc, selon que l'on remplace E par E cos!t ou par E sin!t :8>><>>:

Ic(t) =
ER

R2 + L2!2
(cos!t� exp(�Rt=L)) + EL!

R2 + L2!2
sin!t

Is(t) =
ER

R2 + L2!2
sin!t� EL!

R2 + L2!2
(cos!t� exp(�Rt=L))

et pour E sin(!t+ �) : I(t) = sin� Ic(t) + cos� Is(t).

Pour un problème simple comme ce dernier, l'utilisation de la transformée
de Fourier semble pénible, mais le résultat, qui dépend de R, L, E et !, peut
être mis en mémoire et utilisé pour tous les circuits identiques. Elle plus utile
dans la résolution des E.D.P. La transformation de Laplace (vue plus loin) est
très utilisée.
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6 Distributions tempérées

Nous voulons dé�nir la transformée de Fourier d'une distribution, en faisant
passer la transformation, comme pour la dérivation ou la convolution, de gauche,
côté distribution, à droite, côté fonction.

6.1 Fonctions-test

La transformation de Fourier d'une fonction à support compact n'étant pas
à support compact, il faut changer de fonctions-test, et remplacer D par un
espace vectoriel de fonctions C1 stable par F . Toutes les fonctions considérées
dans la suite seront C1.

Si f1(x) = xf(x) appartient à L1(R), on peut dériver sous le signe somme :

d

ds
F(f)(s) = �iF(f1)(s):

Ceci montre que bf est C1 si, pour tout n 2 N, la fonction fn(x) = xnf(x) est
intégrable, donc si lim

x!�1
fn(x) = 0; 8n 2 N, c'est-à-dire si f est à décroissance

rapide :

Une fonction f est à décroissance rapide si :

8n 2 N; lim
x!�1

xnf(x) = 0:

L'ensemble des fonctions C1 à décroissance rapide ainsi que toutes leurs
dérivées est un espace vectoriel, appelé espace de Schwarz 7 et noté S. On
a évidemment D �

6=
S, de sorte que S 0 � D0. L'ensemble de telles fonctions

est un espace vectoriel stable par produit interne, par multiplication par les
polynômes et par dérivation.

Une fonction à décroissance rapide est bornée, intégrable, donc aussi ses
puissances, qui sont à décroissance rapide. Elle est donc dans Lp pour tout
p 2 N.

Si f est à décroissance rapide, toutes les fonctions fn(x) sont aussi à décrois-

sance rapide, de sorte que bf existe et qu'elle est C1.
Nous voulons que bf soit intégrable, pour appliquer la fransformation réci-

proque. A partir de cf 0 (s) = �is bf(s), on obtient par itération :

8n 2 N;df (n)(s) = �is\f (n�1)(s) = � � � = (�i)nsn bf(s)
et pour que les dérivées à tous les ordres tendent vers 0 à l'in�ni, on doit avoir :

8n 2 N; j bf(s)j << 1

sn
;
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pour s assez grand.

En dérivant sous le signe somme on obtient, si fn(x) = xnf(x) :8><>:
D bf = bf1;
: : :

Dn bf =cfn;
et bf est donc C1.

Montrons que :

f 2 S ) F(f) 2 S:

Pour cela, utilisons les relations[Dmf = (�i)msm bf(s) et Dn bf =cfn :

jsmDn bf(s)j = jsmcfn(s)j
= j\Dmfn(s)j
� j

Z
R

Dm(xnf(x)) dxj
� Am;n(f)

et Am;n(f) est dé�nie puisque D
m(xnf(x)) 2 S. On a pour tout couple (n;m)

d'entiers naturels :
8s 2 R jsmDn bf(s)j � Am;n(f);

ce qui implique que lim
jsj!+1

(smDn bf(s)) = 0, c'est-à-dire que F(f) 2 S.

La fonction f(x) = exp(x2), localement intégrable, dé�nit une distribution

régulière ef 2 D0 qui n'appartient pas à S 0. En e�et, �(x) = exp(�x2) est à
décroissance rapide et f� = 1 n'est pas intégrable sur R. Donc S 0 6= D0 : l'in-
clusion est bien stricte.

Dé�nissons la convergence dans S :

fp; f 2 S : fp ! f () 8m;n 2 N : sup
x2R
jxmDn(f � fp)(x)j ! 0

Montrons la continuité de F et de F , c'est-à-dire que fp ! f dans S entraîne
que jF(fp � f)j ! 0. Posons fp;m = xmfp :

jsmDnF(fp � f)(s)j � Am;n(fp � f)
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or Am;n(fp � f) est bien dé�nie puisque fp � f 2 S. On a donc :

sup
s2R
jsmDnF(fp � f)(s)j ! 0;

et F et F sont continues.

La transformation de Fourier est un automorphisme bicontinu de S, et :

F�1 = 1

2�
F (voir 5.6)

La convolution est une opération dans S :

f; g 2 S ) f ? g 2 S:

En e�et, si f; g 2 S, leurs transformées de Fourier bf et bg existent, appartiennent
à S, de même que leur produit bf bg et l'image réciproque de ce dernier :

F�1( bf bg) = F�1([f ? g) = f ? g:

On en déduit que :

(S;+; ?) est un anneau commutatif, d'élément neutre �:

6.2 Distributions tempérées

Les distributions tempérées sont les éléments de S 0, c'est-à-dire les
formes linéaires continues sur S. Dans la suite de la section 6, � désignera
toujours une fonction quelconque de S, et T une distribution tempérée quel-
conque.

Une fonction f est à croissance lente si :

9P 2 R[X] : lim
x!1

j f(x)
P (x)

j � 1:

L'ensemble de telles fonctions est un espace vectoriel L stable par produit
interne ou par multiplication par tout polynôme. Si f 2 L et � 2 S, f� 2 S.
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Une fonction f à croissance lente dé�nit une forme linéaire ef sur S :

< ef; � >=

Z
R

f(x)�(x) dx

car f� 2 S. Elle est continue car si �n ! �, �� �n ! 0 uniformément et :

< ef; � > � < ef; �n >=< ef; �� �n >! 0:

Une telle distribution tempérée est dite régulière. Les autres, comme � :

< �; � >= �(0)

sont singulières.

Une forme linéaire sur S est une forme linéaire sur D puisque D � S. Les
distributions tempérées sont des distributions, et elles ont toutes les propriétés
démontrées pour les distributions. Mais, en plus, elles béné�cient de la trans-
formation de Fourier.

Donnons des exemples de distributions non tempérées : ef si f(x) = exp jxj,X
n2N

exp(n) �n...

6.3 Transformation de Fourier

Nous voudrions dé�nir la transformée de Fourier de T 2 S 0 par :

< bT ; � >=< T; b� > :

Pour une distribution régulière, cela s'écrit :

<
bef; � >=< ef; b� >;

c'est-à-dire, par saut du chapeau :Z
R

bf(x)�(x) dx =

Z
R

f(x) b�(x) dx:
Pour une distribution singulière T , limite d'une suite de distributions régu-

lières ufn , on a :

lim <
cefn; � >= lim < efn; b� >=< T; b� >

ce qui nous mène à poser par dé�nition, que la distribution tempérée soit régu-
lière ou singulière :

< bT ; � >=< T; b� >
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La transformation de Fourier sur les distributions tempérées est ainsi conti-
nue.

Les équations : bf(0) = < �; bf >
= < b�; f >

et : bf(0) = Z
R

f(t) dt =< 1; f >

montrent que b� = 1. De même, la suite d'équations :

bf(a) =

Z
R

exp(�iat)f(t) dt
= < �a; bf >
= < b�a; f >

montre que :

b�a = exp(�ias); b� = 1

Calculons la transformée de Fourier de la distribution eH. Nous savons que
DeH = �, et donc que F(D eH) = 1. De F(D eH)(x) = �ixF(eH)(x), nous déduisons
que �ixF(eH)(x) = 1.

Cherchons les solutions de l'équation X� = 1. Nous avons vu, dans 4.3.1,

que � = vp(
1

X
) en est une. La solution générale sera obtenue en ajoutant la

solution générale de l'équation X� = 0. Le support de X� est vide, ce qui
implique que celui de � est f0g si � 6= 0. Nous verrons un peu plus loin qu'une
telle distribution est de la forme

P
cn�

(n). Pour qu'elle s'annule sur toute �
chaque cn�

(n) doit être nulle :

< X�(n); � >=< �(n); X� >= n�(n�1)(0)

implique cn = 0 pour n � 1. Il ne reste que c0�.

Si �(x) = exp(�x2=2), on a b�(s) = p2� exp(�s2=2) et :
< F(eH); � >=< eH; b� >=

p
2� < eH; � >

or, � étant paire :

< eH; � >=

Z
R+

�(x) dx =
1

2

Z
R

exp(�isx)�(x) dxjs=0 =
1

2
b�(0) =r�

2
;

et on a :
< F(eH); � >= � =< � �; � >;

et donc c0 = � :
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F(eH) = �� + i vp(
1

X
)

F(fH�) = �� � i vp( 1
X
)

F(1) = 2��

F(eS) = 2i vp(
1

X
)

Nous déduisons de ce résultat et du fait que F2eH = 2�fH� :

F2(eH) = i
\
vp(

1

X
) + � = fH�

d'où la transformée de Fourier de la distribution tempérée vp(
1

X
) :

F(vp( 1
X
)) = �i�(2 eH� e1) = i� eS

7 Distributions à support compact

Notons E = C1(R).
Nous connaissons D00, espace vectoriel des distributions à support compact

en tant que formes linéaires continues sur D. Si T 2 D00 a son support contenu
dans un compact K et si Pl est une fonction-plateau valant 1 sur K, on a
Pl T = T car :

< T; � >=

Z
K

T Pl� >=< PlT; � >;

et si � 2 E , Pl� appartient à D, et on peut écrire :

< T; � >=< PlT; � >=< T;Pl� >;

Ce qui montre que T peut être considéré comme appartenant à E 0.
Réciproquement, si T 2 E 0, c'est une forme linéaire continue sur D, donc

aussi sur E . On peut donc identi�er D00 et E 0.
Ainsi � est une distribution à support compact (et même ponctuel).

Une distribution à support compact est évidemment tempérée :

E 0 � S 0 � D0;

chaque espace étant dense dans le suivant. En e�et, si � 2 D0 ou S 0, on a :

Tn = Pl
(n;n+1)
(�n�1;�n) T ! T
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et Tn est à support compact.

Toute distribution T à support f0g est une combinaison linéaire de �(n). Elle
est d'ordre �ni m. Pour � 2 D, on a au voisinage de 0 :

�(x) =
X

0�n�m

�nx
n + xm+1 (x)

pour une certaine fonction  2 D ; �(x) = xm+1 (x) ainsi que ses dérivées
jusqu'à l'ordre m sont nulles sur le support de T , et < T;� >= 0 (cf. 4.10), de
sorte que, X désignant l'identité (X : t 7! tn, Xn : x 7! xn) :

< T; � >=
X

0�n�m

< T; �nX
n >;

or, comme < �(p); Xn >= 0 si p 6= n et < �(n); Xn >= (�1)n n!, on a, si
< �; Xn >= an :

< T;Xn >=
an

(�1)nn! < �(n); Xn >

et donc :
T =

X
0�n�m

an
(�1)nn! �

(n):

On passe par translation au cas d'un support ponctuel quelconque fag :

T =

mX
k=0

(�1)kak
k!

�(k)a :

7.1 Séries de Fourier

Si T 2 D00 est une distribution de support compact K � [a; b], on peut la
prolonger en une distribution périodique, somme de ses translatées :

T� =
X
n2Z

� � �(n�)

de période � � b� a. Notons D0� l'espace vectoriel des distributions périodiques
de période �. Ainsi le peigne PT =

P
�n� prolonge Dirac. Réciproquement, la

restriction à une seule période d'une distribution périodique donne une distri-
bution à support compact.

La famille orthornormée (
1p
�
exp(

2i�nx

�
))n2Z est dense dans l'espace vec-

toriel des fonctions de L1loc de période � 2 R�+, lui-même dense dans l'espace
vectoriel des distributions périodiques. On peut mettre toute � 2 D0T sous la
forme : X

n2Z

cn exp(
2i�nx

�
); cn 2 C:
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La famille étant orthonormée, les coe�cients de Fourier cn sont égaux à :

cn =
1

�
< �; exp(

�2i�nx
�

) > :

Calculons les coe�cients de Fourier de e1, considérée comme de période � > 0 :

cn(e1) = 1

�

Z
�

exp(
�2i�nx

�
) dx =

(
1 si n = 0;

0 si n 6= 0:

Puis ceux du peigne de période �, P� :

cn(P�) =
1

�
<
X
m

�m�; exp(
�2i�nx

�
) >=

1

�
;

puisque les termes en m 6= n sont nuls, de sa dérivée :

cn(P
0
�) =

1

�
<
X
m

�m�;
d

dx
exp(

�2i�nx
�

) >= �2i�n
�2

;

et de P
(k)
� :

cn(P
(k)
� ) = � (2i�n)

k

�k+1
:

Le cadre des distributions est bien adapté aux séries de Fourier : la série
de T 0 est la dérivée de celle de T . La seule limitation est la croissance lente
(majoration par un polynôme).

8 Transformée de Laplace

8.1 Transformée de Laplace des fonctions

Dans la suite, les fonctions considérées seront nulles sur R� n f0g, mais pas
forcément en 0, et telles que jf(t)j exp(��t) 2 L1(R+) pour certaines valeurs
de �. Une fonction f(t) nulle pour t < 0 est dite causale.

La transformée de Laplace 8 d'une fonction f (causale) de t 2 R est la
fonction Lffg de la variable complexe p :

Lffg(p) =
Z
R+

exp(�pt) f(t) dt =
Z
R

exp(�pt) f(t) dt

notée parfois F .
Si p = �+ i�, l'abscisse de convergence �0 est la borne inférieure des �

pour lesquels l'intégrale converge.
On calcule sans peine les transformées de 1 : 1=p, de tn : n!=pn+1, pour

lesquelles �0 = 0, et de eat : 1=(p� a), avec �0 = a.

8. Pierre Simon de Laplace (1749-1827), mathématicien et astronome français.
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La transformée de Laplace est dé�nie sur un ensemble de fonctions plus
grand que la transformée de Fourier.

La transformation de Laplace est injective et admet une réciproque, mais
l'utilisation de la formule d'inversion :8>>><>>>:

f(t) =
1

2�

Z
Da

exp(tz)Lffg(z) dz; Da = fz 2 C j <z = ag;

a étant tel que l'abscisse des pôles éventuels de

la fonction exp(zt)Lffg(z) soit inférieure à a;
est peu pratique (méthode des résidus), d'autant que la lecture des tables (de
transformées de Laplace) de droite à gauche su�t généralement.

Si f est périodique, de période 1 sur R+, on a :Z n+1

n

exp(�pt) f(t) dt =

Z 1

0

exp(�p(n+ t)) f(t) dt

= exp(�pn)
Z 1

0

exp(�pt) f(t) dt

et donc :Z +1

0

exp(�pt) f(t) dt =

+1X
n=0

exp(�pn)
Z 1

0

exp(�pt) f(t) dt

=
1

1� exp(�p)
Z 1

0

exp(�pt) f(t) dt;

d'où l'on déduit les transformées des fonctions :8>>>>><>>>>>:
exp(2ni�t) 7! p+ 2ni�

p2 + 4n2�2
; �0 = 0;

cos(2n�t) 7! p

p2 + 4n2�2
; �0 = 0;

sin(2n�t) 7! 2n�

p2 + 4n2�2
; �0 = 0:

Les propriétés qui vont nous servir, outre la linéarité évidente, sont les liens
avec la dérivation (D = d=dt) et la convolution (f et g sont nulles sur R� n f0g,
donc aussi f ? g, mais pas forcément en 0) :

LfDfg(p) = pLffg(p)� f(0); (D = d=dt);

Lf
Z t

0

f(u) dug(p) =
1

p
Lffg(p);

LfDnfg(p) = pn Lffg(p)�
n�1X
k=0

pn�k�1Dkf(0);

Lff ? gg = LffgLfgg:
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Démontrons le premier point en intégrant par parties :Z +1

0

exp(�pt)Df(t) dt =
h
exp(�pt) f(t)

i+1
0

�
Z +1

0

(�p exp(�pt)) f(t) dt

= f(0) + p

Z +1

0

(exp(�pt)) f(t) dt:

Le deuxième est une conséquence du premier. Si :

F (t) =

Z t

0

f(u) du; F (0) = 0; DF = f;

on a :

LfFg(p) = 1

p
Lffg(p):

Le troisième se prouve par récurrence sur n. Elle est véri�ée pour n = 1.
Supposons-la véri�ée pour n� 1 :

LfDnfg(p) = pLfDn�1f(p)g �Dn�1f(0)

= p
�
pn�1L(p)�

n�2X
k=0

pn�k�2Dkf(0)
�
�Dn�1f(0)

= pnL(p)�
n�1X
k=0

pn�1�kDkf(0):

Démontrons le quatrième point :

Lff ? gg(p) =

Z
R

exp(�pt)
�Z

R

f(t� u) g(u) du
�
dt

=

ZZ
R2

exp(�pt) f(t� u) g(u) dudt:

Posons v = t+ u, t = v � u, dt = dv � du, dudt = dudv puisque dudu = 0 :

Lff ? gg(p) =

ZZ
R2

exp(�p(u+ v)) f(v) g(u) dudt

=

Z
R

exp(�pv) f(v) dv
Z
R

exp(�pu) g(u) du

= Lffg(p)Lfgg(p):
Les deux premières relations sont utilisées pour intégrer les équations di�é-

rentielles linéaires à coe�cients constants. La transformation de Laplace appli-
quée à une telle équation :

y(n) + an�1y
n�1 + � � �+ a0y = f
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donne :
(pn + an�1p

n�1 + � � �+ a0)Lfyg � c = Lffg
où c est une combinaison linéaire des dérivées de y en 0, données par les condi-
tions initiales, d'où :

Lfyg = Lffg+ c

pn + an�1pn�1 + � � �+ a0

et y est donnée par la transformation réciproque. En fait, on décompose en
éléments simples, �gurant sur les tables, ce qui permet de revenir à y par lecture
de ces tables de droite à gauche.

Les racines du polynôme caractéristique :

P (p) = pn + an�1p
n�1 + � � �+ a1p+ a0

sont réelles ou complxes conjuguées. La transformée de la fonction exp(at) étant

égale à
1

p� a , une racine réelle r donne exp(rt). Un couple de racines complexes

conjuguées �k � i�k donne :

exp((�k + i�k)t) + exp((�k � i�k)t) = exp(�kt)
�
exp(i�kt) + exp(�i�kt)

�
= 2 exp(�kt) cos(�kt):

Remarque : si la partie réelle d'une racine, r ou �k, est négative, l'exponentielle
correspondante tend vers 0 quand t tend vers l'in�ni, si elle est nulle, l'expo-
nentielle est constante ou périodiques, et si elle est positive, l'exponentielle tend
vers l'in�ni. Cette remarque est utile pour étudier la stabilité des �ltres (dans
les transmissions).

Exemple. L'équation y00 + ay0 + by = f est transformée en :

(p2 + ap+ b)Y � (p+ a)f(0)� f 0(0) = F

d'où :

Y =
F + (p+ a)f(0) + f 0(0)

p2 + ap+ b

Y et F étant les transformées de y et f .

Ainsi, l'équation di�érentielle :

y00 + 4y = sin(t); y(0) = 0; y0(0) = 1

est transformée en :

(p2 + 4)Y =
1

p2 + 1
+ 1;

d'où :

Y =
1

(p2 + 1)(p2 + 4)
+

1

p2 + 1

=
1=3

p2 + 1
+

2=3

p2 + 4
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et le résultat, lu dans les tables : y =
1

3

�
sin(t) + sin(2t)

�
.

Pour l'équation di�érentielle :

y00 + 2y0 + 2y = 0; y(0) = 0; y0(0) = 1

la transformation de Laplace donne :

Y =
1

p2 + 2p+ 2
=
i

2
(

1

p+ 1 + i
� 1

p+ 1� i );

d'où :

y =
i

2
(exp(�1� i)t)� (exp(�1 + i)t)

et y = exp(�t) sin(t). O

La dérivée de exp(i!t) est i! exp(i!t) ; on a donc :

Lfi! exp(i!t)g = i!Lfexp(i!t)g = pLfexp(i!t)g

d'où l'on déduit que, dans le domaine trigonométrique, p = i !.

Si les limites de f existent, on a :8<:lim
+1

pLffg(p) = lim
0
f(t);

lim
0
pLffg(p) = lim

+1
f(t):

On a en e�et pL(p) = Lff 0g(p) + f(0) et :

Lff 0g(p) =

Z
R+

f 0(t) exp(�pt) dt

=
�
f(t) exp(�pt)�+1

0
+

Z
R+

1

p
f 0(t) exp(�pt) dt

=

(
0 si p! +1;
f(+1)� f(0) si p! 0:

Les deux relations de translation suivantes découlent de la dé�nition :

Lff(t� t0)g(p) = exp(�t0p)Lffg(p);
Lffg(p+ p0) = Lfexp(�p0t)f(t)g(p):
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8.2 Transformée de Laplace des distributions

Notons D0+0 l'espace vectoriel des distributions à support dans R+. Il est
évidemment stable par convolution.

la transformée de Laplace d'une distribution T 2 D0+0 est la fonction C
1 :

LfTg : z 7!< T; exp(�zt >;
d'où :

LfT 0g : z 7! � < T;�z exp(�zt >= z LfTg:

Ainsi, Lf�g = 1 et, par récurrence Lf�(n)g = zn.

Si la distribution est régulière, c'est-à-dire si T = ef , f 2 L1loc, les dé�nitions
coïcident : Lf efg = Lffg.

Une fonction f 2 C1 est la transformée de Laplace d'une distribution si
jf(x+ iy)j exp(�xt) 2 L1(R+).

La propriété suivante est très importante :

8T 2 D0+0; 8� 2 D0+0 : LfT ?�g = LfTgLf�g = Lf� ? Tg

En e�et T ?� 2 D0+0 et :

LfT ?�)g = < T (z); < �(s); exp(�(z + s)t >>
= < T (z);L� exp(�(z + s)t >
= L� < T (z); exp(�zt >
= Lf�gLfTg
= LfTgLf�g
= Lf� ? Tg:

8.3 Inverse de convolution, méthode de Green

Soit � = U ? T une équation dans laquelle T est un opérateur di�érentiel
linéaire non nul et U une distribution inconnue, et nous supposons l'existence
des transformées de Laplace. S'il existe une distribution notée T ��1 telle que
T ? T ��1 = �, élément neutre de la convolution, T ��1 est l'inverse de convo-
lution de T , sa solution fondamentale ou sa fonction de Green. Si T est à
coe�cients constants, l'inverse existe (théorème de Malgrange 9-Ehrenpreis 10).
L'équation est dans ce cas équivalente à U = � ? T ��1 = T ��1 ?�.

La transformée de Laplace de l'équation � = U ? T est :

Lf�g = LfUgLfTg;
9. Bernard Malgrange (né en 1928), mathématicien français.
10. Leon Ehrenpreis (1930-2010), mathématicien américain.
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d'où :

LfUg = Lf�gLfTg :

On obtient U par transformation inverse, ce qui n'est pas forcément aisé.
Voyons un exemple très simple, le problème de Cauchy :8><>:

Y (t) = H(t)y(t);

y0 + ay = 0;

Y (0) = Y0 = y0:

Comme Y 0(t) = H(t)y0(t) + y0�, puisque y(t)� = y0�, le problème s'écrit :

Y 0 + aY = H (y0 + ay) + y0 � = y0 �

ou encore :
(�0 + a�) ? Y = y0 �:

On a donc, si LfY g existe :

LfY g =
Lfy0�g
Lf�0 + a�g

=
y0

p+ a

= y0LfH(t) exp(�at)g
et Y = y0H(t) exp(�at). L'inverse de convolution de �0 + a�, dans D00+, est en
e�et égal à H(t) exp(�at), car :
(�0 + a�) ?H(t) exp(�at) = (H(t) exp(�at))0 + aH(t) exp(�at)

= � exp(�at)� aH(t) exp(�at) + aH(t) exp(�at)
= �:

Donnons quelques inverses de convolution utilisés dans la résolution d'équa-
tions di�érentielles et surtout d'équations aux dérivées partielles.

8.3.1 Oscillateur harmonique

Voyons le cas de l'oscillateur harmonique d'équation :

X 00 + 2aX 0 + !2X = f;

a � ! étant un coe�cient d'amortissement. Cette équation s'écrit :

(�00 + 2a�0 + !2�) ? X = f

et sa transformée de Laplace est :

(p2 + 2ap+ !2)LfXg = Lffg
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d'où :

LfXg = Lffg 1

p2 + 2ap+ !2
:

En posant a2 � !2 = �b2, on a :

1

p2 + 2ap+ !2
=

1

2b
(

i

p+ a+ ib
� i

p+ a� ib )

et :

LfXg = 1

2b
Lffg ( i

p+ a+ ib
� i

p+ a� ib )

Comme :

LfH(t) exp(��t) = 1

p+ �

on obtient la solution particulière :

X(t) =
i

2b
H(t) exp(�at) (exp(�ibt)� exp(ibt)) ? f(t)

= H(t) exp(�at) sin(bt)
2b

? f(t):

La solution générale de l'équation homogène (f = 0) est :

X(t) = L�1� (p+ a)X(0) +X 0(0)

p2 + ap+ !2

�
= exp(�at) (A sin(bt) +B cos(bt))

avec b =
p
!2 � a2, A =

X 0(0)� aX(0)

b
, B = X(0).

8.3.2 Equation de la chaleur

Considérons une tige métallique illimitée, de coe�cient de di�usibilité a,
dont la température au temps t au point d'abscisse x est �(x; t) ; la condition
initiale est �(x; 0) ; W (x; t) désigne un apport extérieur de chaleur au temps t
au point d'abscisse x.

Sans apport extérieur, le �ux calorique en un point d'abscisse x est propor-

tionnel à la variation locale de température, �@�
@x

, le signe moins provenant du

fait que les calories vont des particules plus chaudes vers les moins chaudes. La
variation temporelle de température en un élément de la tige est proportionnelle
à la di�érence entre le �ux entrant et le �ux sortant, donc à la dérivée en x du
�ux.

�(x; t) obéit donc à l'équation de la chaleur :

@

@t
�(x; t)� a @

2

@x2
�(x; t) = 0;
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On a en posant �(x; t) =H(t)F (x; t) :

@

@t
�(x; t)� a @

2

@x2
�(x; t) = F (x; t) �(t) +H(t)(

@

@t
F (x; t)� a @

2

@x2
F (x; t))

= F (x; 0) �(t):

Ceci peut s'écrire, en rajoutant la source extérieure de chaleur :�
�0(t)� a�00(x)

�
?�(x; t) = F (x; 0) �(t) +H(t)w(x; t)

d'où, le produit de convolution étant commutatif :

�(x; t) =
�
�0(t)� a�00(x)

���1
?
�
F (x; 0) �(t) +H(t)w(x; t)

�
:

Cherchons donc l'inverse de convolution � de �0(t)� a�00(x) :�
�0(t)� a�00(x)

�
? � = �(x)
 �(t)

sous la forme H(t)f(x; t), c'est-à-dire :

f(x; 0)
 �(t) +H(t)
�
�0(t)� a�00(x)

�
? f(x; t) = �(x)
 �(t):

nous devons donc trouver une fonction f(x; t) telle que :(
f 0t � af 00x2 = 0;

f(x; 0) = �(x):

La transformée de Fourier en x de f(x; t) doit donc véri�er :

@

@t
Fx(f(x; t))(s) + as2Fx(f(x; t))(s) = 0:

La transformée de la gaussienne exp(�bx2) étant la gaussienne

p
�p
b
exp(�s

2

4b
),

nous sommes amènés à poser :

Fxff(x; t)g(s) = � exp(�ats2)

puisque :
@

@t
Fxf�(x; t)g(s) = �as2Fxf�(x; t)g(s);

d'où f(x; t) par la transformation inverse
1

2�
Fx, la fonction étant paire (5.6).

On obtient :

f(x; t) =
�

2
p
�at

exp(� x2

4at
); � 2 R:
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Il reste à voir si lim
t!0

f(x; 0) = �(x). Pour x > 0, f(x; 0) = 0, l'exponentielle

l'emportant sur la fraction rationnelle, et lim
x!0

f(x; 0) = +1. On obtient bien

une suite de Dirac en x pour � = 1 puisque, quelque soit t > 0 :Z
R+

f(x; t)dx = �:

On a donc �nalement :

�(x; t) =
�
F (x; 0) �(t) +H(t)w(x; t)

�
?H(t)

exp(� x2

4at
)

2
p
a�t

:

Si F (x; 0) = F0 et w = 0, on véri�e que �(x; t) = F0 pour t > 0 :

�(x; t) =
F0

2
p
a�t

Z
R

exp(� (x� s)
2

4at
) ds;

d'où, en posant u =
(x� s)p

4at
, ds = �p4at du :

�(x; t) =
F0

2
p
a�t

Z
R

p
4at exp(�u2)du = F0 (car

Z
R

exp(�u2)du =
p
� ):

Voyons quelques applications, avec a = 0; 25.

(1) Supposons que F (x; 0) = 200 si x 2 [�1; 1], F (x; 0) = 0 si x =2 [�1; 1], et
que w = 0. On a pour t > 0 :

�(x; t) =
100p
�t

Z 1

�1

exp(� (x� s)
2

t
) ds

= 50
�
erf(

x+ 1p
t
)� erf(

x� 1p
t
)
�
;

erf désignant la fonction d'erreur :

erf(x) =
2p
�

Z x

0

exp(�x2) dxZ b

a

exp(�x2) dx =

p
�

2

�
erf(b)� erf(a)

�
dont les valeurs sont données par une table. Cette fonction est impaire, et
erf(+1) = 1. Quand t! +1, �(x; t) tend vers 0. Ainsi �(0; 106) = 0; 11.
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Etudions l'évolution de la température en x = 0 : �(0; t) = 100 erf(
1p
t
) :

-

6

q

�(0; t)

t
O

20

40

60

80

100

q

q

q

q

q

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
q q q q q q q q q q

Voyons les courbes de température en t = 0, t = 1 et t = 4 :

-

6

q

�(x; 0)

x
O

�(x; 1)

�(x; 4)

qq q q q
-1-2 1 2 3

q

q

q

q

q

20

40

60

80

100

Comme il n'y a pas échange de chaleur en x = 0, en se restreignant à x � 0
on obtient le cas où la tige est la demi-droite R+.
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(2) La tige étant illimitée, posons Wn(x; t) = 100H(t)�n(x), �n(x) = n si
x 2 [�1=n; 1=n], �n(x) = 0 sinon. Reprenons les calculs pour t > 0 :

�(x; t) =
100�n(x)

2
p
�t

? exp(�x2=t)

=
50p
�t

Z
R

�n(s) exp(
�(x� s)2

t
) ds

=
50p
�t

Z x+1=n

x�1=n

n exp(
�u2
t

) du:

On intégre entre �1=n et 1=n une quantité équivalente à n exp(
�x2
t

) quand

n ! 1, et la limite est donc égale à
100p
�t

exp(
�x2
t

). Or �n est une suite de

Dirac : sa limite quand n!1 est �(x). D'ailleurs :

100p
�t
�(x) ? exp(

�x2
t

) =
100p
�t

exp(
�x2
t

):

On véri�e que la quantité de chaleur dans la tige au temps t > 0 :Z
R

�(x; t) dx = 100t

est égale à la quantité de chaleur distribuée.

(3) Etudions le cas où la tige est de longueur �, en s'inspirant de la méthode
historique de Fourier.

Etendons �(x; t) à R, en une fonction paire, continue, C1 par morceaux
(t > 0, x 6= k�) et 2�-périodique en x :

�(x; t) =
X
n2N

fn(t) cos(nx):

Le fait que � soit paire annule le �ux de chaleur en x = 0, et en x = �,
puisque �(��; t) = �(��+; t) = �(�+; t. Comme :8>>>><>>>>:

@�

@t
=
X
n2N

f 0n(t) cos(nx)

@2�

@x2
= �

X
n2N

fn(t)n
2 cos(nx)

on doit avoir :
f 0n(t) = �0; 25n2fn(t);

d'où fn(t) = �n exp(�0; 25n2t), et :

�(x; t) =
X
n2N

�n cos(nx) exp(�0; 25n2t):
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Quand t! 0, �(x; t) tend vers �(x; 0) =
X
n2N

�n cosnx, de sorte que les �n

sont les coe�cients de Fourier de �(x; 0) :8>><>>:
�0 =

1

�

Z �

0

�(x; 0) dx;

�n =
2

�

Z �

0

�(x; 0) cosnx dx:

Quand t ! 1, exp(�0; 25n2t) ! 0, et et �(x; t) ! �0 : la chaleur tend à
être uniformément répartie sur la tige.

Supposons que �(x; 0) = 100 si x 2 [0; �=10] et �(x; 0) = 0 si x > �=10. On
a dans ce cas :8>>><>>>:

�0 =
1

�

Z �=10

0

�(x; 0) dx = 10;

�n =
2

�

Z �=10

0

�(x; 0) cosnx dx =
200

n�
sin(n�=10):

Si n va de 0 à 100, on obtient l'approximation :

�(x; t) = 10 +
200

�

100X
1

1

n
sin(n�=10) cosnx exp(�0:25n2t):

Pour t = 0, cette expression donne pour x 2 [0; �=10[ des valeurs proches de
100 : 97; 99 en 0, 109 en �=11, 49; 51 en �=10, �7; 94 en �=9, puis des valeurs
inférieures à 1.

On obtient ensuite, après 2s et 10s et aux abscisses k�=5, de k = 0 à k = 10 :

23; 66 20; 37 11; 49 4; 42 1; 18 0; 41
11; 61 11; 31 10; 50 9; 50 8; 69 8; 39

9 Compléments

9.1 Caractérisation des distributions singulières

Remarquons d'abord que �, d'ordre 0, est la dérivée d'ordre 2 de la fonction
continue sur R XH : x 7! max(0; x), que eH, d'ordre 0, est la dérivée première
de la même fonction. Nous allons démontrer la caractérisation suivante :
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Soient K un compact de RN , T 2 D0 d'ordre pK sur K, et :

D(K) = f� 2 D j Supp(�) � Kg:

Il existe alors une fonction continue f sur RN telle que TjK = ef (pK+2).

Il existe une constante CK 2 R+ (cf. 3.4) telle que, pour toute � 2 D(K) :

< T; � >� CK jj�(pk)jj1:
On a une application linéaire :

�(i)(x) =

Z x

�1

�(i+1)(t) dt = ui(�
(i+1))(x)

d'où, si v = u0 � � � � � upK :

�(x) = v(�(pk+1))(x):

D'autre part :

jj�(pk)jj1 � sup
x
j
Z x

�1

�(pk+1)(t) dtj

� sup
x

Z x

�1

j�(pk+1)(t)j dt

�
Z
R

j�(pk+1)(t)j dt
� jj�(pk+1)jj1;

d'où :
< T; � >=< T � v; �(pk+1) >

et T � v est une forme linéaire continue pour la norme jj jj1 sur le sous-espace de
L1(K) formé des dérivées d'ordre pk+1 des fonctions de D(K). Elle se prolonge
en une forme linéaire continue (pour la norme jj jj1) sur L1(K) (théorème de
Hahn-Banach).

Il existe une isométrie linéaire surjective de l'espace des fonctions mesurables
bornées sur K, L1(K), sur l'espace des formes linéaires continues sur L1(K) :

L1(K) ! L�1(K)

g 7! lg : f 7!
Z
f(t)g(t) dt

de sorte qu'il existe une fonction g mesurable et bornée sur K, que l'on peut
prolonger à RN par 0 hors de K, telle que :

< T; � >=< eg; �(pk+1) >= (�1)pK+1 < eg(pk+1); � > :

Si on pose :

f(x) =

Z x

�1

g(t) dt;

f est continue sur RN et ef (pK+2) = eg(pk+1) = T .
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9.2 Formule sommatoire de Poisson

Si � 2 S et si P est le peigne de Dirac de période 1 :X
n2Z

�(n) =
X
n2Z

b�(n)
< P; � >=< P; b� >=< bP; � >

Démontrons la première égalité.
La fonction � étant à décroissance rapide, il en est de même de la fonction

 (x) =
P

n2Z �(x+ n), périodique de période 1. La convergence est normale et
on peut écrire, les cp désignant les coe�cients de Fourier :

cp( ) =

Z 1

0

X
n2Z

�(x+ n) exp(�2i�px) dx

=
X
n2Z

Z 1

0

�(x+ n) exp(�2i�px) dx

=
X
n2Z

Z n+1

n

�(x) exp(�2i�px) dx

= b�(p):
La série de Fourier de � convergeant normalement vers � (théorème de Di-

richlet), on a pour tout x :X
p2Z

cp( ) exp(2i�px) =  (x)

c'est-à-dire : X
p2Z

�(x+ p) =
X
p2Z

b�(p) exp(2i�px)
et pour x = 0 : X

p2Z

�(p) =
X
p2Z

b�(p):
La démonstration est encore valable hors du cadre des distributions, lorsque

� est de classe C2 et que, pour tout x, j�(x)j < (1 + jxja)�1, a > 1.
La seconde partie est une conséquence immédiate de la première :(P

�(n) =< P; � >;P b�(n) =< P; b� >=< bP; � > :

Le peigne de période 1 est donc invariant par la transformée de Fourier, et
pour � > 0 : cP� = ��1P��1 :

On peut aussi remarquer directement que, 8n 2 Z, b�n = exp(�inst) = �n.
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9.3 Egalités de Parseval et de Plancherel

Dans l'espace de Hilbert H de base hilbertienne (en(x) = exp(2i�nx))n2Z,
on a :

f =
X
Z

cn(f)en; cn(f) =< en; f >

d'où l'identité de Parseval :Z 1

0

jf(t)j2 dt =
Z 1

0

jcn(f)j2 dt =
X
jcn(f)j2

l'identité de Plancherel :
jjf jj22 = jj bf jj22

9.4 Exemples de distributions sur R2

Nous avons en théorie travaillé dans RN , mais les exemples étaient en di-
mension 1. Donnons-en quelques-uns en dimension 2.

Si f 2 L1loc(R2), on a la distribution régulière ef .
Pour obtenir une distribution à support compact, on peut faire le produit

tensoriel de deux distributionsà support compact sur R :

< �(x; y); �(x; y) >=< �(x)
 �(y); �(x; y) >= �(0; 0);

ou encore :

< H(x; y); �(x; y) >=< H(x)
H(y); �(x; y) >=

ZZ
R2+

�(x; y) dxdy:

On peut également utiliser la fonction caractéristique (�) d'une sous-variété
compacte de R2 ; si par exemple B est la boule de rayon 1 centrée en (0; 0), de
bord C :

< �B ; �(x; y) > =

ZZ
B

�(x; y) dxdy;

< �C ; �(x; y) > =

Z 2�

0

�(cos �; sin �) d�:

Si f est une fonction mesurable à support compact, ef est une distribution à
support compact.

Cherchons l'inverse de convolution de l'opérateur de Laplace, ou laplacien,

� =
@2

@x2
+

@2

@y2
, sous la forme � = c ln(x2 + y2) :

� ? ln(x2 + y2) = �(x; y):

Comme (
@2

@x2
+

@2

@y2
) ln(x2 + y2) = 0 pour (x; y) 6= (0; 0), le support de la

distribution est f(0; 0)g. approchons cette distribution par la distribution :

�a = c ln(x2 + y2 + a2):
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On a :

��(x; y) ?�a = �(x; y) ?��a =
4a2c

(x2 + y2 + a2)2

et :

I =

ZZ
R2

��a(x; y) dxdy = 4a2c

ZZ
R2

dxdy

(x2 + y2 + a2)2
;

soit en coordonnées polaires :

I = 8�a2c

Z +1

0

�d�

(�2 + a2)2

puis en posant �2 = v :

4�a2c

Z +1

0

dv

(v + a2)2
= 4�a2c

h �1
v + a2

i+1
0

;

d'où I = 4�c. On prend donc c =
1

4�
, et l'inverse de convolution cherché est :

���1 =
1

4�
ln(x2 + y2):

La solution générale de l'équation �� =  dans S(R2) est donc :

�(x; y) =
1

4�
ln(x2 + y2) ?  (x; y) + h(x; y)

où h est une fonction harmonique (�h = 0) de S(R2).

10 Exercices

10.1 (A) Sur les distributions

(1) Calculer les dérivées successives de fjxj.
(2) Existe-t-il des distributions telles que Supp(T ) = f0g et < T; � > 6= 0

bien que �(0) = 0 ?

(3) Comparer DeH (dérivée au sens des distributions) et gDH (dérivée au sens
des fonctions).

(4) Caractériser les T 2 D0(R) véri�ant :
(a) xT (x) = 0,
(b) xT (x) = e1.

(5) Montrer que T 0 = 0 équivaut à T = �e1.
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(6) Evaluer X�0.

(7) Résoudre les équations :
(a) fT 0 = 0,
(b) XT 0 = �,
(c) XT 0 = T .

(8) Evaluer X pf(
1

X2
). Résoudre XT 0 = �T .

(9) Construire la distribution pf(
1

Xn
), partie �nie de 1=Xn et calculer sa

dérivée.

(10) calculer Xpf(
1

Xn
).

(11) Les distributions vp(
1

X
), pf(

1

Xn
), ef pour f(x) = ln jxj, f(x) = xn,

f(x) = exp(x), sont-elles homogènes ? si oui, de quel ordre ?

(12) Donner les degrés des distributions homogènes de support f0g.

(13) Montrer que �(x1; : : : ; xn) est homogène de degré �n.

10.2 (B) Sur la convolution

(1) Peut-on dé�nir H(x)?H(x) ? H(x)?H(�x) ? H(x) exp(�jxj) ?

(2) Si f est la fonction caractéristique de [0; 1], évaluer �0 ? ef .
(3) Calculer �0 ? �0, �0 ? fsin, �00 ? eH.
(4) Peut-on écrire � ? eX = eH ? e1 ?

10.3 (C) Sur la transformation de Fourier

(1) Calculer F( ef) pour f(x) = exp(iax), f(x) = cos(ax), f(x) = sin(ax).

(2) Calculer les transformées de Fourier de (a) fln�, (b) gXf , (c) gXn.

(3) Calculer la transformée de Fourier de f(x) = exp(�ajxj), a > 0.

(4) Calculer la transformée de Fourier de f(x; y) = exp(��(a2x2 + b2y2)).
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10.4 (D) Sur les distributions tempérées

(1) Si T 2 S 0, est-ce que T 0 2 S 0 ?

(2) La distribution vp(
1

X
) est-elle tempérée ?

(3) Les distributions ef avec :
(a) f(x) = cos(exp(x)),
(b) f(x) = exp(x) cos(exp(x)),
(c) f(x) = xn exp(x) cos(exp(x)),
(d) f(x) = H(x)x exp(x).
sont-elles tempérées ?

(4) La distribution T : < T; � >=
P

n2Z �(nx0) est-elle tempérée ?

10.5 (E) Sur la transformation de Laplace

(1) Calculer les transformées de Laplace de H, de �0, �00, exp(�at), sin t, cos t,
sht et cht

(2) Calculer les inverses de convolution de H(x) exp(x), de H(x) exp(ix), de
H(x) sinx, de H(x) cosx.

(3) Calculer l'inverse de convolution de �00 � 2a�0 + b�.

(4) Résoudre l'équation T 00 � T = �0, T 2 D0

10.6 (F) Sur les distributions dans R2

(1) Donner l'ordre et le support de la distribution < T; � >=

Z
R

�(x; x2) dx.

Existe-t-il une fonction f continue telle que ef = T ?

(2) Si f(z) =
1

z
, ef est-elle une distribution ?

(3) Calculer l'inverse de convolution de l'opérateur di�érentielA =
@

@x
+i

@

@y
.

(4) Montrer que, si f(x; y) = ln(x2 + y2) pour (x; y) 6= (0; 0), ef est une
distribution tempérée. Calculer la distribution �(f), � étant le laplacien.

11 Correction

(� et � désignent des scalaires quelconques.)
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(A.1) La dérivée de fjxj est la distribution signe eS. Celle de eS est 2�...

(A.2) Si � est une fonction-plateau valant 1 dans un voisinage de 0, et si
 (x) = x�(x),  s'annule en 0, et < �0;  >=  0(0) = 1.

(A.3) La dérivée de la fonction H est la fonction nulle de L1loc, et donc H0 = 0,

alors que la dérivée de la distribution eH, eH0, est �.
(A.4) (a) xT (x) = 0, T 6= 0. Si E = f� 2 D(R) j�(0) = 0g, la multiplication

par x, X, est un isomorphisme de E, puisque X� et X�1� appartiennent à E,
et :

< XT; � >=< T;X� >= 0

montre que T s'annule sur E, de sorte que son support est f0g et qu'il existe
m 2 N et des scalaires �i 6= 0 tels que :

T =
X

0�i�m

�i�
(i):

Les fonctions �n(x) = xn�(x) sont telles que �(i)(x) = 0 pour 1 � i � n� 1 et
�(n)(0) = n!�(0). On a donc pour toute � 2 D(R) :

0 =< T; �m >= �mm!�(0);

et donc �m = 0. On recommence avec m� 1... jusqu'à 1, et il reste T = �0�.

(b) XT = e1. On connaît la solution T = vp(
1

X
). On a donc X(T�vp( 1

X
)) =

0, et T = vp(
1

X
) + � �.

(A.5) Si T 0 = 0, F(T 0) = 0, or F(T 0) = 2i� sF(T ), d'où F(T ) = �� et
T = �e1.

(A.6) Evaluer X�0. De :

< X�0; � >= � < �; (X�)0 >= � < �;X�0 + � >= ��(0)

on déduit que X�0 = ��.

(A.7) (a) fT 0 = 0, f 2 C1(R). On a :

< fT 0; � >=< T 0; f� >=< T; f�0 + f 0� >= 0;

ce qui équivaut à la condition : les intérieurs des supports de T et de f sont
disjoints. Ils peuvent se toucher, car en un point commun f a toutes ses dérivées
nulles.
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(b) XT 0 = �. On a la solution T = �, d'où X(T � �)0 = 0, (T � �)0 = ��,

T � � = �eH+ �e1, et T = � + �eH+ �e1.
(c) XT 0 = T . Toutes les solutions sont de la forme T = ��.

(A.8) Si T = Xpf(
1

X2
), on a :

< T; � > = < pf(
1

X2
); X� >

= lim�!0+

Z
x��

�(x)

x
dx

= < vp
1

X
;� >

et donc T = vp(
1

X
).

Les solutions de XT 0 = �T sont T = �vp(
1

X
).

(A.9) Considérons, pour � > 0, l'intégrale

Z
jxj��

�(x)

xn
dx. Elle converge, mais

que se passe-t-il quand �! 0+ ?
Il existe �0 > 0 et une fonction  2 C1([0; �0]) telle que, pour x 2 [0; �0], on

ait :

�(x) = �(0) + x�0(0) +
x2

2!
�00(0) + � � �+ xn�1

(n� 1)!
�(n�1)(0) + xn (x)

et, pour 0 < � < �0 et I = [�; �0] :Z
jxj2I

�(x)

xn
dx =

n�2X
j=0

Z
jxj2I

�(j)(0)

j!xn�j
dx+

Z
jxj2I

 (x) dx

Cherchons la partie divergente, divn(�), de cette intégrale quand �! 0+. L'in-
tégrale des fonctions impaires est nulle. On obtient :8>>>>><>>>>>:

div2n(�) = 2

n�1X
j=0

�(2j)(0)

(2n� 1� 2j) (2j)! �2n�1�2j

div2n+1(�) = 2

n�1X
j=0

�(2j+1)(0)

(2n� 1� 2j) (2j + 1)! �2n�1�2j
;

et dans tous les cas :

< pf(
1

Xn
); � >= lim

�!0+

�Z
jxj��

�(x)

xn
dx� divn(�)

�
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avec :

divn(�) = 2
X
j<n�1

j�n mod 2

�(j)(0)

(n� 1� j) j! �n�1�j :

Calculons la dérivée de pf(
1

X2n
) = T2n :

< T 02n; � > = � < T2n; �
0 >

= � lim
�!0+

�Z
jxj��

�0(x)

x2n
dx� div2n(�

0)
�
;

or : Z
jxj��

�0(x)

x2n
dx =

h�(x)
x2n

i��
�

+ 2n

Z
jxj��

�(x)

x2n+1
dx

et :
�(��)� �(�)

�2n
= � 2

�2n

n�1X
j=0

�(2j+1)(0)

(2j + 1)!
�2j+1 + o(�):

On a donc :

< T 02n; � > = 2

n�1X
j=0

�(2j+1)(0)

(2j + 1)! �2n�2j�1
+

�(2j+1)(0)

(2j)! (2n� 2j � 1) �2n�2j�1

�2n
Z
jxj��

�(x)

x2n+1
dx

= 2n

n�1X
j=0

�(2j+1)(0)

(2j + 1)! (2n� 2j � 1) �2n� 2j � 1
� 2n

Z
jxj��

�(x)

x2n+1
dx;

d'où T 02n = �2nT2n+1.

Un calcul similaire montre que T 02n�1 = �(2n� 1)T2n.

On a donc pour tout n 2 N :

D pf(
1

Xn
) = �n pf( 1

Xn+1
)
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(A.10)

< xpf(
1

Xn
); �(x) > = < pf(

1

Xn
); X� >

= lim
�!0+

Z
jxj��

x�(x)

xn
dx� divn(x�(x))

= lim
�!0+

Z
jxj��

�(x)

xn�1
dx� 2

X
j<n�1

j�n mod 2

(x�(x))(j)(0)

(n� 1� j) j! �n�1�j

= lim
�!0+

Z
jxj��

�(x)

xn�1
dx� 2

X
j<n�1

j�n mod 2

�(j�1)(0)

(n� 1� j) j! �n�1�j

= lim
�!0+

Z
jxj��

�(x)

xn�1
dx� 2

X
k<n�2

j�n�1 mod 2

�(k)(0)

(n� 1� (k + 1)) (k + 1)! �n�1�j

= < pf(
1

Xn�1
); �(x) >

Finalement xpf(
1

Xn
) =pf((

1

Xn�1
)).

(A.11) Rappelons que T est homogène de degré n si xT 0(x) = nT ;

T = vp(
1

X
), T 0 = �pf( 1

X2
), xT 0(x) = �vp( 1

X
) ; T est homogène de degré

�1 ;
T = pf(

1

Xn
), T 0 = �n pf( 1

Xn+1
), XT 0 = �n pf( 1

Xn
), et T est homogène de

degré �n ;
f = ln jxj, D ef =vp(

1

X
), et ef n'est pas homogène.

Il est immédiat que, si f(x) = xn, n 2 N, ef est homogène de degré n, et si

f(x) = exp(x), ef n'est pas homogène.

(A.12) Si T est de support f0g, elle est égale à
P

k ak�
(k), et sa dérivée àP

k ak�
(k+1). Si T = �k, XT 0 = X�(k+1) et on a :

< X�(k+1); � > = < �(k+1); X� >
= (�1)k+1 < �; (X�)(k+1) >
= (�1)k+1 �(k)(0)

d'où X�(k+1) = (�1)k+1 �(k), et ak�
(k) est homogène de degré k + 1.

68



(A.13) Si � = �(x1; : : : ; xn) et x = (x1; : : : ; xn), on a :

< xi
@�

@xi
; � > = <

@�

@xi
; xi�(x) >

= � < �;
@

@xi
(xi�(x)) >

= � < �; �(x) + xi
@�

@xi
>

= � < �; �(x) >

et, en sommant sur i, on obtient :X
i

xi
@�

@xi
= �n�

ce qui prouve que �(x1; : : : ; xn) est homogène de degré �n.

(B.1) H n'appartient pas à L1, mais :

H ?H(s) =

Z
R

H(x)H(s� x) dx (0 � x � s)
= sup(0; s)

= sH;

et H?H=XH.

H ?H�(s) =

Z
R

H(x)H(x� s) dx (H�(x) = H(�x))

=

Z
R+

H(x� s) dx

=

Z +1

s

dx

= +1:
Si f(x) = exp(�jxj) :

H ? f(s) =

Z
R+

exp(�jx� sj) dx

=

Z s

0

exp(x� s) dx+
Z +1

s

exp(s� x) dx
= 2� exp(�s):

Ceci montre que le critère portant sur les support des distributions (4.7.2),
su�sant, n'est pas nécessaire.
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(B.2) Si f est la fonction caractéristique de [0; 1], on a :

< ef ? �0; � > = < ef(x); < �0(y); �(x+ y) >>

= < ef(x); < �(y); �0(x+ y) >>

= < ef(x); �0(x) >
=

Z 1

0

�0(x) dx >

= �(1)� �(0)

et donc ef ? �0 = �1 � �0 (= ef 0).
(B.3) On peut faire, comme pour B.2, le calcul direct, ou utiliser la relation

(T ?�)0 = T 0 ?� = T ?�0 (4.7.2) :

�0 ? �0 = � ? �00 = �00;

�0 ? fsin = � ? fcos = fcos;
�00 ? eH = �0 ? � = �0:

(B.4) On a �0 ? eX = gDX = e1, mais eH ? eX n'étant pas dé�ni, ni d'ailleurseH ? e1, on ne peut utiliser la relation ci-dessus.

(C.1) F( ef), f = exp(iax) (distribution tempérée).

Comme b�a =gexp(�iat) (6.3), on a (5.6) :

�a = F�1(gexp(�iat)) = 1

2�
F(gexp(�iat)) = 1

2�
F(gexp(iat))

et F(gexp(iax)) = 2� �a.
On en déduit :

F(fcos(ax)) = 1

2
(�a + ��a)

et :

F(fsin(ax)) = 1

2i
(�a � ��a):

(C.2)

(a) F(fln�).
Nous avons vu que la dérivée de fln� est vp( 1

X
) (4.5). De (6.3) :8><>:

F(vp( 1
X
)) = i� eS

F(fln�) = isF(vp( 1
X
))

on déduit que F(fln�) = ��s eS.
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(b) F(Xf).
De D bf = �i bf1, où f1(s) = sf(s) (5.2.1), on déduit que :

F(Xf) = iD bf:
(c) F(gXn) (distribution tempérée).

On a vu que
be1 = 2�� (6.3). Ensuite, d'après (b), on a

beX = 2i��0, puis, par

récurrence,
dgXn = 2in��(n).

(C.3) ( F(f), f(x) = exp(�ajxj), a > 0, f 2 L1(R).

F(f) =

Z 0

�1

exp(�isx+ ax) dx+

Z +1

0

exp(�isx� ax) dx

=
1

a� is �
1

�a� is
=

2a

a2 + s2
:

(C.4) f(x; y) = exp(�(a2x2 + b2y2).

bf(s; t) =

ZZ
R2

exp
�
� (a2x2 + b2y2)� i(sx+ ty)

�
dxdy

=

Z
R

exp(�a2x2 � isx) dx
Z
R

exp(�b2y2 � isy) dy

=

p
�

jaj exp(� s2

4a2
)

p
�

jbj exp(� t2

4b2
) (Voir 5.3.)

=
�

jabj exp(�
s2

4a2
� t2

4b2
):

(D.1) T 2 S 0 ) T 0 2 S 0 ?
Par dé�nition, si � 2 S, �0 2 S. Comme < T 0; � >= � < T; �0 >, T 0 est

tempérée.

(D.2) Comme vp(
1

X
) est la dérivée de fln� qui est tempérée (ln est à crois-

sance lente), elle est tempérée (D.1).

(D.3) (a) La distribution associée à f(x) = cos(exp(x)) est tempérée car
limx!1 f(x)=x � 1.

(b) La distribution associée à f(x) = exp(x) cos(exp(x)) est tempérée, bien
que f ne soit pas à croissance lente, car f est la dérivée de sin(exp(x)) :

< exp(x) cos(exp(x)); �(x) >= � < sin(exp(x)); �0(x) >

et �0 2 S.
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(c) La distribution associée à f(x) = xn exp(x) cos(exp(x)) est tempérée car :

< xn exp(x) cos(exp(x)); �(x) >=< exp(x) cos(exp(x)); xn�(x) >

et xn� 2 S (voir (b)).
(d) La distribution associée à f(x) = H(x)x exp(x) n'est pas tempérée car f

est à croissance rapide.

(D.4) < T; � >=
P

n2N �(nx0).
Si x0 = 0, la somme est in�nie (si �(0) 6= 0). Si x0 6= 0 et si � 2 S, pour n

assez grand j�(nx0)j < jnx0j�p pour tout p 2 N, la somme converge, et T est
tempérée.

(E.1) De :

L(H) =
Z
R

exp(�pt) dt = 1

p

on déduit : L(�) = 1, L(�0) = p, L(�(n)) = pn (8.2).
De :

L(exp(�at) =
Z
R+

exp(�(a+ p)t) dt =
1

p+ a

on déduit les transformées des fonctions sin, cos, sh et ch.

(E.2) De : 8>>>>>>><>>>>>>>:

L(H(x) exp(x)) =
1

p� 1
;

L(H(x) exp(ix)) =
1

p� i ;

L(H(x) sin(x)) =
1

p2 + 1
;

on déduit les inverses de convolution, �, de T (x) = exp(x) eH(x) :
L(T ?�) =

1

p� 1
L(�)

L(�) = p� 1

� = �0 � �;

de �(x) = exp(ix) eH(x) :
L(� ?�) =

p� i
p2 + 1

L(�)
L(�) = p� i

� = �0 � i�;
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de T (x) = sinx eH(x) :

L(T ?�) =
1

p2 + 1
L(�)

L(�) = p2 + 1

� = �00 + �:

(E.3) Inverse de convolution de T = �00 � 2a�0 + b�.
Posons ! =

p
a2 � b, ! 2 C. De L(T ) = p2 � 2ap + b on déduit son inverse

de convolution � :

L(�) =
1

p2 � 2ap+ b
;

� = L�1( 1

p2 � 2ap+ b
);

= L�1
� 1

2!
(

1

p� a� ! �
1

p� a+ !
)
�
;

=
1

2!
H(t)

�
exp((a+ !)t)� exp((a� !)t)

�
:

(E.4) T 00 � T = 2�0 équivaut à (�00 � �) ? T = 2�0, ou encore à :

(p2 � 1)L(T ) = 2p;

d'où :

L(T ) = 2p

p2 � 1
=

1

p� 1
� 1

p+ 1
;

et �nalement T = H(t)
�
exp(�t)� exp(t)

�
.

(F.1) Soient P la parabole P d'équation y = x2. Pour tout compact K, soit
m la mesure de K \ P . Si � 2 E , Supp(�) 2 K, on a :

< T; � >� m jj�jj1
et T est d'ordre 0. Son support est P . S'il existait f continue telle que ef = T ,
son support serait P qui est d'intérieur vide, et elle serait nulle sur P par conti-
nuité, ce qui est absurde.

(F.2) Si f(z) =
1

z
:

< ef; � > =

ZZ
R2

�(x; y)

z
dxdy

=

Z 2�

0

exp(�i�)
�Z +1

0

�(� sin �; � cos �) �d�
�
d�:

Si � est à support compact K, � � k, on a j < ef; � > j � 2� k jj�jj1,

et ef est d'ordre 0. Si � est à décroissance rapide, on a pour � assez grand
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j�(x; y)j � 1

1 + �4
, ce qui assure la convergence de l'intégrale.

(F.3) Inverse de convolution de A =
@

@x
+ i

@

@y
=

@

@z
.

Pour z 6= 0, on a Az�n = 0. Ceci suggère de prendre pour inverse de convo-
lution � = �z�1 pour que le support de A ? � soit f0g, et que le résidu en ce
point ne soit pas nul.

On a d'abord :

< A ?�; � > = � < �; A� >

= �
ZZ

R2

A�(z)

z
dxdy

puis la formule de Cauchy-Pompeiu :ZZ
R2

A�(z)

z � z0 dxdy = ���(z0)

appliquée en z0 = 0 montre que :

A ?� = ��

d'où � = ef avec f(z) =
1

�z
.

(F.4) Montrons d'abord que f(x; y) = ln(x2 + y2) est localement intégrable.
Elle est évidement intégrable sur tout compact ne contenant pas l'origine. Si le
compact K contient l'origine, considérons le disque Dr centré à l'origine et de
rayon r ; f étant intégrable sur l'adhérence de K nD, il reste à voir si elle l'est
sur Dr : Z

Dr

ln(x2 + y2) dxdy =

Z 2�

0

d�

Z r

0

ln(�2) �d�

= �r2 (2 ln r � 1);

quantité qui tend vers 0 avec r.
La fonction f étant à croissance lente, ef est tempérée.

Le fait que
@2f

@x2
+
@2f

@y2
= 0 pour (x; y) 6= (0; 0) (f est harmonique) montre

que le support de cette distribution, si elle n'est pas nulle, est f(0; 0)g.
Nous avons montré (9.4) que 4����1 ? �(x; y) = ln(x2 + y2), �(x; y) étant

l'élément neutre du produit de convolution. On a donc :

�(ln(x2 + y2)) = 4� �(x; y):
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Distributions, 10
Distributions régulières, 10
Distributions singulières, 10
Distributions tempérées, 40
Dual (algébrique), 5
Dual algébrique, 5
Dual topologique, 5

Equation de la chaleur, 52
Espace de Fréchet, 7
Espace de Schwartz, 38

Fonction causale, 45
Fonction d'erreur, 54
Fonction de Heaviside, 10
Fonction en escalier, 3
Fonction intégrable, 4
Fonction étagée, 3
Fonction-plateau, 8
Fonctions-test, 6

Gaussienne (fonction), 13
Green (fonction ou méthode de), 50

Homogène (distribution), 19

Inverse de convolution, 50

Laplacien, 60
Limite dans D0, 11
Localement intégrable (fonction), 6

Mesurable (fonction), 3

Ordre d'une distribution, 27
Oscillateur harmonique, 51

Partie �nie de 1=X2, 15

Partie �nie de 1=X3, 15
Partie �nie de 1=Xn, 62
Pavé, 3
Peigne de Dirac (P�), 11
Polynôme caractéristique, 48
Presque partout (pp), 2
Primitive d'une distribution, 25
Produit de convolution, 21
Produit tensoriel, 19

Saut du chapeau, 33
Semi-norme, 7
Signal porte, 17
Signe (S), 11
Sinus cardinal, 32
Solution fondamentale, 50
Suite de Dirac, 12
Support d'une distribution, 10

Transformée de Fourier (distrib.), 41
Transformée de Fourier (fonction), 28
Transformée de Laplace (distrib), 50
Transformée de Laplace (fonction), 45

Valeur principale de 1=X, 13
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