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1 Un peu d’histoire

Dés le deuxiéme millénaire avant 1’ére chrétienne, on résolvait des problémes
sans disposer du formalisme des équations et des inconnues.

Diophante d’Alexandrie, qui vécut du début a la fin du troisiéme siécle,
inventa la notion d’inconnue. On appelle en son honneur équations diophan-
tiennes les équations entre polynomes a coefficients entiers (ou rationnels, ce
qui est équivalent par réduction & un dénominateur commun) dont les solutions
sont entiéres.

Les travaux de Diophante furent repris, au neuviéme siécle, par le grand
mathématicien perse Al Khawarizmi (780-850), & qui l'on doit des avancées en
Algébre, I'introduction du zéro indien, et, entre autres, la systématisation de la
notion d’algorithme (qui lui doit son nom). Il appelait 'inconnue la chose, ce qui
est & lorigine, aprés traduction, de la notation «X». Une simple notation peut
étre a 'origine d’une avancée importante en facilitant ou en permettant certains
calculs, comme les nombres complexes d’Euler ou les conventions d’Einstein.

La structure de groupe est la structure de base en algébre et elle est fonda-
mentale dans nombre de domaines scientifiques ; pensons aux groupes de trans-
formation, d’isométries, & la cristallographie, & la chimie, & la physique sub-
atomique, a 'automatique. . .Une géométrie est définie par un groupe de trans-
formations (le groupe orthogonal pour la géométrie euclidienne, le groupe de
Lorentz pour la Relativité, etc.)

La notion de groupe était implicite bien avant Cauchy (1789-1857), chez les
Grecs et les Arabes. Lagrange (1736-1813) démontre en 1770 que lordre d’un
groupe est divisible par ’ordre de chacun de ses sous-groupes. Cauchy introduit
le groupe des permutations des racines. Les travaux de Gauss (1777-1855), qui
remarque que les groupes ne sont pas tous cycliques, d’Abel (1802-1829), de
Galois (1811-1832), de Cayley (1821-1895) qui introduit la notion de groupe
abstrait, défini par sa structure et non par ses éléments, sont poursuivis par le
norvégien Sylow (1832-1918), qui décompose tout groupe fini en sous-groupes
élémentaires. Il faut également citer plus particuliérement Mathieu (1835-1890)
et les groupes éponymes (dont l'un intervient en théorie des codes), Jordan
(1838-1921) et son Traité des substitutions et des équations algébriques,
Sophus-Lie (1842-1899) et les groupes de Lie, Klein (1849-1925), etc.

Des progrés considérables ont été accomplis apres 1950, et les recherches
actuelles sont intenses.

Les anneaux ont été introduits, a partir de I’arithmétique, par les mathémati-
ciens Allemands Kummer (1810-1893), Kronecker (1823-1891), Dedekind (1831-
1916), a qui on doit le mot corps, Hilbert (1862-1943).

Galois (1811-1832) considérait déja, mais sans le nommer, le corps des racines
d’une équation.

Citons aussi les remarquables travaux d’axiomatisation d’Emmy Noether
(1882-1935).



2 Groupes
2.1 Deéfinitions

Un groupe est un couple (G, x), formé d’un ensemble non vide G, et d’une
loi de composition « * » qui associe a deux éléments du groupe un élément du
groupe :

GxG — G
(91,92) = g1%92

et qui posséde les propriétés suivantes, pour tous éléments écrits :

- elle est associative : (g1 *g2)*gs = g1 *(g2*g3), ce qui permet de supprimer
les parenthéses,

- il existe un élément neutre « e» :

Vge G, exg=gxe=g,

1

- & tout élément g correspond un inverse noté « g7 » :

-1 _ -1 _
g *g=g*xg =e¢e.
Notons bien que l'inverse est unique, que e est son propre inverse, que 1’in-
verse de g1 * g2 est g5 Ly 91 ! et enfin que le neutre est forcément unique : si e;
et e sont neutres, on a, d’aprés la définition : e *x ex = e; = es.

Une surjection ¢ d'un groupe G, de neutre e, sur un ensemble E permet de
munir F d’une structure de groupe par transport de structure en choisissant
pour chaque x € E un élément de ¢~ !(z), noté ¢~ !(x)°,en posant :

V(z, o) E Ex E:axxx’ = ¢(p " (x)°¢  (2)°)

et sous réserve que le résultat ne dépende pas du choix de ¢~ 1(x)° et de ¢~ (z')°.
Si ¢ est bijective, cette condition est remplie.
Le neutre est ¢(e) et I'inverse de z est ¢((¢p~1(x))~1), quel que soit le choix

de ¢~ 1(x).

Un semi-groupe est un couple (E,*) vérifiant les conditions de définition
d’un groupe sauf I'existence d’un inverse pour tout élément. L’ensemble N des
entiers naturels muni de l’addition est un semi-groupe.

Un groupe est généralement noté G, sauf si la précision (G, *) est indispen-
sable. Il est commutatif, ou abélien, si, quels que soient les éléments écrits,
on a :

g1 * g2 = g2 * g1.

Il arrive que I’on utilise la notation multiplicative « X », la notation de compo-
sition « o»... ou aucun symbole. On note le neutre «1», « I »... selon le contexte.
On définit, pour g € G, g™ comme étant le produit de n facteurs égaux a g.



Lorsque le groupe est commutatif, on choisit souvent la notation additive :
lopération est notée « + », le neutre « 0 » et 'inverse de g, ou 'opposé dans ce
cas, «—g ». On définit ng comme étant la somme de n termes égaux a g.

Les deux notations sont évidemment équivalentes.

Dans la suite, nous ne considérerons que les groupes finis, c’est-a-dire ayant
un nombre fini d’éléments; ce nombre, appelé pour un ensemble son cardinal,
noté Card(F), ou |E|, est 'ordre du groupe G, noté |G|.

Soit g un élément d’un groupe et G ’ensemble des puissances de g :

G = {g"|n€Z,g"=e} (notation multiplicative),
G = {ng|n€eZ,0,9=0g} (notation additive).

On vérifie immédiatement que G est un groupe. Ou bien ces puissances sont
toutes distinctes et |G| est infini dénombrable, ou bien il existe des entiers k tels
que pour tout n on ait g"t* = ¢”, ce qui implique que :

n+hk — n+(h—1)k — n

g g =9

pour un entier relatif h quelconque. Il existe alors des entiers strictement positifs
vérifiant la condition, et soit kg le plus petit d’entre eux (une partie non vide
de N posséde un plus petit élément ).

On a évidemment g = g% = e et g7F0 = g0 = e; kg est Pordre de G , et
aussi I'ordre de g, noté |g|.

Un tel groupe (fini et engendré par un élément) est dit cyclique.

Les éléments de ’ensemble koZ des multiples de kg vérifient tous la propriété,
et ce sont les seuls; si en effet un entier k la vérifie, on peut I’écrire par division
euclidienne k = qkog +r avec 0 < r < kg, et on a :

gn+r _ gn+k7qk0 — gn+
de sorte que r vérifie la propriété tout en étant inférieur a kg, ce qui impose
r =0, et k est bien multiple de kg. On montre sans effort que k¢Z est lui-méme
un groupe. Le neutre de G est ¢° = ¢g"*0 pour tout n € Z; g est un générateur
du groupe :

k:gn

G={g,9%...,9" ' g" =e}.

D’apres l'identité de Bézout (page 65) pour tout entier p premier avec ko,
gP est aussi un générateur.
En effet, a partir de la relation ap + bkg = 1, on a :

Vnez - gn _ gn(ap+bko) _ gnap — (gp)na.

Un groupe cyclique est évidemment commutatif car g"gF = gh+F = gkgh.

L’ensemble des rotations du plan, de méme centre et d’angle multiple de
27 /n, muni de la loi de composition usuelle, est un groupe cyclique d’ordre n.



Choisissons un entier p > 2 et a tout entier relatif x associons son reste T
dans la division par p, qui représente la classe modulo p de z, classe contenant
tous les entiers z tels que x—z € pZ, c’est- d-dire congrus & x modulo p. Notons
Z/pZ Vensemble des classes.

On vérifie immédiatement qu’en définissant la somme de deux classes par
la classe de la somme (T + 7 = x + y) et leur produit par la classe du produit
(Ty = ZTy) on obtient des lois ayant de bonnes propriétés.

Modulo 8 par exemple, les multiples de 8 forment la classe de 0, les multiples
de 8 plus 1,laclassede ... jusqu’ala classe de 7; on a ainsi 6+2 = 0, 4+5 = 1...
et (Z/8Z,+) est un groupe cyclique (engendré par 1, ou 3, ou 5, ou encore 7).

Mais pour la multiplication cela se passe moins bien. L’élément neutre est
évidemment 1. Nous devons d’abord enlever 0 qui n’a pas d’inverse. Comme 2 x
4 =0, I'opération n’est plus définie. Il y a donc des éléments appelés diviseurs
de zéro, éléments qui n’admettent pas d’inverse. Supposons en effet nul le
produit ab de deux éléments non nuls et ’existence de ¢! : en multipliant par
a~! on obtient : a=lab = 0, soit b = 0 ce qui est absurde, et de méme si on
suppose l'existence de b~1. Les diviseurs de zéro dans Z/8Z, 2, 4 et 6, sont donc
non inversibles. Les classes impaires forment le groupe de Klein de 'exercice 11.

L’ensemble (Z/pZ) \ {0} n’est un groupe que si p est premier. Dans ce cas
en effet, quel que soit x, p et & sont premiers entre eux et il existe des entiers y
et z tels que zy + pz = 1 (identité de Bézout, page 65), d’ou Ty = 1 (si p n’est
pas premier, p = rs et 75 = 0).

Ce groupe est alors cyclique, engendré par n’importe quelle classe, sauf 1, qui
est le neutre. Ainsi dans Z/5Z les inverses des classes de 2, 3, 4 sont dans l’ordre
les classes de 3, 2, 4 ; pour 4 par exemple on a 4x4 = 3x5+1, et donc 4 x4 = 1.

Le groupe d’une figure est I'ensemble des isométries laissant cette figure
globalement invariante. Il contient toujours au moins l’identité. Le groupe du
triangle équilatéral contient, en plus de l'identité, deux rotations et trois ré-
flexions : il est d’ordre 6.

Un groupe abélien libre sur une base B C G est un groupe abélien (G, *)
dont tous les éléments s’écrivent de maniére unique g = a1 *ag*- - -*ay,, a; € B,
a l'ordre prés et aprés réduction, c’est-a-dire en supprimant les paires b; * b; 41
lorsque b;41 = bi_l.

Soient (G, *) un groupe et B une partie de G' contenant l'inverse de chaque
élément. Un mot de longueur n € N est une suite ordonnée finie d’éléments
de B, réduite comme ci-dessus : m = b1by...b,. Notons M (B) 'ensemble de ces
mots. La concaténation de deux mots m; et my donne, aprés réduction s’il y a
lieu, le mot myms, ce qui définit une loi de composition sur M (B), visiblement
associative et non commutative. Elle admet un élément neutre : le mot vide, et
chaque mot est inversible : (b1by - --b, )"t = b --- by ', Elle munit M (B) d'une
structure de groupe : le groupe libre construit sur B.

Si B est singleton, M (B) est isomorphe a Z.



Le groupe-produit de deux groupes (G, .), de neutre e, et (G', *), de neutre
€', est Pensemble G x G’ muni de la loi (z,2') * (y,y) = (v.y, 2’ *xy') (z et y
dans G, 2’ et y’ dans G’). 1l est commutatif si G et G’ le sont. Son ordre est le
produit des ordres de G et G’. Son neutre est (e, ¢e’).

2.2 Morphisme de groupes

Un morphisme pour une structure est une application respectant cette
structure ; ainsi une application ¢ d’un groupe GG; dans un groupe G2 est un
morphisme de groupes si 'image d’un produit est le produit des images, I'image
de l'inverse I'inverse de 'image, I'image du neutre e; de G le neutre es de Ga,
ce qui peut se condenser en l'unique condition, pour tous éléments x et y dans
(1, en notation multiplicative :

d(zy) = d(x) P(y).

En effet, en posant y = ey :

¢(z) = d(ze1) = d(x) pler) = -+ = d(er) ¢(x)
nous voyons que ¢(ey) est le neutre de G ; enfin :
e2 = dler) = pe™'w) = b ) d(a) = -+ = () $(z )

montre que ¢(z~1) est bien I'inverse de ¢(x).

L’image réciproque du neutre est le noyau de ¢ noté Ker(¢) :

Ker(¢) :;bl (e2) = {x € Gy | o(x) = ea},

et Pensemble des ¢(x) quand z parcourt G; est 'image de ¢, notée Im(¢) ou
?(G1); ¢ est injectif si et seulement si Ker(¢) est réduit au neutre, surjectif
si Im(¢) est égale & G, bijectif s’il est injectif et surjectif.

Un morphisme bijectif de groupes est un isomorphisme. On vérifie sans
mal que son application réciproque est aussi un isomorphisme, de méme que le
produit de de deux isomorphismes. On exprime que G est isomorphe & G5 par
I’écriture :

Gy = Gs.

Un isomorphisme d’un groupe G sur lui-méme est un automorphisme;
Iidentité est un automorphisme, et on vérifie immédiatement que I’ensemble
des automorphismes de G, Aut(G), est lui-méme un groupe.

2.3 Sous-groupe

Une partie non vide H d’un groupe G est un sous-groupe de G si elle est
un groupe pour la méme loi; en particulier, elle doit avoir le méme neutre. Ceci
se condense en 'unique condition :

Ve e H, Vye H, zy~ ' € H.



Les plus simples sont le sous-groupe réduit au neutre, dit trivial ; et G lui-
méme ; les autres sont dits stricts. Le groupe koZ rencontré il y a peu est un
sous-groupe de Z. Avec les notations du paragraphe précédent, Ker(¢) est un
sous-groupe de G1, Im(¢) un sous-groupe de G (exercice 2).

Le centre d'un groupe est I’ensemble des éléments qui commutent avec tous
les autres. Le neutre appartient toujours au centre qui ne peut donc étre vide;
on vérifie sans peine que le centre est un sous-groupe.

Soit H un sous-groupe de G ; la relation entre éléments de G :
Ry —= xlyeH
est réflexive :
rrl=ecH
symétrique :
sRy=aycH= () =y '2c H=>yRa

et transitive :

Ry, yRz]= [z 'ye H,y '2ecH = yy l2=a'2c H=a2Rz

C’est donc une relation d’équivalence qui permet de partitionner GG en classes
d’équivalence disjointes, dites classes modulo un sous-groupe, en ’occur-
rence, classes a gauche modulo H ; la classe d’un élément g est notée gH, la
classe du neutre étant H. On définit de méme les classes & droite, notées Hyg,
la relation d’équivalence s’écrivant alors yx~! € H . Toutes les classes ont le

méme cardinal : |H|; s’il y a m classes on a donc :

|G| = m|H],
m étant 'indice de H dans G, noté [G : H|, d’ou le théoréme de Lagrange :
Théoréme 2.1. L’ordre d’un sous-groupe divise l’ordre du groupe. [

L’ordre d'un élément est I'ordre du groupe qu’il engendre; il divise donc
Iordre du groupe si celui-ci est fini. Un groupe d’ordre premier est engendré par
I'un quelconque de ses éléments, a l'exception du neutre (groupe cyclique).

Proposition 2.1. L%mage d’un sous-groupe par un automorphisme est un sous-
groupe ayant le méme ordre.

Démonstration. Soient G un groupe de neutre e, H 'un de ses sous-groupes
et ¢ un automorphisme de G. Quels que soient les éléments x et y de ¢(H), il
existe un unique couple (2/,y’) d’éléments de G tel que = = ¢(z') et y = ('),
et on a:

e=¢(e) = e € o(H),

zy = ¢(x")p(y') = ¢(2' )=>xy6¢( );
P (') = ple) = e = a7 = g(a'~! € ¢(H).



L’ensemble ¢(H) est donc un sous-groupe de G, de méme ordre que H, ¢ étant
une bijection. O

Un sous-groupe inchangé sous l'action des automorphismes est dit caracté-
ristique.

Proposition 2.2. L’ntersection de sous-groupes d’un groupe G est un sous-
groupe de G.

Démonstration. Voir 'exercice 1. O

Un groupe fini est simple s’il n’a pas d’autre sous-groupe invariant strict
que le groupe trivial (réduit a ’élément neutre).

Un sous-groupe strict d’'un groupe fini G est maximal s’il n’est contenu
dans aucun sous-groupe strict autre que lui-méme. Tout sous-groupe de G est
inclus dans un sous-groupe maximal.

Si H est un sous-groupe du groupe G, l'injection canonique est le mor-
phisme i : H — G, i(h) = h.

2.4 Sous-groupe engendré par une famille

Soit X = (z;)iesr une famille (non vide) d’éléments d’un groupe G, noté
multiplicativement. Le sous-groupe engendré par X est le plus petit sous-
groupe contenant X. Construisons ce sous-groupe. Complétons d’abord X en
lui ajoutant les inverses z; 1 de ses éléments. A chaque partie finie et ordonnée
(si G n’est pas commutatif) de X (deux telles parties peuvent ne différer que
par lordre des éléments) associons le produit (dans l'ordre) de ses éléments, et
soit [X] lensemble de ces produits. Cet ensemble contient tous les x;, donc X,
et le neutre e = z;x; ! pour I'un quelconque des z; € X. Le produit de deux
éléments de [X] :

T =Xy .wy, v € X, 1< <k,
Y = Tny -+ Ty, JUTLJEX,lngh,
TY =Tiy ... Tig Tyy - . Ty,

appartient a [X], ainsi que l'inverse d’un élément :

z =Tm, - T,
e | -1

=TTy

et [X] est un sous-groupe. C’est évidemment le plus petit des sous-groupes
contenant X, un tel sous-groupe devant contenir tous les produits utilisés pour
construire [X].

Si les éléments de X commutent deux & deux, les formules du produit de-
viennent :

S CAR A R | B | E | e



et [X] est commutatif.

Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe commutatif G, on a en nota-
tion additive [H+ K| = H+ K, ou en notation multiplicative [HK] = HK. Si G
n’est pas commutatif, H K n’est pas en général un sous-groupe. Soit par exemple
G le groupe des matrices réelles 2 x 2 de déterminant égal & 1 pour le produit
matriciel, et H et K les sous- groupes des matrices de la forme, respectivement :

h(a):((l) T),k(b)z(i ‘f)

1+ab a>

La forme :
h(a) k(b) = < b 1

n’étant pas stable pour le produit :

1+ab a 1+ad o\ [ 1+ab+db +abd'd o +aba' +a
b 1 b’ ) b+ a’bb’ + L+a'd

si ’on regarde, par exemple, le quatriéme coefficient qui n’est pas égal a 1, I'en-
semble H K n’est pas un sous-groupe.

La réunion de deux sous-groupes n’est pas en général un sous-groupe. Ainsi
27 et 3Z sont des sous-groupes de (Z,+), et le sous-groupe qu’ils engendrent
contient 5 = 2 + 3, qui n’appartient ni & I'un ni a lautre.

Comme 1 =2 x2—3¢€ [2Z+ 3Z], on a [2Z U 3Z] = Z.

2.5 Automorphisme intérieur
A un élément quelconque g du groupe G associons la transformation :

pg: G — G

r = grg l

C’est un morphisme, car :

bg(zy) = gayg?

= gxgtgyg
d)g(x) ng(y)a

1

et il admet ¢¢—1 pour inverse :

bg(pg-1(2)) = g(g '2g)g ' =2 =g (gzg g = dg-1(dy(2)).

C’est donc un automorphisme, appelé automorphisme intérieur ; un sous-
groupe est donc invariant s’il est invariant sous l'action des automorphismes
intérieurs. L’ensemble des automorphismes intérieurs est un groupe (exercice 4)
noté Int(G), sous-groupe de Aut(G).

Si ¢ est un automorphisme intérieur, H et ¢(H) sont des sous-groupes
conjugueés.
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2.6 Groupe quotient

Peut-on munir ’ensemble des classes modulo le sous-groupe H de G d’une
structure de groupe induite par celle de G, comme pour Z/pZ? 1l suffit pour
cela que la classe d’un produit soit le produit des classes :

xyH = xHyH.

Comme HH = H, cette condition équivaut a 1’égalité des classes & gauche et &
droite :

Vy € G, yH = Hy,

ou encore a :

Vy e G, yHy ! = H.

On a en effet :
[yH = Hy] = [xyH = 2yHH = cHyH]

et :
[zyH = xHyH| = [yH = HyH|

de sorte que yH, Hy et HyH ont le méme cardinal. Comme les deux premiers
sont inclus dans le troisiéme, ces trois ensembles sont égaux.

Un sous-groupe vérifiant cette condition (Vy € G, yH = Hy) est dit inva-
riant, ou distingué, ou encore normal. L’ensemble des classes muni de la loi
induite par celle de G est alors un groupe, le groupe quotient, noté G/H,
dont 'ordre est évidemment le quotient de celui de G par celui de H, si G est

fini. Tout sous-groupe d’un groupe commutatif est invariant.
L’ordre de G/H est encore l'indice de H dans G, [G: H] :

G
[G: H] = u
| H|
Remarque : un sous-groupe est invariant si et seulement s’il est inchangé sous
I’action des automorphismes intérieurs.

Théoréme 2.2 (de correspondance). Si H est un sous-groupe invariant d’un
groupe fini G, Uapplication qui associe les sous-groupes de G contenant H et les
sous-groupes de G/H est bijective et conserve l'invariance.

Démonstration. Soit m : G — G/H ’application canonique sur les classes mo-
dulo H. C’est un morphisme de groupes, et 'image d’un sous-groupe de G
contenant H est un groupe (exercice 2), sous-groupe de G/H. Ceci définit une
application de ’ensemble E des sous-groupe de G contenant H dans I’ensemble
F des sous-groupe de G/H.

Si K est un sous-groupe invariant de G contenant H, p(K) € F, et, Vg € G,
gK = Kg, n(g9)p(K) = p(K)n(g), de sorte que, 7 étant surjective, p(K) est
invariant.

Si L € F, 771(L) est un sous-groupe M de G (exercice 2) contenant H,
ce qui définit une application ¢ : F — E; po q est I'identité de F et g o p est
l'identité de E. Si L est invariant, n(g)L = Ln(g), d’ou gq(L) = q(L)g, et g
respecte I'invariance. U
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2.7 Produit libre, produit libre amalgamé

Soient trois groupes, G, H et K et des morphismes quelconques g : G — K
et h : H — K. Nous allons construire un groupe, le produit libre G * H
de G et H, admettant ces deux groupes comme sous-groupes (i : G — G x H,
j+ H — GxH étant les injections canoniques), et ayant la propriété universelle :
il existe un morphisme unique ¢ : G x H — K tel que ¢poi = f et ¢poj =h,
quels que soient f et g.

Ce produit est ’ensemble des mots z; - -z, tels que si z; € G, ;41 € H.
On montre la structure de groupe comme pour le groupe libre.

Siz1 € G, on pose ¢p(z1x2---) = g(z1)h(x2) - € K, et si 1 € H, on pose
d(r122-+) = h(x1)g(z2) -+ € K, de sorte que, si ¢ € G, ¢(x) = g(z), et si
x € H, ¢(x) = h(x).

Exemple 2.1. Considérons les transformation du plan complexe C : u(z) =
—1/z et v(z) = 1 —1/z, et le groupe G quelles engendrent. On a u?(z) =
u(u(z)) = z et v3(2) = 2. Ce groupe, appelé groupe modulaire, important en
géomeétrie, est donc isomorphe & Z/27Z x Z/3Z. v

Soient trois groupes, F', G, H et et des morphismes ¢ : FF — Gety : F — H.
Si G N H n’est pas le groupe trivial, on définit le produit libre amalgamé de
Get Hsur F:
G;H: (G« H)/N,

N étant le sous-groupe invariant engendré par les ¢(f)(v(f))~t, f € F.
Ce produit est utilisé lors du calcul du groupe fondamental d’une réunion de
deux espaces topologiques d’intersection non vide (théoréme de Van Kampen).

2.8 Action d’un groupe sur un ensemble

On dit qu'un groupe G de neutre e opére sur un ensemble E (ayant plus
d’un élément) sl existe une loi de composition :

GxE — E
(g,7) = 7(z)=g.2

telle que, quels que soient les éléments écrits :

e.x =z,
9. (g.¢) =4gyg.x
Nous supposerons de plus que ’action est fidéle, c’est- a-dire que g.z = =
pour tout z € E implique g = e, et non triviale, c’est- a-dire qu’il n’existe pas
xo € E tel que, pour tout couple (g,z), on ait g.z = x.

On a donc 7, = 44 et 7,07, = 7,,. D’autre part, 7, est une bijection de E :

T(2)=T(y) & g.x=g.y &= xz=9""'g.y=y

12



et 'application :
TigW T,

de G dans le groupe B(FE) des bijections de E est un morphisme de groupes.
Ce morphisme est injectif :

Tg

=71, <= VreFE:g.x=¢.x
= VrecE:g'¢.z=x
= gld=e+=g=y

L’ensemble 7(G) = {7, | g € G} est un sous-groupe de B(E).

La relation #Ry <= dg € G : y = g.x entre deux éléments de E est évi-
demment une équivalence, qui partitionne F en classes d’équivalence, appellées
orbites. L’orbite de x € E est donc ’ensemble O(z), ou G .z, des g.x quand
g parcourt G.

Le groupe G opére transitivement sur F s’il n’y a qu’une orbite, c’est-
a-dire si, quels que soient z et y dans F, il existe g € G tel que g.x = y.

Le fixateur de z € E, ou son stabilisateur, Fix(z) est I’ensemble des g € G
tels que g.z = z. C’est un sous-groupe de G, car :

e.z=z=e € Fix(z),
g.2=2,9.2=2,99g.2=¢ .2=2= ¢'g € Fix(z),
g.z=22z=g 't 2= g ! €Fix(z).

La surjection :

6. G — O
g = g.z

permet, si Fix(z) est invariant, de transporter la structure de groupe de G sur
9(z), en posant :

(9"-2)x(g.2)=4'g.2

et devient un morphisme de groupes, dont le noyau est Fix(z); O(z) est alors
un groupe isomorphe au groupe quotient G/Fix(z), et on a, si G est fini :

G| = [O:] [Fix(z)].
Exemple 2.2. Si on fait opérer le groupe additif R sur C* :
RxC>3(x,2) = x.2=e"2=¢.(v),

on a Fix(z) = Z, sous-groupe additif de R, invariant, 'orbite de z est le cercle de
centre O et de rayon |z|. Chaque orbite est en bijection avec le groupe quotient
R/Z, et peut donc étre munie d’une structure de groupe. v
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2.9 Groupe dérivé

Le commutateur de deux éléments g et h d’un groupe G est ’élément
ghg~th=1 noté [g, h]. 1l indique le défaut de commutativité des deux éléments :

gh = [g, ] hyg,

et si G est commutatif, tout commutateur est égal au neutre e.
Comme :
9, h] [h,g] = ghg™'h ™" hgh™'g™! = e,

ona [h,g] = [gvh]il'

Le produit de deux commutateurs n’étant pas toujours un commutateur,
I’ensemble des commutateurs n’est pas en général un sous-groupe, mais il en-
gendre le groupe dérivé de G, noté D(G).

Théoréme 2.3. Soit G un groupe, D(G) son groupe dérivé et H un sous-groupe
invariant. Alors :

(a) D(G) est invariant,

(b) G/D(G) est commutatif,

(c) si G/H est commutatif, H contient D(G),

(d) si H contient D(G), G/H est commutatif.

Démonstration.
(a) Le groupe dérivé est stable sous 'action de Aut(G). En effet, si ¢ €Aut(G) :

(19, h]) = [0(9)¢(h)(¢(9)) " (¢(h) ™) = [é(g), $(h)]

et 'image d’un commutateur est un commutateur. C’est donc vrai pour les au-
tomorphismes intérieurs, et D(G) est donc invariant.

(b) De gh = [g,h]hg, on déduit par passage au quotient gh = hg, puisque
[9:h] = ep)- .

(¢) Considérons les classes modulo H. De gg’ = ¢’g on déduit U'existence d’un
h € H tel que g¢’ = hg'g. Alors h = gg’g~1¢g/~!, et h est un commutateur :
h € D(G). Ceci est vrai quels que soient g et ¢’, donc pour tout commutateur,
et pour tout élément de D(G), produit de commutateurs.

(d) Si D(G) C H, G/H est un sous-groupe de G/D(G), donc commutatif. [

Le groupe dérivé de D(G) est noté D?(G), et D¥(G) = D(DF¥1(Q)). S'il
existe n € N tel que D"(G) = {e}, le groupe G est résoluble. Cette notion
est fondamentale en théorie de Galois : le polyndéme général du cinquiéme degré
n’est pas résoluble par radicaux car, nous le verrons plus loin, le groupe des
permutations sur cing éléments n’est pas résoluble.
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Proposition 2.3. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) le groupe G est résoluble,
(b) il existe dans G une suite finie et décroissante de sous-groupes (H;)o<i<n
tels que :
G=Hy>H,D>...DH,={e},
H; 1 est invariant dans H;,
H;/H; 11 est commutatif.

Démonstration. Si G est résoluble, il suffit de poser H; = D*(G).
Réciproquement (théoréme 2.2), G/H; étant commutatif, H; contient D(G),
et D?(G) C D(H;). De méme, D(H;) C Hs, et donc D*(G) C Hs. Poursuivant
par récurrence, on arrive & D"(G) C H,, d’ou D"(G) = {e}.
Voir le théoréme 2.5, page 15. O

2.10 Théoréme de l'ordre

Les résultats prouvés dans les sept premiers exercices sont utilisés dans la
démonstration du théoréme suivant, fondamental pour ’étude des groupes finis,
et qui permettra de démontrer que tout corps fini est commutatif.

Théoréme 2.4 (de Cauchy). Pour chagque nombre premier p qui divise [’ordre
d’un groupe G, il existe (au moins) un élément d’ordre p dans G.

Démonstration. Lhypothése se traduit par |G| = kp. Posons :

P
E= {(glaQQa-~-7gp) | HgZ = 6} C Gp'
i=1
On peut choisir librement les g; de ¢ = 1 a p — 1, mais alors g, = g;fl .. .gfl,
de sorte que le cardinal de E est égal a |G|P~1; il est donc divisible par p.
Faisons agir sur F l'opérateur de décalage 7 ainsi défini :

(91,5 9p) = (92,-- -, 91)-

Il engendre un groupe cyclique d’ordre p, 77 étant l'identité. L’orbite d'un élé-
ment x de E est 'ensemble des 7% (z) pour k allant de 1 a p. Si tous les g; sont
égaux, l'orbite n’a qu’un élément. C’est le cas de (e, ..., e). Si deux au moins
des g; sont distincts, elle en a p. Les orbites forment une partition de F, car,
si deux orbites ont un élément commun, x, elles sont toutes les deux égales a
(7% (2))1<1<p. il 0’y avait qu'une orbite & un élément, le cardinal de E serait
égal & un multiple de p plus 1, or c’est un multiple de p; E contient donc plus
d’une orbite & un élément ; une telle orbite est de la forme (g,...,g), avec g # e
et g =e. O
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Corollaire. Un groupe simple commutatif est cyclique d’ordre premier.

Démonstration. Si un groupe G, d’ordre r, est commutatif, et si un nombre
premier p divise r, G posséde un élément d’ordre p qui engendre un sous-groupe
cyclique d’ordre premier, invariant puisque G est commutatif, égal & G si G est
simple. O

Théoréme 2.5 (Nouvelle définition). Un groupe fini G est résoluble si et seule-
ment s’il existe une suite de sous-groupes :

GZGole...DGiDGi_;,_l...DGnZ{e},

telle que Giy1 est invariant dans G;, 0 < i < n —1, et G;/Gi41 est cyclique
d’ordre premier.

Démonstration. La seconde assertion implique trivialement la premiére. Mon-
trons la réciproque. Soit, Vi, G; 1 un sous-groupe invariant maximal de G; conte-
nant Giy1. Si Gi1 = Gi41, passons au suivant. Sinon, soit G; 2 un sous-groupe
invariant maximal de G; ; contenant G, 1... On construit ainsi une suite de sous-
groupes (K;) entre G et {e}, décroissante, chaque sous-groupe étant maximal
dans le précédent. Les sous-groupes invariants K;/k;;1 sont en bijection avec
les sous-groupes invariants de K; contenant K;; (théoréme 2.2 de correspon-
dance, page 11); K;/K;y; est donc un groupe simple, commutatif car contenu
dans G;/G;41. Il est donc cyclique d’ordre premier (corollaire, page 14). O

2.11 Le groupe symétrique G,

Une permutation o sur 'ensemble E,, = {1,2,...,n} est une bijection de E,,
sur lui-méme. Elle est caractérisée par les o(i), et notée (o(1),0(2),...,0(n)).
Le support de o est ensemble des i tels que o (i) # i.

L’ensemble de ces permutations sur F,, est noté &,,. L’identité est une per-
mutation; on définit le produit, ou la composée, des permutations o; et oo,
0 = 09001 par o(i) = o2(01(i)). Cette opération est évidemment associative,
son neutre est I'identité; l'inverse de o est défini par o=1(i) = j si o(j) = i;
(&,,0) est un groupe, le groupe symeétrique d’indice n. Il y a n possibilités
pour (1), n — 1 pour o(2)..., et enfin une pour o(n), et Vordre de &,, est égal
anl

Ce groupe n’est pas commutatif; par exemple :

On définit la transposition 7;;, ¢ < j, ou (¢ —j), par : 7;;(¢) = j, 7;(j) =1,
7,5 (k) = k si k ¢ {7,7}. Une transposition est une involution (Tigl = T;).

Il y a une inversion dans la permutation o chaque fois que o (i) > 7; le
nombre 7(o) des inversions de o est donc bien fixé. On supprime une inversion
en composant convenablement avec une transposition.
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Notons que deux transposition commutent si et seulement si leurs supports
sont disjoints :

)(3-4)=(2,1,4,3)=(3-4)(1-2),
)(2—-4)=(4,1,3,2),
(2-4)(1-2)=(2,4,3,1).

Calculons r(0). Si o(1) =4 > 1, le produit o1 = 71,00 est tel que :
0'1(1) = 7'11'(0'(1)) = Tli(i) =1.
Onar(oy) =r(c)—1let o =T;001.Si0(l) =1,0onpose oy =0, et r(o1) = r(0).

Sio1(2) =i > 2, ou 01(2) = 2, on procéde de méme... jusqu’a obtenir
o) =14, r(or) = 0, et o est mise sous forme d’un produit de (o) transpositions.

Exemple 2.2 Partons de la permutation o = (4,3,2,1).

01 = T1400 = (1,3,2,4) = 0 = 114001, 7(0) = r(01) + 1,
0y = Ta3001 = (1,2,3,4) = 0 = Taz0T14, 7(0) = 2.

La classe de conjugaison de ¢ € &,, est ’ensemble :

{6(0) [ ¢ € Int(&,)}
= {sos!|se&,}

o

Les éléments de cette classe sont les conjugués de o.

Un cycle de degré s, de &, (s < n) ou s-cycle, (i3 — iz — -+ —1is) est une
permutation o telle que o(iy) = i, o(iz) = i3,..., 0(is) = 41, les i} étant deux a
deux distincts, les autres éléments conservant leur place. Une transposition est
un 2-cycle, et par exemple :

(17472):(4313372)

est un 3-cycle de &,, pour n > 4, qui peut aussi s’écrire (4—2—1) ou (2—1—4),
un s-cycle étant évidemment invariant par permutation circulaire. On choisira
son écriture commencant par le plus petit des 7.

Proposition 2.4. Un s-cycle o engendre un sous-groupe cyclique d’ordre s.
Réciproquement, un sous-groupe cyclique d’ordre s de &, (s < n) est engendré
par un s-cycle.

Démonstration. On a évidemment o° = i4, et les puissances de o de 1 a p
sont deux & deux distinctes. Elles forment donc un groupe cyclique d’ordre
s. Réciproquement, si o engendre un sous-groupe cyclique d’ordre s, o° est
lidentité et les o? pour 0 < 7 < s sont deux & deux distinctes. Il reste & voir
que, si on pose o(i1) = ia,..., 0(is—1) = i1, les 4; sont deux & deux distincts.
Supposons qu’il existe iy dans le support de o tel que o (i) = ir. On aurait alors
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o"((i) = i pour tout h > k, donc pour tout h puisque les exposants agissent
modulo s, et i, n’appartiendrait pas au support de o, ce qui est absurde. On a
is_1 = 0(is_o = --- = 0° 1(i1). Supposons qu’il existe un couple (h,k), h > k,
tel que i, = ip. On aurait alors o" % (iy) = i), = ix, puis o *+1(ip) = ixs1,...,
o2h=k) (4.} = iy, le support de o se réduirait a iy, ixi1,..., in, et o engendrerait
un groupe d’ordre h — k < s, ce qui est absurde. O

Proposition 2.5. L’image d’un s-cycle par un automorphisme intérieur est un
s-cycle, conjugué s’il est différent.

Démonstration. L’image d’un groupe cyclique par un automorphisme intérieur
est un groupe cyclique de méme ordre. Il reste & utiliser la proposition précé-
dente. 0

Soit C, le groupe des permutations de &, qui commutent avec ¢ (voir
Pexercice 3).

Proposition 2.6. Le nombre de s-cycle conjugués du s-cycle o € &,, est égal
n!

4 ——.
|Co

Démonstration. Les s-cycles o’ conjugués de o sont de la forme 7.0.7 1, avec

T € G, ; o est égal a o si et seulement si 7 € C,. Si 7 et 7’ sont dans la méme
classe modulo C,, ils donnent le méme s-cycle. Le nombre de classes est donc
égal au nombre de classes modulo C,,. O

Un s-cycle se décompose, au vu des inversions, en un produit de s+ 1 trans-
positions. Ainsi :

(1—-4-2)=(2-3)(3-4)(2—-3)(1-2).

Soit o € (5),. Considérons l'espace vectoriel Z = (Z/2Z)"™, (e;) sa base
canonique, I’automorphisme (d’espace vectoriel) u, défini par us(e;) = eq(iy,
M, la matrice de u,, matrice de la permutation et ¢, son déterminant, égal
a 11, et appelé la signature de la permutationote. Ainsi, pour la permutation
de I'exemple précédent :

M, = et e, = 1.

— o o o
o = O o
o O = O
[ el

Le déterminant d’un produit étant égal au produit des déterminants, ’ap-
plication o — €, est un morphisme du groupe (S),, sur le groupe multiplicatif
Z/27Z. La signature d’une transposition est égale & —1, puisqu’en commutant
deux colonnes d’'un déterminant on change son signe. Il s’ensuit que la signa-
ture d’une permutation o, produit de 7(o) transpositions, est égale a (—1)7(?),
et que, si 'on décompose o en produit de n transpositions, la parité de n est
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celle de (o), elle est donc fixée.

Exemple 2.3. :
B-1-2) = (2,3,1),
= (1-2)(2-3),
= (2_3> (1 _3)a
= 1-2)(1-3(2-3)(1,2)

On obtient une décomposition de o1

sition de o.

Les signatures de o et de o~ ! sont égales.

Si o et o, sont des éléments de &,,, 0.01.0 ! a la méme signature que o ; la
signature est donc invariante sous I'action des automorphismes intérieurs.

L’ensemble 2,, des permutations de signature 1, dites paires, est un sous-
groupe de &,, le groupe alterné d’indice n; ce sous-groupe est invariant
d’aprés la remarque précédente (voir aussi 'exercice 8), &,, /2, est isomorphe
aZ/2Z, et |A,| =nl/2.

La signature d’un s-cycle est égale a (—1)**!. Il appartient donc a &, si et
seulement si s est impair.

Tout commutateur est pair, et appartient donc & &,,.

en inversant l'ordre d’une décompo-

Exemple 2.4. Le groupe &3 est d’ordre 6, 23 est d’ordre 3, donc commutatif,
et G3 est résoluble.

Exemple 2.5. Le groupe G, est d’ordre 24, 2, est d’ordre 12. Les éléments
de 24 sont lidentité, les produits (commutatifs) de deux 2-cycles a supports
disjoints :

(1-2)(3—-4)=1(2,1,4,3),
oy =(1—-3)(2—4) = (3,4,1,2),
03 = (174)(273) - (4’37271)?

et les 3-cycles :

7= (1-2-3)=(23,1,4),
= (1-3-2)=(3,1,2,4),
3= (1-2—4)=(2,4,3,1),
=(1-4-2)=(4,1,3,2),
ms=(1-3—-4)=(3,2,4,1),
o= (1-4-13)=(4,21,3),
T =(2-3—4) =(1,3,4,2),
Ts=(2—4-3)=(1,4,2,3).

Comme, i, j et k étant deux a deux distincts :

04005 = 0jo0; = Ok,
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et :

2_ 2 _ 2 _ .
U,L‘—O'j—o'k:—ld7

Vensemble K = {i4, 01,092,053} est le groupe de Klein (exercice 11). Ce sous-
groupe est invariant (par les automorphismes intérieurs), 24/K est d’ordre 3,
donc commutatif, et G4 est résoluble. En effet, on a :

64 3914 D KD {id},

chacun de ces groupes, a partir du deuxiéme, est invariant dans le précédent et
les quotients sont commutatifs (proposition 2.3).

Proposition 2.7. Sin > 3, les 3-cycles engendrent &,,.

Démonstration. Toute permutation de 2, est produit d’un nombre pair de
transpositions, et les produits d’un nombre pair de transpositions appartiennent
a 2,. Leur ensemble est donc 2,,. Or, tout produit de deux transpositions dis-
tinctes, donc différent de I'identité, est un 3-cycle ou un produit de 3-cycles. En
effet, si i, j, h et k sont deux & deux distincts :

(=G -k)=0G-k-10
seule possibilité si n = 3, a laquelle il faut ajouter :
(i=j)(h=k)=(—-j—h)(G—h—k)
sin > 4. O
Proposition 2.8. Sin > 5, les 3-cycles appartiennent a 2,,.

Démonstration. Soit 0 = (i —j —h) € A,. Il existe des naturels k <n et l <mn,
ces cinq nombres étant deux & deux distincts, tels que :

c=@G—k—h)(G—-l—-h(@—h—k)(G-—h-1).
Or(i—h—k)=(—-k—h)"tet(j—h—1)=(j—1—h)"L, desorte que :
o=G—-k—h)(G—1-h)(i—k—-h)" (G —-1-h)"".
Le 3-cycle o, élément de 2,,), est donc un commutateur, élément de D(2,,). O

Théoréme 2.6. Sin > 5, G, n'est pas résoluble.

Démonstration. Les 3-cycles, qui sont des commutateurs, c’est- a-dire des élé-
ments de D(S,,), engendrent a la fois A, et D(2,), qui sont donc égaux, et
D(&,) = A, = D®,); pour tout m > 1 D™(S,) = A, et &, n’est pas
résoluble. O
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Théoréme 2.7 (de Cayley™ 1854). Tout groupe d’ordre n est isomorphe a un
sous-groupe de &, .

Démonstration. Soit G un groupe d’ordre n, noté multiplicativement, et g un
¢élément quelconque. L’homothétie :

G

.. G
x gx

_>
|_>
est injective (7,(z) = e <= x = g~ 1), surjective (Vy € G, 7,(¢97'y) = y), donc
bijective, et c’est une permutation de G. Si 'on numérote les éléments de G, on
peut représenter 7, comme un élément o, de &,,, et I’application :

grr Ty > O

définit une injection de i : G — &,,. On a alors, pour deux éléments quelconques
de G, i(¢'g) = 0400, et i(G) est un sous-groupe de &,,. O

2.12 Exercices
G et G; désignent des groupes finis.
(1) Montrer que I'intersection finie de sous-groupes est un sous-groupe.
(2) Soit ¢ : G; — G2 un morphisme de groupes ; montrer que :
- Im(¢) est un sous-groupe de Gs;
- 'image réciproque d’un sous-groupe de Go est un sous-groupe de G ;
- Ker(¢) est un sous-groupe invariant ;
- ¢ induit un isomorphisme ¢ : G1/Ker(¢) — Im(¢).
(3) Montrer que C, = {y € G|zy = yz}, © € G, est un sous-groupe de G.
(4) Comparer ¢z o ¢y, et ¢ . Montrer que Int(G) est un groupe.

(5) Montrer 'équivalence : ¢,(z) =z <= y € C,.

(6) Vérifier que la relation xRy <= [Jo € Int(G) : y = o(x)] est une équiva-
lence dans le groupe G. Exprimer le cardinal de la classe de x en fonction de |C,,|.

(7) Montrer que lapplication ¢ : G — Int(G), ¢(x) = ¢4, est un morphisme de
groupes dont le noyau est le centre C' de G; en déduire que Int(G) = G/C.

(8) Regardant les classes, montrer qu’un sous-groupe d’ordre n d’un groupe
d’ordre 2n est invariant.

1. Arthur Cayley (1821-1895), mathématicien britannique.
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(9) Etudier complétement le groupe de 'hexagone régulier : définir les éléments
et leur ordre, les sous-groupes et les sous-groupes invariants.

(10) Comparer les groupes du triangle équilatéral et du tétraédre régulier a,
respectivement, G3 et Sy.

(11) Construire tous les groupes d’ordre 4, 6 et 8.

(12) Montrer que dans un groupe commutatif 'ordre du produit de deux élé-
ments engendrant des groupes dont l'intersection est triviale est le ppcm des
ordres des facteurs.

(13) Si H et K sont des sous-groupes d’un groupe commutatif G, montrer que
les groupes quotients H/(H N K) et [H + K|/K sont isomorphes.

2.13 Correction des exercices

(1) Soient H et K deux sous-groupes de G. L’intersection H N K contient au
moins le neutre de G. Quels que soient x et y dans H N K, ils appartiennent
a Hetry ! € H; de méme pour K, et zy~ ' € HNK; HN K est donc un
sous-groupe.

Soit (H;)1<i<n une famille de sous-groupes de G, et posons K, = NY_, H;,
1 < p < n. D’aprés la premiére partie, si I'un des K, est un sous-groupe,
Kpi1 = K,NH;11 en est un. Or Ky = H; est un sous-groupe, donc les K, sont
tous des sous-groupe, jusqu’a K.

(2) Soient e; et es les neutres respectifs de G et Ga, y1 et yo deux éléments de
Im(¢); il existe donc deux éléments, 1 et zo de G tels que y; = ¢(x;). Alors :

Y1y2 = d(z1) p(72) = d(z172)
et y1y2 appartient & Im(¢). Comme :
it = (¢(21) 7" = d(zy ") € Im(¢)

et :
ez = ¢(e1) € Im(9),

Im(¢) est bien un sous-groupe de G2. Soient z1 etz deux éléments de Ker(¢) :
d(x1) = ¢(22) = e2; alors :

P(z172) = d(21) P(22) = (€2)° = €2

et x129 appartient, ainsi que ey, & Ker(¢), qui est donc un sous-groupe. Ce
sous-groupe est invariant; en effet, z € G et k € Ker(¢) étant des éléments
quelconques, x~1kx appartient a Ker(¢) :

$a™ k) = o(z7") d(k) ¢(z) = (¢(2)) " ¢(z) = e2.
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Le morphisme ¢ prend la méme valeur sur tous les éléments d’une classe
modulo ¢ et induit donc une application :

¢ G1/Ker(¢) — Im(¢),

surjective par hypotheése, injective car si deux éléments de G; ont la méme
image, ¢(x1) = ¢(x2), on a :

plzr1z3 ") = ¢(z1) (d(22)) " = €2,

et ils sont dans la méme classe. Si on note 7 la classe de z, on a par définition
o(T) = ¢(x), dou :

P(T7) = ¢z y) = ¢(x) $(y) = ¢(7) $(7),

et ¢ est bien un morphisme de groupes bijectif, donc un isomorphisme.

(3) Soient e le neutre de G et y et z des éléments commutant avec x ; alors leur
produit commute avec x :

2(yz) = (zy)z = (yz)z = y(zz) = y(22) = (y2)z,
e également : ex = = = xe, et enfin y~ ! :

1 1

xy:yxéx:yxy_lﬁy_x:xy_.

(4) Pour un élément quelconque z du groupe, on a :

(6z00y)(2) = x(yzy™ 2™ = (zy)z(zy) ™" = 6uy(2),
d’ot :
¢az o ¢y = ¢mya
et le produit de deux automorphismes intérieurs est un automorphisme inté-
rieur. L’élément neutre est ¢, et ¢, a pour inverse ¢, 1.
(5) Ceci découle de la suite d’équivalences :

l—p = yr =0y = yel,.

Oy(z) =2 <= Yoy~
(6) La relation étant réflexive (pour o égal a I'identité), symétrique :

xRy <= o(x)=y (pour un o € Int(G))
— z=0"Yy)
— yRz (0 € nt(Q) = o1 € Int(Q))

et transitive :

xRy N y:al(xg

yR 2 2= ooy = z=o09001(x) = 2Rz (02,01 € Int(G))
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est une équivalence. Le cardinal de la classe de x est égal au nombre d’automor-
phismes intérieurs donnant de x des images différentes de x; comme (exercice
5) :

oy(z) =0 <= yel,

ce nombre est égal a celui des classes modulo C,, soit & |G|/ |Cyl.

(7) On a veérifié dans Pexercice 4 que ¢, 0 Py = Puy. 1l reste a voir que ¢, est
égal a l'identité si et seulement si x appartient au centre de G :

bp=1; = VWeG ayz ' =y < zy=yr < z€C.

On en déduit que ¢ est défini et injectif sur les classes modulo C'; or 1'en-
semble de ces classes, le centre étant un sous-groupe invariant, est muni d’une
structure de groupe : le groupe quotient G/C.

(8) Il y a deux classes a gauche : celle du neutre formée des éléments du sous-
groupe et une autre, et deux classes a droite : celle du neutre formée des éléments
du sous-groupe et une autre ; ces classes étant disjointes et la premiére des classes
a gauche étant confondue avec la premiére des classes & droite, les secondes sont
aussi confondues, et la condition d’existence du groupe quotient est remplie.

(9) La rotation r d’angle 7/3, engendre un sous-groupe R, d’ordre 6, qui a

lui-méme un sous-groupe d’ordre 2 engendré par r3 et un sous-groupe d’ordre 3

engendré par 2.

Les points étant nommés dans l'ordre circulaire, il y a trois symétries, sq,
82, §3 par rapport, respectivement, aux diagonales Aj Ay, As A, A3Ag et trois
autres, t1, to, t3, par rapport aux médiatrices des segments, dans l'ordre, Ay As,
AgxAs, A3Ay.

Les calculs donnent, 1 étant le successeur de 3 pour l'indice ¢ :

SioT’:tH_Q, ToS; :ti7

tioT:Si, ’I“oti:SH_l,
tioSi:SiotiJ,_Q:T,

— _ .0

tiosi+1—8ioti—7",
tioSine = Siotits =715
108i42 = Sjoli41 =T,
4 2

Sjo08i41 =T, Sjo0Si42 =T,
4 2

tiOti—Q—l:T s tioti+2:7",
SioSi:tioti:’f’GZI.

De D’écriture ensembliste RS = SR =T, ST =TS =R, TR=RT =5,
SS =TT = R (R étant 'ensemble des 7, S, celui des s;, T, celui des ¢;), on
déduit que R est 'unique sous-groupe invariant non trivial (exercice 8).
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Le groupe de ’hexagone régulier est visiblement résoluble.

(10) Les sommets du tétracdre régulier T sont Ay, A, A3 et Ay ; chaque seg-
ment est une aréte de longueur [ ; toute permutation sur les A; donne donc une
isométrie de T', et le groupe des isométries de T' est isomorphe au groupe G4
des permutations sur quatre éléments; ce n’est pas vrai pour le carré, dont les
deux diagonales mesurent [/2 si les quatre cotés sont de longueur [ : le groupe
du carré est un sous-groupe de &4. Les éléments de Isom(7T') sont :

- I'identité, d’ordre 1,

- les six symétries s; ; (s;; laisse invariants A; et A; et permute les deux
autres sommets), d’ordre 2,

- les trois demi-tours di = 120534, do = 51,30524, d3 = S2,3051.4 d’ordre
27

- les huit rotations d’ordre 3 : quatre r; (d’angle 27/3, laissant A; invariant)
et leurs carrés,

- les six composées d’ordre 4 en s; jorp 1 t1 = S12073, I3 = S34071,
t5 = 51,3074 et leurs inverses ¢, = t;l.

Pour établir la table de multiplication du groupe, le plus simple est de tra-
vailler dans la base affine formée des quatre points et de représenter les éléments
par des matrices & quatre lignes et autant de colonnes, la colonne d’indice ¢ don-
nant la nouvelle place de A; ; ainsi, la rotation r1, qui effectue le déplacement :

(A1 A2 Ag A4) — (Al A3 A4 Ag),

est représentée par la matrice :

Ry =

o O O
o= oo
— o O o
o o= O

Les calculs sont assez rapides & la main mais beaucoup plus avec un ordi-
nateur et un logiciel approprié. Les sous-groupes sont, & part le centre réduit
a l'identité, les trois groupes D; engendrés par les demi-tours (d’ordre 2), les
six groupes \S; ; engendrés par les symétries (d’ordre 2), les quatre groupes R;
engendrés par les rotations (d’ordre 3), les trois groupes T4, T3, T5, engendrés
respectivement par t1, t3, t5, (d’ordre 4), T; admettant D; comme sous-groupe ;
tous ces sous-groupes sont cycliques; il y a le sous-groupe engendré par toutes
les rotations et tous les demi-tours, d’ordre 12, donc invariant d’aprés I’exercice
8, les sous-groupes d’ordre 6 : G engendré par 7 et les s ;, G2 engendré par
ro et les sy j, Gz engendré par 73 et les s3 5, avec G; NG = S5 ...

Le groupe du triangle équilatéral, isomorphe a G3, est engendré par une

rotation d’ordre 3 et les symétries par rapport a chacune des trois médiatrices,
engendrant des sous-groupes d’ordre 2.
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(11) Le groupe cyclique Z/47Z est d’ordre 4; la seule autre possibilité est un
groupe ayant trois éléments d’ordre 2 en plus du neutre, c’est le groupe de Klein
(commutatif) :

K ={e,a,b,clab=c, bc=a, ca=b, a®> =b* = * =¢}.

Il est isomorphe au groupe additif de 1’espace vectoriel F4 de dimension 2
sur Fs.

Pour les groupes d’ordre 6, il y a d’abord Z/6Z, cyclique, puis &3 ; il n’y en
a pas d’autre car un tel groupe doit avoir au moins un élément d’ordre 3 et un
élément d’ordre 2; I’élément d’ordre 3, a, engendre le sous-groupe invariant :

A=1{a,d* a® = e},

et il reste trois éléments dont les classes modulo A sont d’ordre 2, et dont les
carrés sont donc dans A ; si ces trois éléments, b, ¢, d, ont pour carré a ou a?,
ils sont d’ordre 6, le groupe est alors cyclique, donc isomorphe & Z/6Z (deux
groupes cycliques de méme ordre sont évidemment isomorphes : il suffit de faire
correspondre un générateur de I'un avec un générateur de l'autre) ; si leur carré
est le neutre, ils sont d’ordre 2, le produit de deux d’entre eux est égal au
troisiéme, les autres choix menant & des absurdités, et on retrouve la rotation
d’ordre 3 et les trois symétries du triangle équilatéral ; le groupe est isomorphe
a &3 (exercice 10).

Pour les groupes d’ordre 8, les ordres maximum possibles des éléments sont
2,4 et 8;¢'il y a un élément d’ordre 8, le groupe est isomorphe a Z/8Z.

Si 'ordre maximal est 4, I’élément correspondant h engendre un sous-groupe
invariant (exercice 8) H isomorphe & Z/4Z, et les possibilités sont :

ZJAZ x 7./27 = {(a,b) | a € Z/AZ, b € Z,/2T},

(Z/4Z X Z/4Z) /H, H=~17/27,
(K x7/47) ] (Z/27Z), K étant le groupe de Klein.

La premiére convient ; pour la deuxiéme, H doit étre le sous-groupe engendré
par (2,2) si l'on ne veut pas retrouver le premier cas; la troisiéme redonne la
premiére si ’on veut avoir un élément d’ordre 4.

Si l'ordre maximal est 2, le groupe est isomorphe au groupe additif de I’espace
vectoriel Fy de dimension 3 sur Fb.

Le groupe ) engendré par les matrices :

i 0 0 —1
a‘(o 1) etb_(l 0)

est le groupe des quaternions.
Posant ab=1¢, Id =1, on a :

a®> =02 =c? = abe = —1.
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Ses éléments sont donc +1, +a et +b, +c. Il a six éléments d’ordre 4 (+a,
+b et £¢), un seul d’ordre 2 (—1) en plus du neutre.

(12) Soient a et b, a # b, respectivement d’ordre p et ¢ dans un groupe com-
mutatif; quel est 'ordre de ab? Comme :

(@) =a"" =e <= " =b"" =g,

m doit étre a la fois multiple de p et de ¢; 'ordre de ab, la plus petite valeur
possible non nulle de m, est donc le ppcm de p et q. Ce n’est plus vrai pour un
groupe non commutatif (exercice 9).

(13) Rappelons que, G étant commutatif, [H + K] = H + K. Soient :
i:H— [H+ K]
I'injection canonique (i(x) = x, tout élément de H appartenant a [H + K]) et :
m:[H+ K] — [H+ K|/K

la surjection canonique associant un élément & sa classe modulo le sous-groupe
K de [H + K]. Soit ¢ le morphisme composé :

¢=moi: H— [H+K]/K.
Un élément h de H est dans Ker(¢) si i(h) est dans K ; il s’ensuit que :
Ker(¢) =HNK.

D’autre part, ¢ est surjectif, car un élément de [H + K] non congru a 0
modulo K doit appartenir & H. D’aprés ’exercice 2, ¢ induit un isomorphisme :

¢ : H/Ker(¢) — Im(¢)

et les groupes H/(H N K) et [H + K]/K sont isomorphes.

Si G, H et K sont des espaces vectoriels, et les morphismes des applications
linéaires, le résultat est conservé, avec la méme démonstration.
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3 Sous-groupes d’un groupe fini

La décomposition d’un groupe fini en sous-groupes est importante en auto-
matisme, en chimie, en recherche médicale... et en Mathématiques.

3.1 Définitions

Les définitions basiques sont données dans Groupes. G désigne un groupe fini
de neutre ¢; (ou simplement e) et p un nombre premier. Rappelons que 'ordre
de G, noté |G|, est le nombre de ses éléments (son cardinal), que 'ordre d’'un
élément g de G, noté |g, est le plus petit entier naturel k¥ > 0 tel que g* = e.
Enfin, deux sous-groupes H et H' de G sont conjugués s’il existe g € G tel que
H' = gHg™', et H est distingué, invariant ou encore normal si, pour tout
geG, gHg ' = H.

Le groupe diédral D,, est le groupe des isométries du polygone régulier a n
sommets. Les isométries de D,, sont des isométries du plan, donc des rotations
ou des réflexions (voir Systémes et Matrices, méme page web). Les rotations
seront dites positives et les réflexions négatives, d’aprés le signe de leur dé-
terminant. Si r est la rotation d’angle 27 /n, il contient les n puissances de r (™
est I'identité). Si n est impair, il contient les n symétries d’axe passant par un
sommet et le milieu du coté opposé; si n est pair, il contient les n/2 symétries
d’axe passant par deux sommets opposeés et les n/2 symétries d’axe passant par
les milieux de deux cdtés opposés. L’ordre de D,, est donc dans tous les cas égal
a 2n.

Si p est un nombre premier, un groupe d’ordre p™, n > 1, est un p-groupe.
Tous ses sous-groupes stricts sont d’ordre p*, 0 < k < n.

Un p-sous-groupe de Sylow, ou p-Sylow, d’un groupe d’ordre p"m, p
(premier) ne divisant pas m et n > 1, est un sous-groupe d’ordre p™, donc un
p-sous-groupe maximal. Rappelons que la valuation en p d’un entier ¢, val,(q)
est le plus grand entier n tel que p™ divise ¢, et que val,(¢'q) =val,(¢')+val,(g),

val,(q'/q) =val,(¢')—val,(q).

Remarque : un sous-groupe d’un groupe d’ordre p™m, avec les conditions ci-
dessus, est un p-Sylow si et seulement si sa valuation en p est égale a celle du
groupe.

Soient H et K deux sous-groupes d’'un groupe G, H N K étant réduit a
I’élément neutre et H étant distigué. Le produit direct de H et K, noté
H x K, est I’ensemble produit muni de la loi de composition, quels que soient
les couples (h, k) et (', k') de H x K, (h,k)(h', k') = (hh', kEK').

Si f: K — Aut(H) est un morphisme de groupes, on définit leur produit
semi-direct selon f, G x; H, comme étant le méme ensemble muni de la loi
(h, k) (R, K') = (h f(k)(W),kE"). Si I'image de f est réduite a I'identité de H,
on a f(k)(h') =K, et on retrouve le produit direct.

Montrons que G X y H est un groupe. L’élément neutre est (ey, ex) puisque
f(ex) est l'identité de H. L’inverse de (h,k) est (f (k~1)(h™!),k~1). Montrons
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lassociativité, en notant f; pour f(k) :

(h k) (WK (7 K)) = (k) (B fuo (), KR
(i (0 i (7)) R
= (hfi(h) far (W), kE'E”)
et :
((nek) (0 )) (07 87) = (), RRY) (7 K7)
= (hfu(W') frrr (R7), KK'E”).

3.2 Théorémes
Théoréme 3.1. Le centre d’un p-groupe G n’est pas réduit a l’élément neutre.

Démonstration. Supposons le centre C' réduit au neutre, et donc Int(G) iso-
morphe & G, et |G| = p™, n > 2, car, sin = 1, G est cyclique, donc commutatif,
et C = G; a tout élément x de GG associons sa classes d’équivalence modulo la
relation définie dans ’exercice 6 sur les groupes :

= {o(z)|o € Int(G)}

8|

dont le nombre d’éléments est :
__ Int(G)|
Z| = —=—
|Csl

C, étant le sous-groupe {y € G |zy = yx} (voir l'exercice 3 sur les groupes),
d’ordre pF, 1 <k <n:

z| = p" .
La classe du neutre est réduite & lui-méme puisque C. = G : |e| = 1.

Si z n’est pas le neutre, C, est le sous-groupe strict (e étant par hypothése
l'unique élément & commuter avec tous les autres) constitué des éléments de G
commutant avec z (il contient au moins e et les puissances de z) ; son ordre est
une puissance de p, p*, 1 < k < n, et [7| = p", h = n — k > 1. Les classes
constituent une partition de G, et |G| est égal a la somme de leurs cardinaux;
toutes les classes, a 'exception de |é| = 1, ont pour cardinal une puissance non
nulle de p; |G| est donc égal & un multiple de p plus 1, ce qui est absurde : le
centre ne peut doncétre réduit au neutre. O

Les p-groupe d’ordre p (cycliques) ou p? (exercice 9) sont commutatifs.

Rappelons enfin les théorémes de Lagrange (th.2.1), de Cauchy (th.2.3) et
de Cayley (th.2.5) :

Théoréme 3.2. L’ordre d’un élément de G divise |G]. O
Théoréme 3.3. Sip divise |G|, G contient un élément d’ordre p. O
Théoréme 3.4. Tout groupe fini est isomorphe @ un sous-groupe de S,. [
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3.3 Théorémes de Sylow

Théoréme 3.5 (Premier théoréme de Sylow). Si p, premier, divise |G|, G
posséde un p-sous-groupe de Sylow.

Démonstration. 1l existe des naturels m, non multiple de p, et n > 1, tels que
|G| = N = p™m. Nous allons décomposer la démonstration en plusieurs parties.

Nous prouvons d’abord (lemme 3.1.) que si un groupe posséde la propriété,
ses sous-groupes la possédent également, ainsi d’ailleurs que tout groupe qui lui
est isomorphe.

Nous prouvons ensuite (lemme 3.3.2.) que, I, étant le corps Z/pZ des classes
d’entiers modulo p et E l'espace vectoriel (F,)", le groupe Aut(E) posséde la
propriété.

Le groupe symétrique &y, isomorphe & un sous-groupe de Aut(E) posséde
la propriété.

On termine en se rappelant que G est isomorphe a un sous-groupe de Gy .

Lemme 3.1. Supposons que G posséde un p-Sylow S, et soit H un sous-groupe
de G dont 'ordre a une valuation en p non nulle. Notons que, Vg € G, gSg~*,
sous-groupe du méme ordre que S, est un p-Sylow de G. Faisons opérer G sur

I'ensemble G/S des classes a gauche modulo S :

(9',95) — g'gS.

Le fixateur de la classe ¢S est 'ensemble des ¢’ € G tels que ¢'gS = ¢S, ou
g 19'gS = S, c’est- a-dire tels que g~'g’g € S, ou encore tels que ¢’ € gSg~! :

Fix(gS) = gSg~*.

L’ensemble gSg~! N H est un sous-groupe de H. Si on fait opérer H sur G/S,
on aura :
Fix(gS) = gSg~' N H,

et on obtient une partition de G/S en classes modulo H, et le cardinal de G/S
est la somme de leurs cardinaux. Vet
lgSg~t N HY’

Le cardinal de G/S étant premier avec p, il y a au moins une classe, ¢, dont
le cardinal n’est pas multiple de p : val,(Card(c)) = 0. Comme :

Le cardinal d’une classe est égal a

|H|

Card(c) = m y

on a :
0 < val,(H) = val,(|]gSg~* n H|),

ce qui prouve que gSg~! N H est un p-Sylow de H.

Lemme 3.2. Les groupes Aut(E) et GLy(F,) sont isomorphes, une matrice
de déterminant non nul étant associée bijectivement a un automorphisme (voir
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Systémes et Matrices, méme page web), les colonnes de la matrice étant les
images par 'automorphisme des vecteurs de la base canonique (ou d’une base
quelconque). Ainsi, 'automorphisme u de IFI% tel que :

u(er) =aey +bes, ules) =ce; +des,

avec D = ad — bc # 0, dont I'application réciproque est définie par :

1

utep) = l(6561 —bea), u ' (e2) = 5(

D —cey + aes),

est représenté par la matrice :

M(u)_<‘g 2)

Calculons l'ordre de GLy(F)), donc de Aut(E), sachant chaque vecteur-
colonne est non nul et indépendant des précédentes, et qu'il y a pV vecteurs
distincts dans FE. Les k premiéres colonnes choisies étant indépendantes, elles
engendrent un espace vectoriel de dimension k sur IF,,, dont le nombre d’éléments
non nuls est égal & p*¥ — 1. Il y a donc (p"¥ — 1) — (p* — 1) = p* (pV~* — 1) choix
possibles pour la (k + 1)*™ colonne.

Choix de la premiére colonne : p~ — 1.

Choix de la deuxiéme colonne : p (pV =1 —1).

Choix de la derniére colonne : p™¥ =1 (p — 1).
La valuation en p des termes p¥ =% — 1 est nulle, et celle du produit de ces
choix est égale a pp?---pVN =1 = pN V=1/2 ot donc :

val,(Aut(E)) = pV NV-1/2,

Considérons maintenant le groupe T des matrices de GLy (F)) triangulaires
supérieures a diagonale principale de 1, c’est- a-dire de la forme :

1 tyg oo ee- t N
0 1 oo --- ton
T =
1 tnoan
0 -+ - 0 1

stable par inversion et par produit. lyal4+2+4+---4+ N—-1= N (N —1)/2
coeflicients ¢;; & choisir sans conditions; I'ordre de Ty est donc pN (N=1)/2 et
sa valuation en p est égale a celle de GLy (F,), ce qui montre que Ty est un p-
Sylow de GLy (F,,), et donc, par isomorphisme, que Aut(E) posséde un p-Sylow.
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Lemme 3.3 A toute permutation ¢ € Gy on peut associer 'automorphisme
défini par ug(e;) = €4(;), dont le déterminant est égal a e, = £1. L’application :

u: Sy — Aut(E)
o U

est injective, et telle que :

puisque, quels que soient les éléments écrits :
U(O'/ o 0’)(67;) = eg/og(i) = u(o')(eg/(i) = (U(O'/) o u(o))(ez)

C’est donc un morphisme injectif de groupes, et &y est isomorphe & un sous-
groupe de Aut(FE).

Le groupe G, enfin, est isomorphe & un sous-groupe de Sy (théoréme 2.5,
de Cayley), et posséde donc un p-Sylow. O

Théoréme 3.6 (deuxiéme théoréme de Sylow). Les p-sous-groupe de Sylow de
G sont conjugués et leur nombre divise |G)|.

Démonstration. Soient S et S’ deux p-Sylow de G, d’ordre p™. 1l existe g € G
tel que gSg~! soit un p-Sylow de S’, donc égal a S’, ce qui prouve le premier
point.

Le groupe G agit transitivement sur 'ensemble ¥ de ses p-Sylow d’apreés le
premier point, et donc Card(X) divise |G|. O

Théoréme 3.7 (troisiéme théoréme de Sylow). Le nombre des p-sous-groupes
de Sylow de G est congru a 1 modulo p.

Démonstration. Faisons opérer un p-Sylow S sur ¥ par conjugaison; S est évi-
demment fixe pour cette action. Le cardinal d’une orbite divisant |S|, c’est une
puissance de p, éventuellement 1 = p°. Soit S’ un p-Sylow fixe, et H = [S U ']
le sous-groupe engendré par les éléments de S et de S’. On sait que HNS =S
et HN S =S’ sont des p-Sylow de H ; ils donc conjugués modulo H :

Jhe H: hS'h 1 =g8.

Le fixateur de S’ dans H, qui contient évidemment S’, contient S par hypotheése :
c’est donc H ; on a donc hS'h~! = §’, et S’ = S. L’orbite de S a un seul élément,
S'; c’est la seule orbite & un élément, les autres ayant un cardinal divisible par
p; le cardinal de X est donc un multiple de p plus 1. O
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3.4 Exercices

(1) Donner tous les groupes d’ordre 4.

(2) Etudier le groupe G5

(3) Etudier le groupe Ds.

(4) Donner tous les groupes d’ordre 6.

(5) Etudier le groupe Dy.

(6) Etudier le groupe Ds.

(7) Montrer que les groupes d’ordre pg, p et g premiers, p > ¢, sont commutatifs.
(8) Montrer quun groupe a centre cyclique est commutatif

(9) Montrer que les groupes d’ordre p? sont commutatifs.

(10) Donner tous les p-Sylow de &.

3.5 Correction des exercices

(1) Si le groupe a un élément d’ordre 4, c’est Z/47. Sinon, il a, en plus de
I’élément neutre e, trois éléments d’ordre 2, a, b et ¢, tels que le produit de
deux d’entre eux donne le troisiéme. Il est commutatif. C’est le groupe de
Klein. C’est aussi celui du rectangle non carré, dont les isométries sont les
deux réflexions d’axe joignant les milieux des cotés opposés et leur composée, le
demi-tour.

(2) Le groupe des permutations sur trois éléments est d’ordre 6. La permutation
circulaire 7(ABC) = BCA est d’ordre 3. Les permutations s, (ABC) = ACB,
sp(ABC) = CBA et s¢(ABC) = BAC, qui laissent un point fixe, sont d’ordre
2. Le groupe a trois 2-sous-groupes de Sylow (3 divise 6 et est congru & 1 modulo
2), engendrés respectivement par s, sg et sc, et un 3-sous-groupes de Sylow,
engendré par 7.

(3) Le groupe des isométries D3 du triangle équilatéral ABC est d’ordre 6.
Il est isomorphe & &3 (puisque toute permutation de Pensemble {4, B, C'} est
une isomeétrie) et nous conservons les notations. Ses sous-groupes sont d’ordre
2 et 3. Le sous-groupe d’ordre 3, R, engendré par la rotation r d’angle 27/3 (et
isomorphe & Z/3Z) est invariant (Groupes, exercice 8; voir aussi ’exercice 9,
plus loin) et il est 'unique 3-sous-groupe de Sylow, car, d’aprés les théorémes
de Sylow, le nombre de sous-groupes d’ordre 3 divise 6 et est congru a 1 modulo
3.

La réflexion s,, d’axe passant par le sommet A (et commutant B et (),
engendre le sous-groupe Sy, d’ordre 2 (donc isomorphe & Z/2Z). On a de méme
les sous-groupes Sy et Sg, engendrés respectivement par les symétrie sg et sc.
L’identité est notée id. Le nombre des 2-sous-groupes de Sylow divise 6 et est
congru a 1 modulo 2. Il y en a un ou trois : c’est donc trois.

Le produit de deux réflexions, étant positif, est une rotation.
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Comme $,055(A) = B, on a sy055 = r. De méme :

Sposa(A) = C = sposy =12
sv08c(A) =C = 8080 =12,
Scosa(A) =B = Scosy =T,
SpoSc(A) =B =  SpoSc =T,
Scosp(A) =C = Sgosy =12,

On voit que D3 n’est pas commutatif.
Le produit d’une réflexion et d’une rotation, négatif, est une réflexion. On a
donc :

Toss(A) = B = 7108 = Sc,
Sor(A)=C = 8or = g,
rosg(A) =A = 7rosp = &,
spor(A) =B = Sgor = sc,
rosc(A) =C = roSc = Sg,
ScoT(A) = A = scor = 8.

On a enfin :
ToSyol2 = Sg,
1208401 = 8¢,
ToSgol? = S,
r20Spol = S,
ToSgol? = S,
12680l = Sp.

Le groupe non commutatif D3 n’est pas isomorphe au produit direct R x S,
qui est commutatif et isomorphe & Z/6Z ((r,s,) est d’ordre 6). Mais il est
isomorphe au produit semi-direct R X S,. Soit en effet ¢ : R x S, — D, dont
les images respectives de (id, s,), (7, 8:), (%, 8:), (id,id), (r,id) et (r2,id) sont
Sx, S,y Sc, id, % et r. On vérifie que ¢(x)p(y) = ¢(xy) quels que soient les

éléments écrits. Par exemple (12,id)(id, s,) = (1%, s,) or res, = sc. Ou encore :

(ry80)(1ry8d) = (roSsoross, Sa) = (id, Sy)

OF Sgol? = §y.
Ceci est le modéle pour I'étude de Dsy, 41, isomorphe au produit semi-direct
Z](2n+1)Z w Z/27.

(4) Si le groupe a un élément d’ordre 6, c’est Z/67Z. Sinon, il a un élément a
d’ordre 2 et un élément b d’ordre 3. Il y a donc les éléments e = a? = b2, le
neutre, a et b2. Il y a ensuite ab, qui ne peut étre égal & I'un des trois premiers,
carsiab=¢e,b=a,siab=a,b=eet siab=>5b,a =e. Il y a pour des raisons
identiques ab®. On peut avoir ba = ab?, b%a = ab, et on retrouve &3, ou ba = ab
et b%a = ab?, et le groupe est commutatif.

Ce dernier groupe est le groupe de la figure F' suivante. Considérons sur le
cercle unité les neufs points A, = e2#7/9 pour 1 < k < 9, et le polygone régulier
P de sommets A1, As, Ay, A5, A7 et Ag. Le groupe de P est engendré par la
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rotation r d’angle 27 /3. 1l est isomorphe & Z/37Z. Les points By, Ba, By, Bs, By
et Bg sont obtenus & partir des A; par une translation de vecteur v orthogonal
au plan de P. Les points A; et B; sont les sommets de F'. Le groupe de F' est
engendré par r et par la réflexion s dont le plan est le translaté du plan de P
par le vecteur v/2. La vérification est aisée (s = a et r = b).

(5) L’ordre de Dy, groupe des isométries du carré ABCD, est égal 4 8 = 23 Tl est
donc son unique 2-sous-groupe de Sylow. C’est un sous-groupe de &4, puisque
certaines permutations sur les sommets, par exemple ABDC|, ne conservent pas
les distances.

Le groupe a un unique sous-groupe d’ordre 4, distingué, engendré par la
rotation r d’angle 7/4, isomorphe a Z/4Z.

Les réflexions s,, d’axe AC, sp, d’axe BD, s’, d’axe joignant les milieux
des cotés AB et CD et s”, d’axe joignant les milieux des cotés BC et AD,
engendrent chacune un sous-groupe d’ordre 2, respectivement Sy, Sg, S’ et S”.

Le produit de deux réflexions, positif, est une rotation, celui d’une rotation
et d’une réflexion, négatif, est une réflexion. A partir des produits :

SAOSB(A) =C = Spo8p = T27
sposa(A) =C = sposy =12,
5208 (A) =D = 5508 =13,
§'osa(A) =B = sos, =12,
$a08"(A) =B = s,08" =,
§"esx(A) =D = o5, =173,
spes'(A) =B = sgos’ =,
s'osg(A) =D = sosy =13,
spes”(A) =D = spos” =13,
§"s5(A) =B = §'esg=m,
'§"(A)=C = .8 =12,
§"8'(A)=C = s =12,
sor(A)=A = sor=s,,
ros’(A)=C = 1o’ = sp,
s'or(A)=C = §'or = sg,
ros”(A) = A = ros’ =s,,
S$a0m(A) =D = spor=35",
rospA(A) =B = ros, =,
spor(A) =B = spor=24¢,
rosg(A) =D = rosy=35".

2 "

On obtient tous les autres. Ainsi 7208’ = 7085 = 8", Sx085054 = Sp (puisque
b

SaoSp = SpoSa), €t :
/ / 1
ToS o'r'3 = SBOT3 =S o’rQ = Spol" =S5 .

(6) C’est le groupe de I'hexagone régulier ABCDEF. 1l est d’ordre 12 et
contient un ou quatre 3-sous-groupes de Sylow et un ou trois 2-sous-groupes de
Sylow. La rotation r d’angle 7/3 engendre un sous-groupe d’ordre 6, distingué
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(12=2.6). La rotation r? engendre I'unique 3-sous-groupe de Sylow, distingué
puisqu’unique. Les réflexions s,, sg, s¢ (d’axes respectifs AD, BE, CF), s1, 2,
s3 (d’axes passant par les milieux des cotés opposés, s1(A) = B, s2(A) = D,
s3(A) = F), et la rotation r3 engendrent les sept sous-groupes d’ordre 2.

Le groupe n’ayant pas d’élément d’ordre 4, un 2-sous-groupes de Sylow est
isomorphe au groupe de Klein. Il nous faut donc trouver trois éléments d’ordre
2, a, betc, tels que ab =ba =c¢, ac=ca =b et bc = cb = a.

On a 84087 = 89084 = T, 84070 = 7308, = 83 et 8073 = 1308y = 5,4,
d’ott le 2-sous-groupe de Sylow {s,, s2,73}. On obtient de méme {sg, s3,73} et
{sc,51,7%}. Il y a donc trois 2-sous-groupes de Sylow.

(7) 1l existe dans un groupe G, de neutre eq, d’ordre pq, un élément a d’ordre p,
engendrant un groupe cyclique A, de neutre e,, isomorphe a Z/pZ et un élément
b d’ordre ¢, engendrant un groupe cyclique B, de neutre eg, isomorphe a Z/qZ.
L’intersection ANB est triviale car un élément d’ordre p et d’ordre ¢ a pour ordre
le pged de p et g, soit 1. Dans le groupe A x B, on a (a,b)? = (aP,b?) = (e,, bP)
et (a,b)P? = (e4,bP?) = (e, ep). Le groupe A x B est donc cyclique d’ordre pg,
isomorphe a Z/pqZ.

L’application u : A x B — G, u(a®,b’) = a'b’ est un morphisme de groupes.
Elle est injective car u(a’, b’) = e équivaut a a’t? = eg donc a a® = b977 ; a’ et
b9~J appartenant & A N B sont égaux & eq et i = 0 et j = ¢. Elle est surjective
a cause de la finitude et c’est un isomorphisme.

(8) Si le centre C' du groupe G est cyclique, soit v € G tel que 7 engendre C.
On a alors :
Vge G,k eN:g=7~

de sorte que :
JheC:gy*=h

et que g = hy¥ = ~¥ h, puisque h commute avec tous les éléments. Si g; et
g2 sont deux éléments quelconques de G, il existe des naturels k1 et ko et des
éléments hy et hy de C tels que g; = hy v*' et go = hov*2, et 'on a :

9192 = hiyFr R hy
= hyhoyFryke
— h2 ,Ykg hl ,}/k‘l
= 9192.

(9) Le centre C' d’un groupe G d’ordre p? est d’ordre p ou p?. S’il est d’ordre p?,
C = G et G est commutatif. Supposons G non commutatif, donc différent de son
centre C. Son centre n’étant pas réduit au neutre est d’ordre p, et G/C étant
de cardinal p (|G/C| = p?/p = p) est cyclique, ce qui implique la commutativité
de G (exercice précédent), contrairement a ’hypothése.

Le groupe G est donc commutatif, égal & Z/p*Z s’il a un élément d’ordre p?
ou & Z/pZ x Z/pZ sinon.
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(10) L’ordre de G4 est égal & 24 = 3 x 23. Les sous-groupes d’ordre 3 sont des
3-Sylow, et ceux d’ordre 8 des 2-Sylow.
D’apreés les théorémes de Sylow, il y a trois 2-Sylow et un ou quatre 3-Sylow.
Les sous-groupes d’ordre 3 sont engendrés par les quatre 3-cycles (1 —2—3),
(1-2-4),(1—3—4)et (2—3—4). Ainsi le 3-cycle (1 — 2 — 3) engendre le
sous-groupe {ig, (1 —2—-13), (1 -3 —2)}.
L’ordre maximum des éléments est 4, et il y a six 4-cycles. Considérons le
sous-groupe H,, d’ordre 4, engendré par c = (1—2—-3—-4). On a:
o’=Tom =m0,
o =(1-4-3-2),
ot =igq.

d
Essayons de le compléter en un sous-groupe d’ordre 8 par des transpositions.
Ajoutons d’abord 71 = (1 —3) et 7o = (2 —4), puis vy = (1 —2)(3 —4) et
ve=(1-4)(2-3).

Nous obtenons la table :

o |l o |o|o’ | T | T2 |V |

o |ld? | |ig ||| nlmr
o2l liglo|m|n|lm|n
B lig|l o |d?|vi|lwv]|nl|ln

m|lwn|m|vl|lig|lo®| oo

|l ||| ol|ligl|o’] o

Q
W
Q
~.
u
Q
(]

V1 T2 | V2 | T1

v lm|v || o|o®|o®]| ig

On obtient les deux autres 2-Sylow en procédant de méme, d’une part avec :
o' =(1-3-2-4),0%=(1-2)3-4),0°=(1-4-2-3)
et d’autre part :
0" =(1-3-4-2),0"2=(1-4)(3-2), 0" =(1-2-4-3).

On a ainsi utilisé tous les 4-cycles.
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4 Suite exacte, complexe, homologie

Soit (E,d) = (FE;,d;) une suite, finie ou non, de groupes commutatifs FE;
(ou d’espaces vectoriels sur un méme corps ou encore de modules sur un méme
anneau), et de morphismes de groupes d; (ou d’applications linéaires dans le cas
des espaces vectoriels ou des modules) :

di : E1 — Ei+1

ou :
d; + By - F;_1.

Remarquons que I'on passe du premier cas au second en changeant ¢ en —i. On
conserve cependant les deux notations a cause d’une dualité.

Si d respecte la condition Im(d) = Ker(d) (Im(d;) = Ker(d;+1) dans le
premier cas ou Im(d;) = Ker(d;—1) dans le second), la suite est appelée suite
exacte. Elle est dite courte si elle est de la forme :

{0} = By - By -5 E3 — {0}

i étant un morphisme injectif, car de noyau {0}, et s étant la surjection cano-
nique sur les classes modulo F; (Ker(s) = Im(7)). Remarquons que, dans le cas
d’espaces vectoriels, F3 est isomorphe & un complémentaire de i(E;) dans Es,
d’ot, si les dimensions sont finies :

Si F3 = {0} (ou Ey = {0}), la suite exacte est encore plus courte, mais ne
présente guére d’intérét ; elle exprime que i (ou s) est un isomorphisme.

4.1 Complexe, homologie, cohomologie

Si la suite (F,d) veérifie seulement d o d = 0 (Im(d;) C Ker(d;11) dans le
premier cas ou Im(d;) C Ker(d;—1) dans le second), c’est un complexe de
groupes et la suite des quotients, dans le premier cas, H =Ker(d;1)/Im(d;),
donc le défaut d’exactitude de la suite, est la suite de cohomologie du com-
plexe : H*(E) = (H!(E)). Dans le second cas, H; =Ker(d;)/Im(d; 1) est la suite
d’homologie du complexe : H,(F) = (H;(E)).

Un exemple de cohomologie, la cohomologie de De Rham, est donné dans
Géométrie différentielle, méme page web. Nous allons voir un exemple d’homo-
logie.

4.2 Simplexe ordonné, ensemble simplicial

Un n-simplexe ordonné S est ’enveloppe convexe dans R™ de n+ 1 points
(Ao, ..., A,), ses sommets, formant une base affine et définissant une orienta-
tion de lespace. On le note [Ag, ..., Ay]. On pourra écrire A pour [A].
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Précisons :

- les n vecteurs AgA; forment une base de R™,

-S={MAdo+ - F AN 0D N =1,

Si on enléve le sommet A;, & ’ensemble des n+ 1 sommets du n-simplexe S,
on obtient le n —1-simplexe orienté :

~

dLS: [AOa"'7Ai—17A’L'+1a"'7An} = [AOa"'aA’i7"'7An]a

qui est une face, ou n — 1-face, du n-simplexe.

L’ensemble des faces d’un simplexe est son bord.

Un simplexe privé d’une ou plusieurs faces par une relation d’équivalence (~)
est un simplexe dégénéré, noté [ ]~, en mettant entre crochets ses sommets
restants ainsi que les perdus. C’est lors du calcul de son bord que la perte
apparaitra.

L’ensemble des d;S, 0 < i < n, est le n-simplexe creux (ordonné), noté
S°. C’est le bord du n-simplexe.

Les A; d’un n-simplexe, des O-simplexes, sont ses sommets, les [A;, A;], i # 7,
des 1-simplexes, sont ses arétes. Les [A;,, ..., A;,] sont ses (k — 1)-faces.

Un ensemble simplicial est un ensemble FE de simplexes, y compris les
dégénérés, tel que :

-SeE=Vi:d;SeE,

-5, 8€eE, SNS #0=5N5" est une face commune a S et S’

Il est naturellement muni de la topologie de R™.

On note E; 'ensemble des i-simplexes, dégénérés ou non, de E. Ses éléments
sont aussi des i-chaines.

Partons par exemple du tétraédre (plein) [A, B,C, D] :

- B3 = {[A,B,C,D]L

- E; ={[B,C,D],[A,C,DJ],[A, B, D], [A, B,Cl}, ses faces,

- E, ={[A,B],[A,Cl,[A, D], [B,C|,|B, D],[C, D]}, ses arétes,

- Ey ={A, B,C, D}, ses sommets.

Le tétraédre creux a ’ensemble simplicial précédent avec E3 = ().

Si une figure de R™ a plus de n + 1 points, notons-la sans les crochets et les
virgules. Ainsi, ABCD désigne le carré plein, dans R?, ABCD°® s’il est creux,
ce qui évite la confusion avec le tétraédre [A, B, C, D], dans R3.

On peut coller deux simplexes disjoints de méme dimension par une relation
d’équivalence (~), en conservant ’orientation ou en U'inversant. La topologie est
alors la topologie quotient par ~. Ainsi, en identifiant les arétes opposées [A, B|
et [D,C] ([4,B] ~ [D,C]) du carré ABCD on obtient un tube fini, de fagon
plus simple que celle que nous exposerons un peu plus loin. On a alors :

Ey ={A, B},
Ey = {[Aa B] = [DaC]Nv [B7C]Na [AaC]N7 [AvD]N}a
E, ={[A,B,C]™,[A,C,D]™}.
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Si 'on inverse lorientation ([A4, B] ~ [C, D]), on obtient, donc trés simple-
ment, le ruban de Moebius, pour lequel :

Ey = {A, B},
E, = {[A»B] = [Ca D]Nv [B’C]Nv [A,C}N, [AvD]N}v
E, ={[A,B,C]™,[A,C,D]™}.

4.3 Triangulation

Un polyédre définit un ensemble simplicial. Si une variété est homéomorphe
(un homéomorphisme est une bijection bicontinue, que nous noterons ~) a un
polyédre, ’ensemble simplicial de ce polyédre est une triangulation de cette
variété, qui est alors triangulable.

La triangulation d’une variété est constituée d’'un nombre minimum de points
de cette variété, mais on obtient une triangulation équivalente en ajoutant
d’autres points de la variété, puisque le polyédre obtenu est encore homéomorphe
a la variété. Ainsi, un disque de R? est-il triangulé par un triangle (plein), mais
également par un carré, un pentagone...

Le cylindre plein et la 3-boule sont homéomorphes au tétraédre (plein).

Triangulons le tube (ou cylindre creux fini). Premiére méthode :

A D Son bord est constitué¢ de deux
cercles triangulés respectivement par
B E ABC® et DEF®.

Sa surface (ci-contre) est consti-
tuée d’un rectangle dont les bords in-

© F férieurs et supérieurs sont collés. On
obtient les six triangles : [A, B, D],

A D [D,B,FE], [E,B,C], [C,F,E], [F,C,A]
et [F, A, D].

Deuxiéme méthode :

A . B On identifie [A, B] et [D, C] (selon

les fleches). On a :

EO = {A’B}7
L = {[A7B]’ [A’ D}Nv [B’O]Nv [BaD]N}v
B> = {[A,D7B]7 [BvD’O]N};

D C [A, D]~ et [B,C]™ (cercles) forment le
bord.
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Triangulons le ruban de Mcebius, variété non orientable (voir Géométrie
différentielle, méme page web) en identifiant [A, B] et [D, C], toujours selon les
fleches :

A >, B

Son bord circulaire est constitué
des deux segments latéraux [A, D] et
[B,C] collés en B ~ D et en C ~ A.

Sa surface (ci-contre) est constituée
d’un rectangle dont les bords inférieurs
et supérieurs sont collés aprés retour-
D C nement.

Son ensemble simplicial est égal au précédent.

Les triangulations du tube, du tore creux et des variétés non orientables,
comme le plan projectif P? et de la bouteille de Klein BK, (voir Géométrie dif-
férentielle, méme page web) sont également obtenues a partir du carré ABCD :

A B A B A B A . B
b |IC Dv__ C Dl YC Dy C
tube, tore, P? BK.

4.4 Complexe simplicial, homologie simpliciale

Soit G; le groupe libre engendré par E;, c’est- a-dire I’ensemble des combi-
naisons linéaires & coefficients dans Z d’éléments de F; :

Gi = {ansk |7Lk S Z,Sk S El} = Z‘E‘I,

|E;| désignant le cardinal de E;. Posons G_; = 0, 0 mis pour {0}.
L’opérateur de bord 0, Jg, = 0;, est le morphisme de groupes :

0; : G — Gi )
28 o Z(Soe;ci(—1)d;9).

Ainsi, pour [A, B, C] on obtient :
O(Z[A,B,C)) =Z(|B,C]—[A, C|+[A, B]) = {n(|B,C]-[A,C|+[A, B]) | n € Z},

et,si A~ B, 0(Z[A,B]~) =0 ([A, B]™ est un cercle).
Il nous arrivera de noter, pour alléger ’écriture, par exemple :

a[A,B,C} = [B,C} - [A,C} + [AvB}
au lieu de :

dZ[A, B,C) = Z(|B,C] — [A,C] + [A, B)).

41



Proposition 4.1. 9,100, =0, n > 1.

Démonstration. Soit S = [Ay,...,Ay]. calculons le coefficient de d;d;S dans
Op—100p,5 (0 < i < j < n). On applique J,,. Les termes intéressants sont
(—1)'d;(S) et (—=1)7d;(S). Puis on applique 8,,—1. Le premier terme donne le
coefficient (—1)%(—1)7~1, et le second (—1)?(—1)’. La somme des deux est nulle.

O

On a donc le complexe simplicial de S :

O O
0= Gy 2% Gy 25 Gy 25 . 25 Gy — 0,
dont 'homologie, notée H,(S), est dite simpliciale.

Si on fait agir la permutation o € 3,41 sur les n+1 sommets d’un n-simplexe
s, on obtient le n-simplexe €, s, €, étant la signature de o (voir Systémes et
Matrices, méme page web). On obtient le méme simplexe si ¢, = 1 ou son
opposé si €, = —1.

Onadooc=¢,0:

6[...,Aa(i),...] :Gga[...,Ai,...].
Les éléments de Ker 9 sont des cycles, ceux de Im 0 sont des bords.

Lemme 4.1Siu: E — F, EX7ZP, F 27", est un morphisme de groupes dont
I'image est isomorphe a Z? (¢ < r) son noyau est isomorphe a ZP~9.

Démonstration. Soient (eq,...,ep,) une base de E et (fi,..., fy) une base de
Imu. Les équations de u sont :

Li :ule;) = ainfi+ - +aigfy, 1 <i<p.

Nous pouvons supposer ai; # 0, quitte a4 permuter les (f;), u étant surjectif.
Remplagons ces équations par :

Ly =anL; —ay;Lq, 2<i<p.

Nous obtenons ainsi p — 1 équations portant sur ¢ — 1 f;, conservant la surjec-
tivité. En répétant cette transformation ¢ fois, nous obtenons p — ¢ équations
homogénes :

u(} aije) =0,1<j<p—gq

caractérisant les éléments du noyau de u, de sorte que les > a;je; en sont une
famille génératrice. Si ces équations étaient liées, on pourrait en supprimer,
et Keru serait de dimension inférieure & p — g, E/Keru serait de dimension
supérieure & ¢, or E/Ker u est isomorphe a Im u (exercice 2, Groupes), donc de
dimension ¢. La famille est donc libre, et Ker u = ZP~1. O
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Lemme 4.2. Pour le calcul de ’homologie simpliciale, [B, A] + [A, B]] équivaut
a 0, comme [A, B1] + [B1, Ba] + -+ - + [Bn, 4].

Démonstration. Si Z([B, A] + [A, B]) est dans Im 0,41, Z [B, A] + [A, B]] = Z.
Mais I'image par 0; de ce sous-groupe est nulle, il appartient a Kerd;, sa contri-

bution est donc isomorphe & Z, et elle donne 0 dans H;. On peut donc considérer
que [B, A] 4+ [A, B]] = 0. De méme pour [A, Bi] + [B1, B2+ -+ + [Bn, 4]. O

L’homologie simpliciale est invariante par homéomorphisme, d’aprés la dé-
finition de la triangulation. Ceci permet de définir ’homologie simpliciale d’un
espace triangulable.

4.4.1 Homologie du cercle S!

Le cercle est homéomorphe au triangle creux. Calculons donc I’homologie de
ABC"°.
On obtient trois sommets : A, B et C, et trois arétes : [A, B], [B, C] et [C, A],
de bords respectifs B— A, C—-Bet A—C=—-(B—A)—(C—-B),dou:
Kerdp =Z(A)®Z(B) ®Z(C) = 73,
Imdé, =Z[B— A+ Z[C — B] =72,
Im 52 =0.
On a donc :

HO = Ker50/1m51 = 7.

La somme des dimensions de Ker d; et de Im §; valant 3, on a Ker §; = Z, d’ou :
Hl = Ker51/1m52 = 7.

Les autres groupes sont nuls.

On obtent plus simplement S! & partir du segment [A, B] en identifiant A et
B.Onaalors By =[A,B]~, Eg=A, G1 =27, Go 2 7Z,Imd, =0, Kerd; 2 Z,

et on obtient évidemment la méme homologie.

4.4.2 Homologie du tube

Reprenons la figure précedente : le tube est obtenu en identifiant [A, B] et
[D,C]. On a:

EQ:{[A,D,B]N,[B7D7C]N} G2 gz2’
El:{[147B],[B7C’]N,[B,l)]“‘)[fhl)]""}7 Gl §Z4’
Eo = {AvB}v Gy = Zz’

d’ott Im 9y =2 7% Kerdy = 0 et Hy = 0; puis Imd) 2Z (D - A=B—C =0),
d’ott Ker 0y =2 Z3 et Hy = 7Z, enfin 9y = 0, Ker 9y = 72 et Hy = 7.
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4.4.3 Homologie du n-simplexe S,

L’ensemble FE,, ne contient que [Ay,...,Ay]; comme 0FE, # 0, Kerd, =0
et H,(S,) =0.

Comme Jy = 0 et Gy =2 Z"*+!, on a Ker 9y = Z"t!. Evaluons Im 9;. Combien
G a-t-il de générateurs 7 Les vecteurs AgA; sont linéairement indépendants par
hypotheése ; comme A; — A; = (Ag — A;) — (Ao — Aj), les n 0 [Ag, A;], qui sont
indépendants, engendrent Im 9; qui est donc isomorphe a Z", et Hy(S,) = Z.

Calculons les Hg(S,), pour 1 < k < n — 1. L’ensemble E} est la réunion
de k-faces qui sont des k-simplexes et Ker 0y est la somme des noyaux de O
restreint a chacune des faces, or ces noyaux sont nuls (comme dans le cas n), et
donc H(S,) = 0. Le seul groupe d’homologie non nul est donc Hy.

4.4.4 Homologie du n-simplexe creux, ou de I’hyper-sphére S"~!

Son ensemble simplicial est celui du n-simplexe privé de E,,. Dans le cas du
n-simplexe, Ker 9,,_1 est égal & Im 0,,, tous deux isomorphes & Z. Maintenant
Imod, =0, et H,_1, égal & Kerd,,_1, est isomorphe & Z. Les autres groupes
d’homologie sont ceux du n-simplexe :

H, (8" )27 H,(S" ') =0,1<k<n-—2, Hy(S" ') =Z.

4.4.5 Homotopie, espace contractile

On dit que deux sous-espaces X et Y d’un espace topologique E sont ho-
motopes s’il existe une application continue :

¢ [0’1] xE—E, (b(tax) = ¢t(l’),

telle que, Vt € [0,1], ¢ : E — E est un homéomorphisme, et siz € X et y € Y,
on a ¢(0,z) =z et ¢(1,y) = y.

Deux chemins fermés dans F sont homotopes s’il existe un homéomor-
phisme de F transformant le premier en le second.

Ainsi, dans C*, tous les chemins entourant une fois I'origine sont homotopes
deux & deux, mais non contractiles. Les chemins n’entourant pas I'origine sont
contractiles.

Soit ¢ : [0,1] x E — E une application continue.

L’espace E est contractile §'il existe ¢ € E tel que, Vo € E, ¢(0,z) = «x,
o(1,2) = xg, ¢(t,z0) = zo (¢t € [0,]). Tout espace convexe est contractile. Tout
espace connexe par arcs est contractile, et réciproquement.

Une partie F' de E est contractile si Va € F, ¢(0,z) = z, ¢(1,z2) = =z,
@(t, xg) = xg, pour un certain z € E.

Le n-simplexe est contractile, le n-simplexe creux ne ’est pas.

Nous verrons que ’homologie d’un espace contractile est égale a celle d’'un
point, et que E et [0,1] X E ont la méme homologie.
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4.4.6 Interprétation de ’homologie

Avec les notations précédentes, si un élément non nul a € G,(X), p > 1,
a ¢ 0Gp41(X), est tel que Ja = 0, il représente le bord d’un élément manquant
a Gpi1(X), c’est- a-dire un trou dans X de dimension p+1, puisque la dimension
locale de son bord est p. C’est un p + 1-trou, pouvant contenir un p + 1-cube.

Si Hy @2 Z et si By = {A1,..., A}, les A;11 — A; sont liés par une seule
relation, et les [A4;, A;+1] sont les bords d’une figure connexe par arcs, et si
Hy = 7P, il y a p relations indépendantes, chacune caractérisant une figure
connexe par arcs, et X est formé de p composantes connexes par arcs. Un 0-
trou est donc un point, ou une composante connexe par arcs. Si Ho(X) =0, X
est I'ensemble vide. Il est trivial que Hy(0) = 0.

Pour le tore simple T', Ho(T) = Z signifie qu’il est connexe; Hy(T) = Z?
signifie que 'on peut tracer sur sa surface deux cercles, et deux seulement,
non contractiles et non homotopes entre eux, le tore étant homéomorphe a leur
produit ; Ho(T') = Z signifie qu’il a un volume intérieur, et un seul.

Si Hy(X)XZ/2Z (p > 1), il y a dans Gp41(X) un élément a qui n’est pas
un bord mais tel que 2a en est un (voir 'homologie de P? et I'exercice 3 (b)).

4.4.7 Homologie des espaces projectifs réels P", n € N

L’espace projectif P" est I'ensemble des droites de R"*! (un point de R"*?
est repéré par ses coordonnées (xo,...,x,)) privées de l'origine. Il est homéo-
morphe a ’hyper-sphére S™ (3° ., #7 = 1) de R"*! quotientée par la fonction
antipodale a(z) = —z. En effet, chaque droite intersecte ’hyper-sphére en deux
points diamétralement opposés. Il est donc homéomorphe a la demi-hyper-sphére
supérieure (z,, > 0) dont le bord (I'équateur Y o, ;7 =1, 2, = 0, homéo-
morphe & ’hyper-sphére S"~1) est quotienté par a. Quotienté par a, ce bord est
homéomorphe a P*~ 1.

Les H, pour p > n ou p < 0 sont nuls.

Voyons les cas particuliers n =0, 1, 2.
L’espace PY, quotient par a de S° = {41}, dans R, est donc réduit & un
élément, et son unique groupe d’homologie (non nul) est Hy = Z.

L’espace P! est homéomorphe & S'. En effet le demi-équateur de S*, d’équa-
tion 22 + 4% = 1,y > 0, est bordé par les deux points (£1,0) de S°, et, en
identifiant ces deux points, on obtient un espace homéomorphe a S* :

Ho(PY) =7z, H (P') = Z.

L’homologie de P? est calculée autrement dans l’exercice 3 (b).
La figure suivante est une triangulation de P! et de P? permettant d’en
obtenir une de P? grace aux points A’ et A”.
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Le carré (de centre O, non figuré),
BCDE?® (creux) est une triangulation
de S, et, quotienté par a, de P'.

Les triangles issus de A (pleins)
(bordés par le carré creux) donnent
une triangularisation de la demi-sphére
supérieure SJQF.

Si on quotiente le carré par antipo-
die, on obtient une triangularisation de
P2,

Le point A’ est l'antipode de A;
A" est tel que (OB,0C,0A, OA") soit
une base de R*.

En reliant A’ & B, C, D et E, en quotientant par I’antipodie de R3, et en
reliant A” aux six autres points, on obtient une triangulation de P3.

L’ensemble simplicial de P? est :

E2 = {[A,B,C],[A,C,D],[A,D,E]N,[A,E,B]N}},
B = {[AvBL [A,C], [AﬂD]N7 [AvE]Nv [B,C], [C, D]N}v
Ey ={A,B,C},

donne les groupes Go = Z*, G1 = Z8 et Gy = Z3.
Notons que faire, par exemple, [E, B] = [C, D] n’identifie pas les triangles
[A, E, B] et [A, C, D], chacun conservant une surface intérieure propre. On a :

8[A,B,C} = [B,C}*[A,C}%‘[A,BL
8[A,C,D}N = [CvD]N_[AvD]N—’_[AvC]a
8[A7D7E}N = [D7E]N_[A7E]N+[A7D]N7
8[A7EaB]N = [E?B]N_[A?B]+[A>E]Na

Les triangles ont des images par 0 indépendantes, Kerd, = 0 et H, = 0. La
somme de ces images est 2([B, C] + [C, D]™), et c’est la seule relation les liant.
On peut donc remplacer 'une des images par 2([B, C] + [C, D]™), et conserver
les trois autres, de sorte que Im 0, = Z3 + 27Z.

Calculons 0G;. Comme D —A=B—-A F—-A=C—-A, D-C=B-C,
puis (B — A) — (C — A) + (C — B) = 0 (unique relation), on a Imd; = Z? et
Ker 9; = Z*. Enfin, Ker 8, = Z3. Finalement :

Ho(P?) = 7, Hy(P?) = 7/2Z, Hy(P?) =0.

Pour trianguler P™, n > 2, on utilisera la triangulation de S™, on calculera
H,(P") et H,_1(P"), et on montrera que H;(P") = H;(P"~!) pour i <n—2,
ce qui ramenera, en descendant, & I’homologie de P2.
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Pour trianguler S™, de centre O et d’équateur S™~!, il faut ajouter & une
triangulation de son équateur son pole Nord, le sommet principal Ay. Supposons
que OA1,...,0A, forment une base de R™. Pour pouvoir appliquer I’antipodie,
il faut que chaque A; ait un opposé A, ; (OA,1;, = —OA;). Les Ay, ..., Asp
triangulent S™~! et permettent d’appliquer I'antipodie. Il faut donc en tout
pour trianguler P" 2n + 1 points : Ag, Ay, ..., Agy,.

On passe d’une triangulation de P"~! & une de P™ en ajoutant ’antipode
de Ay et le pole Nord de S™. On double ainsi (avant d’appliquer antipodie) le
nombre des i-faces issues de Ay (en ajoutant celles obtenues en remplagant Ag
par son antipode), et on obtient des (i+1)-faces de la triangulation de P™ en
ajoutant le nouveau pole Nord a chaque i-face.

Il peut étre pratique de changer ensuite les numéros des points :

- A; devient A; 1 pour 0 <i <mn,

- Ap+2 est antipode de Ay,

- A; devient A; 1o pour n+1<1i < 2n,
- Ag est le nouveau pole Nord.

Construisons les n-faces, toutes issues de Ag, a partir des points Ag,..., Asy,.
La premiére est [Ag, 41,...,4,], la deuxiéme est [Ag, Az, ..., Ani1], la i-éme
(i < 2n) est [Ag, Ai, ..., Anyi], les indices étant pris modulo 2n lorsqu’ils dé-
passent 2n.

Les (n-1)-faces sont de la forme [Ag, A;,..., An_;—1, et appartiennent aux
bords de deux n-faces consécutives, la (i-1)-iéme et la i-éme, affectées de signes
différents étant respectivement en troisiéme et en deuxiéme position, et & aucun
autre bord. On en déduit que la somme 3 des bords des n-faces se réduit a la
somme des (n-1)-faces ne contenant pas Ag. Ces derniéres se correspondent deux
& deux par antipodie, de sorte que leur somme est nulle si n est impair, ces bords
étant dans R™, et égale au double de la somme des n premiéres si n est pair. En
effet, le jacobien de a étant égal & (—1)"*! (voir Géométrie différentielle, méme
page web), a conserve 'orientation si et seulement si n est impair : P™.

On en déduit que Ker 9,, = 0 et H,(P™) = 0 si n est pair, et que Kerd,, 2 Z
et H,(P™) 2 Z si n est impair.

Les espaces projectifs sont connexes par arcs, Ho(P") = Z, Vn; P™ est
orientable si et seulement si n est impair.

Si P71, n > 2, a un hypervolume intérieur, H, _(P"~1) = Z, cet hypervo-
lume, dans R™, n’a plus d’intérieur dans R"*! (comme le cercle quand on passe
de R? 4 R3), de sorte que P™ n’est pas fermé par P"~! et n’a pas d’hypervolume
intérieur : H,(P™) = 0. C’est le cas pour n = 2.

Si P"~! n’a pas d’hypervolume intérieur, donc H,,_;(P"~1) = 0, il referme
P™, qui en a alors un, et H,(P") = Z. C’est le cas pour n =1 ou 3.

On retrouve ainsi, par récurrence, a partir de H;(P') =2 Z, que H,,(P") = Z
si n est impair, et H,,(P™) = 0 si n est pair.
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Nous noterons Ag le sommet principal représentant le pole Nord de S, et
E,, les n-faces, toutes issues de Ag. Dans E;, ¢ < n, nous aurons les i-faces
contenant Py et les autres. L’ensemble de ces derniéres est E!, qui engendre le
groupe libre G}, et 0 : G} — G}_;, d’ott une homologie H'.

Pour faire de méme avec les i-faces contenant Ag, il faut ajouter a leur
ensemble B’ I'image 0 EY, ;.

L’ensemble E! engendre le groupe libre GY, et 0 : G} — GY_,, d’ou une
homologie H"”. Le sous-groupe engendré par d E}, | est annulé par 0.

Notons 0] = J)¢ et 9] = Jiar.

Il n’y a dans Ker 0. que des i-faces ne contenant pas Ag et dans Ker 9 que des
i-faces le contenant plus 0 /| qui est annulé par 0} ; Ker 9; =Ker 0;®Ker 9y,
et H;(P")=H,® H.

La relation d’antipodie n’agit pas sur les H/ pour i < n — 2 (elle agit bien
sur Im 0}/, |, mais ce groupe est dans Ker0;’). Si par exemple a(4;) = A;, la
surface [Ag, A;, A;]™ est conservée, de méme que les arétes issues de Ag. Elle
agit sur H!! puisque Im 9/’ = 0.

Ensuite, 0[Ao, A;] = Ai—Ao = Aj— Ao = 0[Ao, 4], de sorte que Im 9] = Gy,
comme Ker 9y, et on a Hj =0, Vn € N.

Appliquons ce qui précéde a S™. Les H/(S™) et les H/'(S™) sont nuls pour
1 <i < n-—2 étant facteur direct de H;(S™), qui est nul. Or S™ et P™ ont le
méme H!', puisque la relation d’antipodie n’agit pas sur ces H!'. Les H/'(P")
sont donc nuls, 0 < i < n — 2. Si n est pair, un facteur Z de Im 9,/ pour S™ est
remplacé par 2Z, de sorte que 'on passe de H/!_,(S™) =04a H)!_,(P™) X Z/2Z.
Si n est impair, H/!_,(P"™) = H/!_{(S™) =0.

Pour i € [2,n — 2], H' =0, H = H;(P"), on a H;(P") = H;(P"").

On a finalement, & partir de I’homologie de P? :

H,(P™)=0)

, H,(P") =17
n pair =
H,_(P") ~7/2Z,

n impair =
P {Hnl(P") —0,

k> 1= Hyp(P") =0, Hyp1(P") = 7)27.

4.4.8 Homologie des espaces projectifs complexes F?, n € N

L’espace projectif P* est ’ensemble des droites de C"*! privées de I'origine,
droites pointées. Notons D* une droite pointée. Un point P de C**1\ {0} est
repéré par ses coordonnées (2g,...,2,) (non toutes nulles) avec z = xp + iy,
une droite vectorielle est engendrée, sur C, par un tel point, qui la représente ;
elle est isomorphe & un plan réel.

Remarquons d’abord que, par connexité par arcs, Hy(PZ?) = Z.
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Si le point P appartient a une droite pointée D* de C"*!, le point AP,
VA € C* appartient aussi & D*. Si z, # 0, le point Py = (2;/z,) appartient
donc & D*, et de telles droites sont représentées par les points de C™ x {1} ; leur
ensemble est isomorphe & C". Si 2z, = 0, P appartient au sous-espace C" de
C"*1, et on peut recommencer avec z,_1, ainsi de suite.

Considérons la relation d’équivalence sur C**1 :
(2i)o<i<n ~ (2))o<i<n == INEC" 1 (2;) = A()).
Si z, # 0, (2;) est représenté par (..., z;/zp,...,1), 'ensemble de ces points

étant isomorphe a C". Si z,, = 0, on obtient les points & ’infini de C"*!, dont
nous noterons ’ensemble oco,,.

Ces points, de la forme (2o, . .., 2,—1,0), sont équivalents & (z{, ..., 2}, _5,1,0)
si zp—1 # 0, ou a (z,...,0,0), et dans ce cas & (2(,...,2/_3,1,0,0), ainsi de
suite.

Ceci montre que PZ est homéomorphe & C™ U {00, }, et finalement :
Pl ~CruC"tu...uCU{x},
00 = 00g étant le point & 'infini de C.
La 2n-sphére :

82 = {(z) € R a2 = 1)

privée de son pole Nord :
N =(0,...,0,1)

est homéomorphe & R®, donc & C*. Considérons en effet 'application :

¢: S™M\{N} — R
P — Q

appelée projection stéréographique (les points N, P et @ sont alignés). Elle
est bijective, continue, et peut étre prolongée en un homéomorphisme de S2"
dans P U{oc} en posant ¢(IN) = oco. Les voisinages de oo sont les ensembles de
points de module supérieur a une valeur donnée, aussi grande que I’on veut. Ceci
assure la continuité de ¢ et de ¢—!. En effet, I'image par ¢ d’un voisinage de N
contient un voisinage de oo, et réciproquement (si (z;) — oo, ¢~1(2;) — N).

Commencons par 'étude de P}, homéomorphe & C U {oo}, donc & S2. Ses
groupes d’homologie non nuls sont ceux de S? : Ho(PLl) 2 Z, Ho(P{) & Z.
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Comme : P2 C2UCU {oo)
(C*U{oo}) U (CU{oc})

54U 82,

1R R

les groupes d’homologie de Pé sont ceux de S* en degré 4 et 3, et de S? pour
les premiers.

Précisons : partons du 5-simplexe [Py, Py, . .., Ps] triangulant ’hypercube de
dimension 5, ou la 5-boule, et son ensemble simplicial £. Son homologie en degré
n > 0 est nulle. Supprimons dans cet ensemble la 5-face [Py, ..., Ps], en conser-
vant son bord, pour faire apparaitre le trou de S*, et la 3-plaque [P, ..., Ps], en
conservant son bord, pour faire apparaitre le trou de S2. Nous diminuons ainsi
d’une unité la dimension de Im J5 et de Im 03, sans changer les dimensions de
Ker 94 et de Ker 0, ce qui donne Ker 04/Im 05 = Z et Ker 05 /Im 03 = Z, sans
autre changement, d’ou le résultat annoncé.

Procédons de méme pour Ff :

Pl ~ (5" U{oc}) U (S 2 U{oc})U...U(S?U{x})

en partant de 'ensemble simplicial du (2n + 1)-simplexe [Po,..., Pant1], au-
quel nous enlevons successivement les (2(n — i) + 1)-faces, 0 < i < n — 1,
[Pai; . .-, Pan+t1]), ce qui abaisse de 1 la dimension de Im dy(, ;)41 sans modifier

celle de Ker 05(,,—;), ce qui fait apparaitre les groupes d’homologie en degré pair :
Hyi(PE) 2 Z pour 0 <i<mn,

puisque nous connaissons déja Ho(FP{), les autres groupes étant nuls.

4.4.9 Homologie d’un produit

Deux exemples introductifs : le produit X C R? du triangle creux V = ABC®
et du segment W = C'D est homéomorphe au tube, dont nous venons de calculer
I’homologie : Hi(X) 2 Z, Ho(X) = Z. D’autre part, Hy (V) 2 Z, Hy(V) 2 Z,
Hy(W) =2 Z sont les groupes d’homologie non nuls.

Rappelons que ZP Q) Z9 = 7P et que Z"™ QZ/2Z = (Z/2Z)" (cf. produit
tensoriel de modules dans Espaces vectoriels, Modules, Matrices, Modules exer-
cice 13, méme page web. Les groupes commutatifs ZP sont des Z-modules). On
adonc ZP QZ 2 7P, 7P QZ° 2 7° =1 et ZP Q0 = 0.

Ag

Ay As
C Az

A - )
A B
D Aq Ao

On vérifie que H1(X) = H{(V) @ Ho(W) et que Ho(X) =2 Ho(V) Q Ho(W).
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Deuxiéme exemple : le produit T' de deux triangles creux 77 et T, homéo-
morphe au tore creux.

On obtient 9 carrés pleins, d’ou 18
triangles pleins, autant d’arétes et 9
sommets.

On vérifie que :

Théoréme 4.1. L’espace produit de deuzx variétés réelles triangulables V et W,
X =V x W, est triangulable et son homologie est le produit tensoriel de leurs
homologies : H (X) = H, Q(V)H.(W), soit, pour tout n :

Ho(X)= ) Hy(V) Q) Hy(W).

ptg=n
Démonstration. Le produit X d’un p-simplexe [Ay, ..., Ap] et d'un g-simplex
[Bo, - .., Bgl, ordonnés, est un prisme de RP*9, ayant (p+1)(¢+1) sommets, les

A; x Bj, suivant 'ordre lexicographique, est un prisme, que I’on peut trianguler
en complétant son ensemble simplicial. Ainsi, le produit AB x CD est un carré
que l'on triangularise par ajout d’une diagonale.

Passons maintenant & V x W, et supposons que H,(V) = Z" et H,(W) = Z°,
p+ g = n. Le produit d’un p-trou de V et d’un g-trou de W est un p + g-trou
de X. En effet, le produit d’un p-cube (cube de dimension p) et d’un g-cube est
un p + g-cube.

Réciproquement, un n-trou dans X x Y contient un hyper-cube paralléle &
X et aY, cest- a-dire produit d’un p-cube de X et d’un g-cube de Y obtenus
par projection, avec p + q¢ = n.

Les n-trous de X sont donc les produits des p-trous de V' et des g-trou de W
avec p+¢ = n. On en déduit H,, (X xY'), comme produit des Hp(X) Q H,(Y),
pour tous les couples (p, q) tels que p 4+ ¢ = n. O

Corollaire. Si I'homologie de W est réduite & Hy, 'homologie de V' x W est
égale a celle de V. C’est le cas si W = [0, 1], si W = S, ou plus généralement si
W est contractile, car un espace contractile ne pouvant contenir de trou, a une
homologie réduite a Ho(W') = Z.
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4.5 Exercices

(1) Calculer 'homologie du tréfle creux.
(2) Calculer directement ’homologie de S2.

(3) Calculer ’homologie :
(a) du tore,
(b) du plan projectif,
(c) de la bouteille de Klein,
d’aprés les figures a la fin de 4.3.

(4) Trianguler le tore double (a deux trous) creux, en utilisant le tétraédre creux
et deux tube de section triangulaire. Calculer son homologie.

(5) Calculer directement :
(a) Phomologie de P3,
(b) I'homologie de P*.

4.6 Correction des exercices

(1) Si nous quotientons le triangle creux ABC® par les relations d’équivalence
A~ B et B~ C, nous obtenons le tréfle creux :

A . AN E, = {[AB]”,
S N [BC]™, [CA]™},
ANBNg; \
Eo = {[A]}.

C

Son ensemble simplicial est :

d’ou G1 = ZB, GO =7

Les simplexes [AB]~, [BC]™ et [CA]™ sont chacun homéomorphes a un
cercle, et leur bord est nul; Im8; = 0, ker &y =2 Z3, ker 9y = Z. D’ou G = Z3
Go=7Z,H =73 Hy=27Z.

(2) Comme S? est homéomorphe au tétraédre creux ABCD, calculons directe-
ment ’homologie de ce dernier :
- son ensemble simplicial :

E, = {[ABC],|ACD], [ABD],[BCD]},
Ey ={[AB],[AC], [AD], [BC], [BD], [CDI},
Eq = {[4],[B],[C], D]},
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- ses groupes simpliciaux Gy = Z4, G1 = Z5, Gy = 74,
- les images des opérateurs de bord :

Imd, = Z([BC]— [AC]+[AB]) + Z([CD] — [AD] + [AC))
+3Z([BD] — [AD] + [AB)]) + Z(|CD] — [BD] + [BC])
= Z
puisque :
0 = ([BC]—[AC] +[AB]) + ([CD] — [AD] + [AC))
—([BD] - [AD] + [AB]) — ([CD] — [BD] + [BCY),
puis :
Imd, = Z([B] - [A]) + Z([C] — [A]) + Z([D] — [A])
+Z(|C] = [B]) + Z([D] — [B]) + Z([D] - [C])
= %g[(f] — [A]) + Z([D] - [A]) + Z([D] - [B])

et Imdy = 0, d’ou leurs noyaux :
Keroy = Z,
Ker 0, = 72,
Ker 9y = 72,
et 'homologie Hy 2 7Z, H; =0, Hy = Z.

(3) (a) Pour le tore T, les relations d’équivalence sont AB ~ DC' et AD ~ BC.
Ecrivons I’ensemble simplicial :

Ey ={[ABD]~,[DBC|™},

Ey ={[AB]~,[BC]~, [CD]™, [AD]™, [BD]™}
={[AB]~,[BCI™, ([BD]™},

Eo ={[A]} (puisque [B]™ = [C]~ = [D]~ = [B]),

et les groupes simpliciaux Gy = Z2, G = Z3, Gy = Z, puis les images des
opérateurs de bord :

Imd, = Z([BD]™ — [AD]™ + [AB]™) 4+ Z([BC]~ — [DC]™ + [DB]™)
= Z([BD]~ — [AD]™ + [AB]™)
~7

Imdy = Z([B]~ - [A]7) + Z([C]~ — [B]™) + Z([D]~ — [B]™)

=}

)

Im&) = O7

et leurs noyaux : Ker 9y = Z, Ker 0 = Z3, Ker 8y = Z, puis les groupes d’ho-
mologie : Ho(T) = Z, H1(T) = Z? et Ho(T) = Z.
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C’est plus compliqué que le calcul de I’homologie de S x S*!

(b) Pour le plan projectif P2, les relations d’équivalence sont AB ~ CD et
BC ~ DA. 11 est homéomorphe & la demi-sphére supérieure de R3, correspon-
dant & z > 0, complétée par la moitié de I’équateur, refermée sur elle-méme en
un cercle. Il n’y a donc pas de volume intérieur, et Ha(P?) = 0. 92 est d’ailleurs
injective.

Si I’on commence par coller AB et C'D, on obtient le ruban de Mcebius, dont
le bord correspond & BC et AD (C' = A). Puis on colle BC' et DA ([B]~ = [D]~,
[BD]™ devenant un cercle, [C]™ = [A4]™).

Ecrivons 1’ensemble simplicial de P? :

By = {{ABD]~,[BCDI™},
By = {[AB*,[BC]~,[BD]",
Eo = {AL[B]},

et les groupes simpliciaux Gy = Z2, G = Z2, Gy = Z2, puis les images des
opérateurs de bord :

Imds, = Z([BD] —[AD]™ + [AB]~) — Z(|CD]~ — [BD]™ + [BC]™
Z([BD]~ + [BC|™ + [AB]™) + Z([AB|~ — [BD]~ + [BC]™)
Z([AB]™ + [BC]™ + [BD]™) + Z(2[BD]™)
= Z+ZZ,
Imdy = Z([B]~ - [A]™) + Z([C]~ — [B]")
~7,
Imdy, =0,

et leurs noyaux : Ker 8, = 0 car 0, est injective, Ker 8; = Z2, Ker 9y = Z2, puis
les groupes d’homologie : Ha(P?) = 0, H1(P?) = Z/27 et Hy(P?) = Z.

(c) Pour la bouteile de Klein, les relations d’équivalence sont AB ~ CD et
BC ~ AD,dou A~ C, B~ D, B~ Aet C ~ D, et il ne reste que la classe
de A.

En collant BC et AD, on obtient le tube; AB et DC donnent deux cercles
constituant le bord du tube. En collant AB et C'D, on colle les cercles-bords du
tube en inversant ’orientation, ce qui donne le bord de la bouteile de Klein. On
ne peut le faire dans R? puisque le tube devrait se traverser lui-méme. On peut
entrer dans le tube ainsi recollé, le parcourir puis en sortir par le méme endroit,
de sorte qu'il n’a pas de volume intérieur (Hs = 0).

Ecrivons I’ensemble simplicial :

Ey ={[ABD]~,[BCD]|™},
By ={[AB]~,[BC]~, [BD]”,
Eo = {[Al},
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et les groupes simpliciaux Go =2 Z2, G = Z3, Gy = Z, puis les images des
opérateurs de bord :

Imd, = Z([BD]™~ — [AD]™ + [AB]™) + Z([CD]~ — [BD]™ + [BC]™)

~ ¥
= Z([BD]~ — [AD]~ + [AB]~) + Z(—[BD|~ + [AB]~ + [AD]™)
= Z([AB]~ — [AD]~ + [BD]~) + Z(2[AB]")

=727,

Imd, = Z([B]” - [A]7) + Z([D]~ = [B]™) + Z([C]~ = [B]~)
=0,

Im(?o = 0,

et leurs noyaux : Ker 9, = 0, Ker 9 = Z3, Ker 8y = Z,puis les groupes d’homo-
logie : Hy(K) =0, Hi(K) X Z®7Z/2Z et Hy(K) = Z.

(4) Partons des arétes du tétraédre ABCD, son squelette, et des deux tubes de
bords respectifs E1FEsFEs, FyFyF3 pour le premier et A1 A>As BBy Bs pour le
second. Collons le premier tube au squelette du tétraédre en identifiant Fy Ey &
AB, FyFE3 a BC, puis F3E; a CA, puis F1FoF3 & ACD, et de méme ABD et
BCD aux bords du second tube.

La figure obtenue est homéomorphe au tore double. Elle a six faces rectangu-
laires, donc douze faces triangulaires, douze arétes et quatre sommets. L’image
de 05 est engendrée par le bord du tétraedre (AB, AC, BC, CD et DB, la somme
des six étant nulle) donc Im 9, =2 Z°, d’ott Ker 9y = Z et Hy = Z. L’image de 0y
est engendrée par B— A, B— C et C — D, les autres (A—C, A—D et B— D
étant combinaisons des trois premiers), et Im 9y 73, Ker 0, 2 7Z° et H, = 7*.
Enfin, Ker 8y = Z* et Hy = Z.

(5) (a) Pour P2, quotient de S® C R*, il faut sept points, Ao, ..., Ag. Construi-
sons une triangulation & partir de celle donnée pour P2, d’aprés la figure précé-
dente.

Le pole Nord sera Ay, A sera noté Ay, B, Ay, C, As, 'antipode de A, Ay,
D, As et E, Ag. L’antipode de A; pour 1 < i < 3 est donc A;43.

Nous savons que H3(P3) = Z, Ho(P3) = 0,H,(P3) 2 Z/27 et Ho(P3) 2 Z,
mais nous allons retrouver ces résultats.

Les 3-faces (E3) sont obtenues & partir des 2-faces de la triangulation de P?,
puis en remplagant A; par Ay, enfin en ajoutant Ay a chacune. Ainsi, [A, B, C|
devient [A;, As, As] et donne [Ag, Ay, Aa, A3] et [Ag, A4, Aa, A3]. Ce faisant, on
obtient les huit tétraédres :

E3 = {[AO?ADA(S?AQL[AOaA17A27A3]7[A07A17A37A5]a[A07A17A57A6]7
[Ag, As, Ag, Az], [Ao, Aa, Ag, As), [Ao, As, Az, As), [Ao, As, As, Agl}.

On voit que EY = F3 et que E} =0, d’ou H; = 0.
Les bords opposés & Ay donnent une triangulation de S? compatible avec
lantipodie, d’oil, une fois quotientés par a, une triangulation de P2.
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Calculons OF5 C EY, ensemble des images de ces tétraédres, et 3 la somme
de ces images. On a par exemple :

0[Ao, Ay, Ag, Ag] = [A1, Ag, Az] — [Ao, As, Aa] + [Ao, A1, As] — [Ao, A1, As].

Le premier triangle s’annule avec le premier de 9[Ag, A4, A3, As] car a inverse
l'orientation (elle agit sur S? qui est dans R3); le second, avec le second du
cinquiéme, etc.

Ceci montre que % = 0, cette relation de dépendance étant la seule possible,
chaque triangle ne figurant que deux fois, ce qui impose les coefficients de la
relation. On a donc :

Imds =77, Kerd3 = 7, HY =7, H3(P?) = H, ® HY = 7.

Les 2-faces (F3) sont les quatre contenant Ag et A;, les quatre contenant Ag
et Ay, et les quatre contenant Ay mais ni A; ni Ay :

Eé, = {[A(JaAlvAi]a i € {213»576} U {[A07A47Ai]7 i€ {2’3’5’6}}
) {[A()a A27 AS]a [AO7A37A5]7 [AOa A57A6]7 [A()a A67 AQ]}7

plus les huit ne contenant pas Ay et triangulant S2 :
Eé = {[Al’ A27 A3]’ [Al, A3a A5]a [Ala A5’ Aﬁ]a i€ {1v 4}}

sur lesquels on fera agir antipodie, aprés quoi il en restera deux, [A;, A, As]
et [A1, Az, As]. L'homologie de E} est celle de P2. Celle de EY est facteur direct
de Ho(S3), elle est donc nulle.

Finalement :

Ho(P®) = Z, Hy(P®) = Z/2Z, Hy(P%) =0, H3(P®) 2 L.

(b) Passons a P*, toujours avec les mémes notations et avec neuf points,
Ag, ..., Ag. Renumerotons les points de la triangulation de P? : A; devient
Aip1 pour 0 < i < 3, et Aj4o pour 4 < i < 6, Ay étant Pantipode de Ap, de
sorte que A; 4 est antipode du nouveau A; pour 1 < i < 4, et Ag est le pole
Nord de S4.

L’ensemble Ej4 est obtenu en ajoutant Ag aux huit tétraédres de Fs3 et aux
huit autres obtenus en remplagant A; par As. Il est donc constitué de seize
pentaédres. Il triangule la demi-hyper-sphére supérieure Si. Les bords inférieurs
de ces pentaédres, obtenus en enlevant Ay, triangulent S2, et c’est sur eux qu’agit
I’antipodie.

La somme Y des éléments de OF, contenant Ag est nulle car chacune de ces
3-faces est commune a deux pentaédres, avec des signes opposés, et c’est donc
I’unique relation.

Les huit 3-faces ne contenant pas Ag sont opposées deux a deux par antipo-
die, elles s’ajoutent, a conservant l’orientation dans R*.

Le noyau de d4 est donc nul, Hy(P*) = 0, et son image est isomorphe &
75 + 27.
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Les H}, i < 3, facteur direct des H3(S%), est nul. Quant a HY, il serait nul
pour la méme raison si Im 9, = Z'6. L’un des facteurs Z n’est pas annulé, mais
quotienté par 2Z. Pour i < 2, les H! sont nuls et les H! sont ceux de P2.

L’homologie de P* est donc :

Ho(P*) = Z, Hy(P") = Z,/2Z, Hy(P") = 0, Hy(P*) = /2L, Hi(P") = 0.
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5 Anneaux et Corps

5.1 Anneau

Un anneau est un triplet (A, +, x) dans lequel A est ’ensemble des éléments,
« + » est une loi de composition telle que (A, +) soit un groupe commutatif
(de neutre 04 ou 0, s’il n’y a pas de confusion possible) et « X » est une
loi de composition associative, admettant un neutre 14 ( ou simplement 1) et
distributive par rapport a ’addition, & gauche et & droite :

ax(b+c)=axb+axec,

(b+c¢)xa=bxa+cxa,

quels que soient les éléments a,b,c de A. L’anneau est non nul si 1 # 0; cette
condition sera toujours supposée remplie.

Si la multiplication est commutative, 'anneau est commutatif ; ’anneau Z
des nombres entiers relatifs, Panneau Z[X] des polynomes a coefficients dans Z,
sont des anneaux commutatifs. Les anneaux de matrices ne sont pas en général
commutatifs.

On omet chaque fois que cela est possible le symbole x, et on écrit ab pour
a X b.

S’il existe des entiers naturels n > 2 tels que :
Vee Anc=x+---+x=0,

leur ensemble E | est une partie non vide de N, et a donc un plus petit élément
ng. Si n € F, il existe des naturels a et r < ng, tels que n = ang + r; on a alors
re = (n—ang)r =0, r € E, et r = 0. Comme on peut rajouter 0 et les opposés
des élémets de F, ensemble des entiers n tels que, pour tout x dans A, nx = 0
est égal & ngZ, et ng est la caractéristique de 'anneau. Sinon, ’anneau est de
caractéristique nulle. Les anneaux Z, Q, R et C sont de caractéristique nulle.

L’ensemble des classes modulo n dans Z, muni des opérations naturelles est
un anneau de caractéristique n, commutatif, noté Z/nZ. Une classe est généra-
lement représentée par le plus petit entier positif a qu’elle contient. On la notera
a. Ses autres éléments sont de la forme a 4+ nb, n € Z.

L’ensemble des polynomes a coeflicients dans un anneau A est un anneau,
contenant A, noté A[X]. Les majuscules désignent toujours les indéterminées,

les minuscules, des variables.

Un morphisme d’anneaux est une application ¢ d’'un anneau A dans un
anneau B qui respecte les deux structures d’anneaux :

Vo€ A, Yy € A, ¢(z+y) =9(x) + o(y), ¢(xy) = ¢(x)(y).
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11 vérifie donc ¢(04) = 0p et ¢(14) = 1. C’est un isomorphisme s’il ad-
met un morphisme réciproque, et un automorphisme si B = A.

Un sous-anneau d’un anneau A est une partie de A qui est un anneau pour
les mémes lois que A, et qui contient donc les deux éléments neutres de A : Z
est un sous-anneau de Q. Si A est de caractéristique nulle, tout sous-anneau,
contenant 1, contient un sous-anneau isomorphe a Z. S’il est de caractéristique
n, tout sous-anneau contient, pour la méme raison, un sous-anneau isomorphe
aZ/nk.

Considérons, dans un anneau commutatif A, ’équation ax = b; si elle admet
une solution x # 0 lorsque b = 0, I’élément a est un diviseur de zéro; sinon
il est régulier, et = 0 est solution unique. Si elle admet une solution dans
le cas b = 1, a est inversible et la solution, notée a~!, est I'inverse de a;
I’ensemble des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication,
noté Uy, pour réserver la notation A* & A privé de 0. Un élément inversible est
évidemment régulier, sans réciproque : dans Z, 2 est régulier mais non inversible.

L’image par un morphisme ¢ d’un élément inversible = est inversible, et

d(z71) est linverse de ¢(x), car ¢p(z)p(z~1) = ¢(1) = 1.

Un anneau commutatif est intégre si un produit ne peut étre nul que si 'un
des facteurs au moins est nul, c’est- a-dire si tout élément non nul est régulier.
L’anneau Z/47 n’est pas intégre car 2 x 2 = 4 = 0; 2 est donc un diviseur de
zéro ; ses éléments inversibles sont 1, le neutre, et 3 qui est son propre inverse
(3 x3=9= i). L’anneau Z/pZ est intégre si et seulement si p est premier. Dans
ce cas, tout élément non nul est inversible; il peut en effet étre représenté par
un naturel ¢, 0 < ¢ < p, évidemment premier avec p, et il existe alors (identité
de Bézout, page 65) un couple d’entiers (r,s) tel que r¢ + sp = 1. On a alors
rqg == 1 (mod p), 7§ = 1 dans Z/pZ, et la classe de r est 'inverse de celle de q.

Un élément a d’'un anneau A est irréductible s’il n’est pas nul, pas inver-
sible, et si ses seuls diviseurs sont les u € U4 et les ua. Ainsi —3 est irréductible
dans Z, dont les éléments inversibles sont 1 et —1 et les éléments irréductibles
sont les nombres premiers.

Un anneau commutatif intégre est factoriel si tous ses éléments sont pro-
duits de puissances d’éléments irréductibles, cette décomposition étant unique
& des facteurs inversibles prés. Ainsi Z est un anneau factoriel.

L’anneau-produit de deux anneaux A et B est I’ensemble A X B muni
des lois (a,b) + (a/,0') = (a + d',b+ V') et (a,b)(a’,b') = (ad’,bb’). le neutre
est (1,1). Les vérifications sont immédiates. Ce produit n’est jamais intégre car
(17 O)(Oa ]-) = (07 O)

Si A et B sont de méme caractéristique différente de 2, le produit (celui de
C) (a,b)(a’, V') = (aa’ — b, ab’ + a’'b) conserve 'intégrité et la commutativite.
Le neutre est (1,0). En caractéristique 2, on a (1,1)(1,—1) = (0,0).
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5.2 Anneau de polynémes

Si A est un anneau intégre, ensemble des suites (ag,a1,...) = (a;) d’élé-
ments de A ne contenant qu'un nombre fini de termes non nuls muni de ’addi-
tion :

(a;) + (bi) = (ai + by)
et du produit :
(ai)(bi) = (ci), ci= Y a;bx
jHk=i
est un anneau commutatif, la vérification est facile. On note ag la suite ré-
duite & un terme (ag), a, X™ la suite réduite a un terme (a,), et on appelle X
I'indéterminée canonique, que 'on peut aussi bien noter Y, Z,...

Les éléments de cet anneau sont les scalaires (ag), les mondmes a une
indéterminée a, X™ pour ¢ > 1, les polyndmes a une indéterminée si la suite
n’est pas réduite a un seul terme, et 'anneau est noté A[X]. Soit P € A[X], dont
le premier coefficient non nul est ay, et le dernier est ay ; h est alors la valuation
de P, notée val(P), k est son degré, noté deg(P), et P s’écrit ap X"+ - -+ap XF.

Le terme de plus haut degré du produit de deux polynoémes quelconques P
et Q est le produit des termes de plus haut degré de chaque polynome, produit
non nul puisque A est intégre, de sorte que deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et que
Panneau A[X] est intégre. De méme pour les termes de plus bas degré. Quant a
leur somme, les termes de plus haut degré, comme de plus bas, peuvent s’annuler
s’ils sont opposés. Les propriétés du degré :

deg(PQ) = deg(P) deg(Q),
deg(P + Q) < sup(deg(P),deg(Q))

et de la valuation :

val(PQ) = val(P) val(Q),
val(P + Q) > inf(val(P),val(Q))

sont ainsi de vérification facile.

On définit 'anneau des polynémes a deux indéterminées A[X, Y] = A[X][Y],
polynomes en Y & coefficients dans A[X] (ou Uinverse : A[Y][X]), et, par récur-
rence, 'anneau des polyndémes a n indéterminées :

A[le T aXn} = A[Xl, .. ';anl][Xn]'

Le degré total d'un monéme a X' ... XP» a # 0, est égal & py + - - - + pp, et

n

son degré (partiel) en X; est égal & p;. Les propriétés du degré sont conservées.

Théoréme 5.1. Si A est un anneau intégre, Uanneaw A[X4,...,X,], n étant
un entier naturel non nul, est factoriel.
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Démonstration. Soit P € A[X;,...,X,] de degré (total), deg(P), non nul. L’en-
semble des suites Py = P, Py,. .., P, d’éléments de A[X7, ..., X, ] telles que P;;1
divise P; et :

0 = deg(Py) < deg(Py—1) < -+ < deg(F),

n’est pas vide : il contient au moins la suite Py = P, P, = 1. Considérons
dans cet ensemble une suite de longueur maximale (donc comprise entre 2 et
deg(P)+1). Les Q; = Pi1/P; sont des éléments irréductibles de A[X7, ..., X,].
Si en effet Q; était égal au produit 'Q"” de deux polynémes non constants, on
pourrait intercaler dans la suite Q'P; entre P; et Pji1, et elle ne serait donc
pas de longueur maximale. On a alors :

P=P,QoQ1...Qr 1.

L’unicité, aux éléments inversibles prés, provient du fait que, si I'on a deux
décompositions :

P=P,Qo...Qp-1=FPRy... Ry,

de méme longueur puisque maximales, chaque R;, divisant P, et étant irréduc-
tible, doit diviser I'un des @; (et réciproquement) et le quotient doit étre un
inversible, Q); étant irréductible. O

Si P(X) désigne un polynome, x — P(x) désigne la fonction associée, obte-
nue en substituant la variable x a l'indéterminée X.

5.3 Corps

Un corps est un anneau non nul (1 # 0) dont tous les éléments, 0 excepté,
sont inversibles (dans l’anneau) ; il est donc intégre. Si on le note K, K* désigne
le groupe multiplicatif des éléments non nuls (K* = Ug). Un morphisme de
corps est un morphisme d’anneaux, et de méme pour un isomorphisme. Un
corps est commutatif s’il I’est en tant qu’anneau.

Soit A un anneau commutatif intégre. On définit sur A x A* la relation :
(a,b) R (c,d) <= ad —bc=0,

qui est une équivalence. On vérifiera (exercice 18) que lensemble des classes
muni des lois quotient est un corps, le corps des fractions de A4; (a,b) est
noté a/b. Ainsi Q est-il le corps des fractions de I'anneau Z.

Lorsqu’un anneau A de caractéristique n est un corps, n est premier, car,
sinon, nous avons vu que A n’est pas intégre. Ce corps est de caractéristique
n. Mais la réciproque est fausse : si n est premier, (Z/nZ)[X] est un anneau

intégre de caractéristique n qui n’est pas un corps.

Le corps Z/pZ, p premier, est noté F,,.
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Les principaux corps, & part les corps finis, sont Q, le corps des nombres
rationnels, R, celui des nombres réels et C, celui des nombres complexes.

Un sous-corps de K est un corps pour les mémes opérations (et les mémes
neutres) contenu dans K. Un corps LL est une extension de K si K est un sous-
corps de L. Ainsi C est une extension de R, et QQ est un sous-corps de R.

Soit K un corps de caractéristique p. Il contient les éléments non nuls k1 g
pour k allant de 1 & p — 1, et plx = Ox. Un morphisme de corps tel que
¢(1) = 1k a pour noyau pZ, et ¢(Z/pZ) est un sous-corps de K isomorphe a
Z/pZ.

Un raisonnement analogue montre que tout corps de caractéristique 0 contient
un sous corps isomorphe a Q.

Remarque : un polynéme de degré d a coefficients dans un anneau non intégre
peut s’annuler pour plus de n valeurs de la variable. Ainsi, le polynéme P =
X? + 1 s’annule une infinité de fois dans I'anneau Mz (R) des matrices & deux
lignes et deux colonnes, a coefficients réels ; dans Panneau My (Z/27), il s’annule
quatre fois. Si les coefficients appartiennent & un corps, le polynéme a au plus
d racines dans ce corps.

En effet, si :

a c
M_<b d),x,y,z,tEK,
ona:

P = (
et P(M)+ I =0 équivaut a :

2> +yz z(x+t)
ylx+t) t2+yz

z,y € K,
z = _(12 + 1)/y7
t=—ux,

Si K = R, on obtient une infinité de solutions. Si K = Z/27Z, les valeurs de x et
de y sont 0 ou 1, et il n’y en a plus que quatre. Pour que M appartiene a K, ce
doit étre une matrice scalaire, donc de la forme A\ I, et A = £1. v

Un élément d’une extension d’un corps K est algébrique sur K s’il est ra-
cine d’un polynéme a coefficients dans K, et transcendant sinon. Ainsi v/2 et le
nombre complexe i sont algébriques sur QQ car racine, respectivement, des poly-
nomes X2 —2 et X241, a coefficients dans Q, et 7 est transcendant sur Q. Une
extension dont les éléments sont algébriques est une extension algébrique.
Sinon, elle est transcendante : R est une extension transcendante de Q car T,
par exemple, n’est pas algébrique sur Q, et C est une extension algébrique de
R. On note K(t) la plus petite extension de K contenant ¢ ; C est donc égal a R(7).
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Un corps K est algébriquement clos si tout polyndéme de K[X] de degré
d a exactement d racines dans K, chacune comptée avec son ordre de mutiplicité.

Tout corps commutatif admet une extension algébriquement close (théoréme
de Steinitz?), sa cléture algébrique, corps engendré par la réunion de ses ex-
tensins algébriques. Ainsi C est la cloture algébrique de R; c’est le Théoréme
de d’Alembert® :

Théoréme 5.2 (de d’Alembert). Tout polynéme de C[X] est produit de poly-
nomes de degré 1. O

Le résultat suivant est particuliérement important :

Théoréme 5.3 (de Wedderburn®). Tout corps fini est commutatif et son groupe
multiplicatif est cyclique.

Démonstration. Soit K un corps fini et K* son groupe multiplicatif, dont ’ordre
n se décompose en produit de puissances de nombres premiers :

— 1 >
n=py ...pg -

Le neutre est 'unique élément d’ordre 1, et a chaque indice 7 (1 < i < k) on
peut associer un élément d’ordre p; ; ainsi ’ensemble :

Ei={jeN|3zecK:|z|=p!}

est une partie non vide de N majorée par n;, ’ordre du groupe engendré par =
devant diviser n; E; posséde un plus grand élément m;, et il existe un élément
a; de K* d’ordre p;"" ; a; engendre le groupe des racines du polynoéme :

i

p=xP" 1,
groupe contenant tous les éléments ayant pour ordre une puissance de p;.

Soit un élément quelconque z de K*, d’ordre |z| = pi'...p"; élevé a la
puissance ¢; = |z|/p;" il donne un élément dont l'ordre est une puissance de
p;, donc un élément de F;. Les ¢; sont premiers entre eux dans leur ensemble,
n’étant pas divisibles par p;, et il existe, d’aprés l'identité de Bézout (page 65),
des entiers relatifs s; tels que :

q151+ ...+ qpsp =1

2. Ernst Steinitz (1871-1928), mathématicien allemand. Voir par exemple Bourbaki, XI,
Eléments de Mathématiques, Algébre, Chapitre 5, §4.

3. Les démonstrations algébriques sont plus ou moins compliquées; les fonctions holo-
morphes en donnent une trés simple.

4. Joseph Wedderburn (1882-1948), mathématicien écossais.
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on en déduit que :

5 = yhsitetaesE — (xQI)Sl (:CQk)Sk — ail o azk’

indépendamment de I'ordre des facteurs a''.

Ceci montre que K* a au plus pi"* ... pJ"~ éléments; or il en a pi'* ... pp*, et
donc m; = n;, et la décomposition de z en puissance de a; est unique, a ’ordre
prés. On en déduit la commutativité de K.

Considérons les puissances de 1’élément aq ... ayg :

Pour obtenir le neutre, il faut que v soit multiple des ordres des a; ; son ordre
est donc n, et il engendre K*, qui est donc cyclique. O

Une valeur absolue sur un corps K est une application NV : K — R, telle
que, quels que soient x et y :

N(z) = 0 < z=0,
N(zy) = N(z)N(y),
N(z+y) < N(z)+N(y)

Elle est en général notée |z|.

5.4 Idéal d’un anneau

Un idéal J d’un anneau commutatif A est un sous-groupe additif (donc J
n’est pas vide) stable par multiplication par les éléments de A :

VreJ, Ya€ A, ax €7.

Les idéaux de Z sont ses sous-groupes nZ ; les idéaux de R[X] sont les mul-
tiples d’un polynome (exercice 4); 'idéal engendré par un élément a est noté
(a); ainsi, I'idéal de R[X] engendré par X2 + 1 est-il :

(X2 +1)={(X*+1)P(X)| P(X) € RIX]}.

L’ensemble des polynomes de K[X] admettant I’élément ¢, algébrique sur K,
pour racine est un idéal de anneau factoriel K[X]; il est donc engendré par un
polynéme P, irréductible dans K[X] (sinon 'un de ses facteurs, s’annulant en ¢,
appartiendrait a I'idéal et serait un multiple de P, ce qui est absurde), de degré
n; P est le polyndéme minimal de ¢ sur K. L’extension algébrique K(t) de K
est dite « de degré n » (exercice 25).

L’anneau lui-méme est un idéal; ’ensemble réduit au neutre de l'addition

est un idéal, dit « trivial » , ou « nul » . On appelle idéal propre un idéal
différent de 'anneau. Un idéal contenant 1 est égal a 'anneau. Si ’anneau n’est

64



pas commutatif, on peut définir les notions d’idéal a gauche, a droite, bilatére.

L’anneau quotient A/J d’un anneau commutatif A par un de ses idéaux,
J, est Uensemble des classes d’équivalence modulo J (deux éléments sont équi-
valents si leur différence est dans J; exercice 6).

Un idéal est monogéne, ou principal, s’il est engendré par un élément,
comme dans les exemples précédents.

Un anneau principal est un anneau intégre (donc commutatif) dont tous
les idéaux sont monogenes. Les anneaux Z, Q[X], R[X] et C[X] sont principaux.
Le sous-anneau de R formé des éléments de la forme z + yv/2, oul x et y sont
des entiers relatifs, n’est pas principal (exercice 5). On montre facilement qu’un
anneau principal est factoriel.

Un idéal est premier s’il ne peut contenir un produit sans contenir I'un des
facteurs au moins.

Le radical r(J) d’un idéal J d’un anneau commutatif A est ’ensemble des
éléments de A dont une puissance appartient a4 J. Montrons que c’est un idéal.
Soient x et y dans r(J) et a dans A. Il existe des entiers n > 0 and m > 0 tels
que z™ et y™ appartiennent a r(J). Alors (az)™ appartient a J et ax est dans
7(J). D’autre part, tous les monomes de (x + y)™+"~! sont dans J, donc aussi
leur somme, et = + y appartient a 7(J), qui est ainsi un idéal de A.

Un idéal premier est égal a son radical.

Un idéal maximal est un idéal propre qui n’est pas contenu dans un idéal
propre plus grand que lui. Tout idéal est contenu dans un idéal maximal (Théo-
réme de Krull). On montrera (exercice 9) qu’un idéal de 'anneau A est maximal
si et seulement si A/J est un corps, dit corps résiduel de anneau.

Exemple 5.1. Montrons que les idéaux maximaux de Z sont de la forme pZ,
p étant un nombre premier. Soit p un nombre premier et un idéal J contenant
p7Z; supposons qu’il existe un élément ¢ de J n’appartenant pas a pZ, donc non
multiple de p; p et g sont alors premiers entre eux et il existe des entiers u et v
tels que up+vq = 1 (identité de Bézout, théoréme suivant). L’idéal J, contenant
p et g, contient aussi 1; par définition d’un idéal, il contient tout élément de Z :
il est égal & Z, et J est maximal.

Réciproquement, soit 2t un idéal maximal de 7Z; il est de la forme a Z. Sup-
posons a égal & be : les idéaux bZ et cZ contiennent a Z, ce qui est absurde, a
moins que 'un des deux soit égal & 9, si par exemple a = b, et autre a Z, et
alors ¢ = 1 et a est premier. v
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Exemple 5.2. Sur la différence entre idéal et sous-anneau. Soit A ’anneau
obtenu en munissant Q x Q des opérations :

(a,b) + (¢,d)
(a,b).(c,d)

(a+c,b+4d),
(a.c,b.d).

Ce n’est pas un corps car il contient des diviseurs de zéro; J = Q x {0} est
un idéal de A, mais pas un sous-anneau, bien que ce soit un anneau, car il ne
contient pas le neutre (1,1) de A, son propre neutre étant (1,0); B =7Z X Z est
un sous-anneau de A, mais pas un idéal : il ne contient pas tous les produits de
ses éléments par les éléments de A. v

Deux idéaux J et R sont étrangers si leur somme :
J+R={i+kl|lied, ke &}

est égale a ’anneau. Ainsi, d’aprés ’'Exemple 1, il est équivalent de dire que les
entiers p et ¢ sont premiers entre eux ou que les idéaux pZ et q¢ Z sont étrangers.

Le théoréme suivant est extrémement important.

Théoréme 5.4 (Identité de Bézout). Des éléments x1,...,z, dun anneau
principal A sont premiers entre eux dans leur ensemble, c’est- a-dire que leurs
seuls diviseurs communs sont les éléments inversibles de A, si et seulement s’il
existe des éléments y1,...,yn de A tels que > x;y; = 1.

Démonstration. Si d € A divise chaque z;, il divise Y x;y;, quels que soient
les y;. Réciproquement, I’ensemble des z;y;, quand les y; sont des éléments
quelconques de A, est un idéal, engendré par un élément d de A, 'anneau étant
principal ; en prenant les y; nuls sauf y; égal & 1, on voit que x appartient a
I’idéal : il est donc multiple de d, et si les x; sont premiers entre eux, d doit étre
inversible. O

Théoréme 5.5 (Gauss). Dans un anneau de polynomes A = K[X1,..., X,] si
a divise un produit be et n’a pas de diviseurs communs avec b, il divise c.

Démonstration. Le pged de a et b est égal a 1 et celui de ac et bc a ¢. Comme
a divise ac et b, il divise ¢, leur pged. O

Un anneau local est un anneau contenant un unique idéal maximal.

Si P est un idéal premier d’un anneau intégre, on définit le localisé Ay de
AenP:
Agp = {ab'|a,be A, b¢ P}

On montrera (exercice 22) que Ay est un anneau local.

On dit qu’un sous-anneau A d’un corps K (A # K) est un anneau valué
de K si pour tout élément x non nul de Kon a z € A ou z~! € A. Le corps K
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est alors un corps valué.

Un élément non nul ¢ d’un anneau A est :

nilpotent < dneN:a"=0#a""1!

idempotent <+<— d?=a.

Notons que si a est nilpotent, 1 — a est inversible :
l—a)t=1+a+a*+ - +a" 1,
et que, s’il est idempotent et inversible a = 1.

Si a et b sont des éléments de I’anneau principal Z, les idéaux aZ + bZ et
(aZ)(bZ) sont respectivement égaux a dZ et mZ : d est appelé le pged des
deux nombres (leur plus grand commun diviseur), et m leur ppem (leur plus
petit commun multiple).

5.5 Relations symétriques et sommes de Newton

Soient x1, ..., x, des éléments de Fy et &,, le groupe des permutations sur n
éléments. Une relation symétrique f entre les x; est une fonction polynéme
telle que :

Vs € Gp, w51y, s Tomy) = f(@1,.. ., Tn).

En développant le polynome :

P (X+x1)... (X +x,)

= X"+ X" P a X" 24t oa,,

on vérifie que a; est la somme des x;, que as est la somme des x;x; pour tous
les couples (i,7) tels que i # j, que ay est la somme de tous les produits de
T4, ... T4, les indices 45, étant deux & deux distincts, et que a,, est le produit de
tous les z;.

On peut alors montrer que toute relation symétrique est une expression
algébrique en les a;, & coeflicients entiers. Exemples :

x‘i’—i—x%—i—xﬁ = az{’—i—alag—l—ag;
1 1 1 as
Iy ) I3 (13.

Nous allons le montrer pour les sommes de Newton :

pour k compris entre 1 et n — 1. Notons n 'image de n dans K (0 si n est pair,
1 sinon).
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Théoréme 5.6. Les sommes de Newton et les coefficients de P sont liés par
les relations de Newton :

0 = s1+as,
0 = sy+aqgst,
0 = sp+a1Sn_1+-+apn_15 +nan.

Démonstration. On a :

DP(X)= Y  aX"F1=3"T[(X +2)

n—k impair J o i#g

DP(X) 1
P(X) Z X+

et :

En faisant la somme des :

X
on obtient : DP(X) )
— S opa L2y,
Px) x xR
puis :

. n n—1 n S1 S92
DP(X)=(X"4+a1 X +"'+an)(y+ﬁ+ﬁ+“')

Identifions, pour 1 < k < n — 1, les coefficients de X* dans cette derniére
équation et dans la premiére expression de DP(X) :

n—1 = Sp_1t+ta18po+-+na,_1,
0 = spotarsps+--+na, o,
ap—3 = Sp—3+a18p—qa+- - +na,_3,
(n+1)as = s3+ajss+azsy+nas,
nay = 89+ a18 +nas.
(n+1)ar = s +nay,
d’ou s1 = aq, o = a%, S3=az +ay 82 +ass; =as +a? + aq asq, etc... O

5.6 Fractions rationnelles

Soit K un corps algébriquement clos, K[X] anneau des polynémes a une
indéterminée a coefficients dans K et K(X) le corps des fractions de K[X], dont
les éléments sont appelés « fractions rationnelles » .

Les fractions rationnelles de la forme (X + a)~%, a € K, k € N*, sont dites
« éléments simples » .
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Théoréme 5.7. Toute fraction rationnelle est somme d’un polynéme (sa partie
entiere) et d’une combinaison linéaire & coefficients dans K d’éléments simples
(sa partie polaire).

Démonstration. Soit F = E4P Q™! une fraction rationnelle : la partie entiére E
est obtenue par division euclidienne, P et @ sont premiers entre eux et deg(P) <
deg(Q) . Si @ est le produit de deux polynomes, Q1 et (2, premiers entre eux,
il existe des polynémes P; et Ps tels que :

Y
Q1 Qe
Il existe en effet, d’aprés l'identité de Bézout (page 64), des polynomes U; et

Us tels que U1Q1 + UsQo = 1, et P, = UyP, P, = Uy P. On en déduit par
récurrence que si Q = Q1 ... Qx, il existe des polynomes Pi,..., P tels que :

F:

Py by
F=2lq. .42k
Q1 Qr’

En factorisant les Q; :
Qi = IL;(X + a5)",
on obtient : N
F= —— = deg(Ny;) < pij.
Z (X ¥ a/ij)pij ) eg( ]) p J
1<i<n

Il n’y a plus qu’a décomposer chaque N;; dans la base formée des puissances

de X + ai; (Nij =D o<pep,;—1 Nijk(X + ai;)¥) et a simplifier pour obtenir une
expression ayant la forme annoncee
az]k
F= 0
Z X 4+ al
i,k !

5.7 Exercices

(1) Montrer qu’un idéal propre ne peut contenir d’éléments inversibles.
(2) Un anneau est un corps si et seulement s’il n’a pas d’idéal propre non nul.

(3) Construire tous les anneaux & quatre éléments et préciser leurs idéaux
propres non nuls et leurs polynémes annulateurs.

(4) Montrer que 'anneau K[X|] (K, corps commutatif) est principal.
(5) Montrer que I’ensemble des éléments de R de la forme x + yv/2 ot x et y

sont dans Z est un sous-anneau de R non principal (montrer que les éléments
de la forme 2 + yv/2 constituent un idéal non monogéne).
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(6) Verifier que A/J est un anneau, J étant un idéal de 'anneau A.

(7) Montrer que 'image réciproque d’un idéal par un morphisme d’anneaux est
un idéal. A quelle condition 'image directe d’un idéal est-elle un idéal ?

(8) Montrer que ’anneau quotient d’un anneau principal par un idéal premier
est principal.

(9) Montrer qu’un idéal 9t d’un anneau est maximal si et seulement si A/ est
un corps.

(10) Monter que, J et & étant des idéaux de ’anneau commutatif A, T+ &, I8,
JN K, sont des idéaux de A. Que peut-on dire de JU R? Comparer JR et TN K
lorsque J et R sont étrangers. Vérifier que si J est maximal et ne contient pas
R, J et R sont étrangers. Préciser les idéaux étrangers de Z.

Les Exercices 11 a 17 sont liés.

(11) Soit Z, 'ensemble des rationnels dont le dénominateur n’est pas divisible
par le nombre premier p. Montrer que Z, est un anneau valué. Traiter le cas
p=3.

(12) Caractériser les éléments inversibles, dits unités, de Z,. On note U leur
ensemble ; montrer que U est un groupe et que la relation dans Q :

2Ry <= [FueU:y=ux]
est une équivalence, que ’on notera x ~ y.

(13) Montrer que pour tout élément x de Q il existe un entier relatif n tel que
x ~ p™. On pose v,(x) = n, ce qui définit la valuation de z. On convient que
vp(0) = +o0.

(14) Montrer que :

vp(zy) = vp(x) +vp(y),
vp(z+y) > min(vy(z),v,(y)).

(15) Montrer que les éléments d’un idéal propre non nul J de Z, sont multiples
d’une certaine puissance p™ de p, n € N*, et qu’on a donc J = p"Z,, ce qui
caractérise complétement les idéaux de Z,.

(16) Soit A un anneau de valuation d’un corps commutatif K. Montrer que A

est un anneau local, dont 'unique idéal maximal, 9, est constitué des éléments
non inversibles de A.
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(17) Soit K un corps commutatif. On suppose I'existence d’une surjection v de
K sur Z U {400} telle que : v(0) = 400, v(zy) = z(x) + v(y), v(z +y) >
min(v(z),v(y)), x et y étant des éléments quelconques de K.

Vérifier que v(1) = 0 et que v(x~1) = —v(z). Montrer que 'anneau :
A={ze K|v(z) >0}
est un anneau valué dont l'idéal maximal est :
M={zeA|v(z) >0}
et dont I’ensemble des unités est :
U={ze A|v(z) =0}

Soit p un élément de A tel que v(p) = 1; montrer que tout élément = de A
est équivalent a p?(®). Caractériser les idéaux de A.

(18) Construire le corps des fractions d’un anneau intégre en s’aidant de la
construction de Q a partir de Z.

(19) Soit A 'anneau des séries entiéres convergentes dans un voisinage de zéro et
K son corps des fractions. Vérifier que A est un anneau valué de K. Caractériser
son idéal maximal 901 et tous ses idéaux.

(20) Montrer qu’un idéal 8 d’un anneau A est premier si et seulement si A/
est intégre. Comparer B et sa racine ().

(21) Montrer qu’un idéal maximal est premier et donner un idéal premier non
maximal.

(22) Vérifier que Agp est un anneau local. Préciser ses éléments non inversibles.

(23) Soit J et & deux idéaux d’un anneau A. Montrer que A/(J + R) est iso-
morphe a (A/J)/s(R), s désignant la surjection canonique de A sur (A/7).

(24) Montrer qu’un anneau intégre fini est un corps.

(25) Considérons les deux structures d’anneau commutatif sur Z2, pour I'addi-
tion (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d) et pour le produit :

(a,b).(c,d) = (ac,bd),
(a,b) x (¢,d) = (ac—bd,ad+ bc).

Notons A la premiére et B la seconde.
Quels sont les éléments idempotents de A et de B 7
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Existe-t-il des morphismes entre ces deux anneaux ?

(26) Soit t un élément algébrique sur un corps K et P son polyndéme minimal,
de degré n. Montrer que K(¢t) = K[t] et que K(¢) est un espace vectoriel de
dimension n sur K. Réciproquement, montrer que si une extension L. de K est
un espace vectoriel de dimension finie sur K, c’est une extension algébrique.

(27) Montrer qu’une extension algebrique M d’une extension algébrique I d’un
corps K est une extension algebrique de K.

5.8 Correction des exercices.

(1) Si un idéal contient un élément inversible x, il contient =1z = 1, et donc
tous les éléments de I’anneau.

(2) Si A est un corps, son seul élément non inversible est 0 et son unique idéal
propre est donc {0}. Si A n’est pas un corps, il posséde au moins un élément
non inversible a # 0, et ’ensemble des multiples de a, aA, est un idéal qui ne
contient pas 1; c¢’est donc un idéal propre non nul.

(3) En caractéristique 4 on a I’anneau Z/47 dont 'unique idéal propre non nul
est {0,2}, maximal. Son polynome annulateur est X* +2X3 +3X2 +2X.

En caractéristique 2, partons des éléments de 'anneau : 0, 1, a, b; chaque
élément est son propre opposé, et a+ b ne peut étre égal qu'a 1, a+1ab,b+14a
a,donc 1+a+b=0;a? est égal & I'un des quatre éléments ; on a évidemment :

a>+ b =(a+0)?*=1.
Sia?=0,onab’>=1et:

ab=0b+1b=b+b=1+b=a.

L’unique idéal maximal de cet anneau non intégre (a? = 0) est {0,a}, et son
polynéme annulateur est X4 + X2 + aX.

Sia? =1, les roles de a et b sont échangés, et on retrouve ’anneau précédent.

Sia?=a,b? =betab=ala+1) = a?+a = 0; on obtient un anneau,
non intégre (ab = 0), ayant deux idéaux maximaux : {0,a} et {0, b}, et dont le
polynéme annulateur est X* + (a + b)X.

Si a® = b, b> = a, on obtient le corps Fy dont on parlera dans le chapitre
suivant.

(4) Soit J un idéal propre non nul de K[X]. les polynomes constants non nuls
étant inversibles, J ne peut en contenir aucun et l’ensemble des degrés de ses
éléments non nuls est une partie de N* qui posséde a ce titre un plus petit
élément, d > 1. Soit F un polynéme de degré d appartenant a J et G un
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élément quelconque de J; par division euclidienne, on obtient :
G = QF + R, deg(R) < deg(F).

Par définition d’un idéal, R = G — QF appartient & J, or son degré est inférieur
au minimum : R est donc nul, G = QF, et F est un générateur de J. Tout autre
générateur sera un multiple de F' de méme degré, donc de la forme AF', A € K*|
et si on impose & F d’avoir un coefficient dominant (celui du terme de plus haut
degré) égal a 1, on obtient l'uniciteé.

(5) Supposons Iidéal J engendré par 1'un de ses éléments : i = 2a + by/2. Cette
hypothése signifie que pour un élément quelconque de J, z = 2z 4+ yv/2, il existe
un élément de 'anneau a = u + vv/2 tel que z = ai. Ceci donne :

_ax—by U_—bw—|—2ay
202027 7 2(2a2 - b2)’

ces nombres devant étre entiers. En donnant & x et y les valeurs 1 et 0, on voit
que a doit étre divisible par 2a? — b? et b par 2(2a® — b?). En reportant dans
2a® — b? on trouve que cette expression doit étre multiple de 2; supposons-la
multiple de 2" : a et b le sont aussi et 2(2a% — b?) est multiple de 22"... ces
nombres tendent vers I'infini, ce qui est absurde.

(6) Un idéal J étant un sous-groupe du groupe additif A, commutatif, le groupe
quotient A/J est bien défini ; il reste a voir ce qui se passe pour la multiplication.

Définissons le produit de deux classes, J et yJ, comme étant la classe zyJ
et vérifions que le résultat est indépendant du choix des éléments x et y repré-
sentant les classes. Si 2’ = x4 et y' = y + j remplacent respectivement x et y,
i et j appartenant a J, la différence 2’y — xy = (x + j)i + zj appartient a J et
z'y’ est dans la méme classe que zv.

Il reste & voir la compatibilité des deux lois, c’est- a-dire la distributivité :
elle est une conséquence immédiate de la distributivité dans A.

L’anneau A/J est appelé anneau quotient de A par J.

(7) Soit ¥ : A — B un morphisme d’anneaux, J un idéal de B et :

R=4¢ (9) = {a € Alv(a) € 7).

Montrons que K est un idéal de A. C’est évidemment un sous-groupe de A
et il reste & montrer que si @ € A et k € £, alors ak € 8&; or ¥(ak), égal a
¥(a)(k), appartient & J, ce qui est la condition pour que ak appartienne a 8.

Soit 2 un idéal de A et ¥(R) son image par 1. Si &,y € ¥(R), ces éléments
sont images d’éléments x et y de R, et :

Ty =) +vy) =@ +y) €YER) ;

(M) est donc un groupe, visiblement commutatif. Pour que ce soit un idéal, il
reste a voir s’il est stable pour la multiplication par les éléments de B :

zeP(R), be B=br e yp(R)?
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Il faut pour cela que b soit I'image par ¥ d’un élément de A; condition
remplie si ¢ est surjectif.

(8) Soit A un anneau principal, J un de ses idéaux, et 7 la surjection canonique
(le passage aux classes d’équivalence) de A sur B = A/J (exercice 6). L’anneau
B est évidemment commutatif et intégre : si w(a)m(b) = 0, w(ab) = 0, et ab
est dans J; 'un des deux éléments, par exemple a, est dans J (Iidéal étant
principal), et w(a) = 0.

L’image réciproque d’un idéal quelconque & de A/J est un idéal R de A
(exercice précédent) et m(9R) = &. Par hypothése, R est de la forme Ar, pour
un certain r € A. On a alors :

S =n(Ar) = n(A)w(r) = Br(r)

et l'idéal & est engendré par m(r), donc monogeéne, et B est principal. Si
7w(r) = 0, r appartient & J et & est nul, et réciproquement. Si 7(r) est in-
versible, & est égal & B et ;R a A, et réciproquement.

(9) La surjection canonique ¢ : A — A/9M (le passage aux classes) est évidem-
ment un morphisme d’anneaux. Si J est un idéal propre de A/, son image
réciproque par 9 est un idéal de A contenant 91 (puisque ¥(9M) = 0), ce qui est
absurde, 9t étant maximal ; Panneau A/9% n’ayant pas d’idéal propre non nul
est un corps (exercice 2).

Réciproquement, si A/ est un corps, soit J un idéal de A contenant I,
et supposons qu'il existe x € J, x ¢ I ; alors ¢ (), non nul, est inversible et il
existe y € A tel que Y (z)Y(y) = 1; de ¥(ay) = 1 on déduit que zy = 1+ m,
m € M, et que 1 = xzy — m appartient & J (puisque xy € J), qui est donc égal
a A : 9 est maximal.

(10) On note J + & 'ensemble {z +y € A|z € J, y € R} et TR 'ensemble des
éléments de A pouvant s’écrire comme somme finie de produits zy, x € J, y € R;
les vérifications sont sans la moindre difficulté, comme pour l’intersection. La
réunion n’est pas un idéal en général; ainsi, dans I’anneau Z, 4 appartient a
I’idéal 47, 6 a I'idéal 6Z mais leur somme 10 n’appartient pas a 4ZU6Z ; le plus
petit idéal contenant 47 U 6Z est 2Z car 2 est le pged de 4 et de 6.

Comme JR est inclus dans J et dans R, il est toujours inclus dans 'intersec-
tion.

La réciproque est vraie lorsque J et R sont étrangers ; choisissons un élément
quelconque z € JN K et utilisons 'hypothése pour écrire 1 sous la forme a + b;
nous pouvons alors écrire : & = (a + b)x = ax + bz, avec ax et bx dans JR, et
donc aussi .

Si J est maximal et ne contient pas K, J 4+ 8K est un idéal plus grand que J :
c’est donc A.

Si deux idéaux de Z, donc de la forme pZ et qZ, sont étrangers, on peut
écrire 1 = ap+ bq et, d’aprés I'identité de Bézout (page 65), p et ¢ sont premiers
entre eux.
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(11) Un rationnel z s’écrit sous la forme irréductible s=1r; si s € pZ, x € Z,;
sisepZ,r¢pl,xt =r~ts€Z,;Z, est donc valué.

Sip=3,ona:
Z3:{§|paq€ZaQ¢3Z}a

son corps des fractions est Q, son unique idéal maximal est :
_ [P
323_ 7‘p€3Z7q¢3Z )
q

son corps résiduel Zz/3Zs, étant un corps a trois éléments, est isomorphe a Fs.
La classe de 0 contient les fractions de numérateur multiple de 3, la classe de 1
contient les fractions de la forme :

3m+1 3m+2
O
3n+1 " 3ny2

la classe de 2 contient les fractions de la forme :

3m+2 3m+1
ou .
3n+1 3n+ 2

(12) Un élément = s~'r de Z, est inversible si ni r ni s ne sont divisibles par
p; U est évidemment un groupe; on a zRxz car 1 € U, et Ry = yRx car
uw € U = u~! € U; la transitivité enfin découle du fait que si u et v sont dans
U, uv y est aussi.

(13) Sile rationnel z = s~'r appartient & Z,,, s ¢ pZ,r = p"t,n > 0,z = s~ tp"
et & ~ p" car st € U; si 7! = r~!s appartient a Z,, on aura de méme
z=t~ptetx~p";n =0 pour les éléments de U.

mopy = uvp™t™, et

(14) Si, avec les notations précédentes, © = up™, y = vp

vp(xy) = n+ m, ce qui prouve la premiére égalité.
Sin>m,r+y=p"(+up" ™) et vy(x+y) = m.
Sin=m,z4+y=p"(u+v) et v(zy) =n+ov(u+v) >n;siy=—uz,

vp(@ + y) = +oo.

(15) L’ensemble des v, () lorsque x parcourt J est une partie non vide de N*
('idéal ne pouvant contenir d’unités) et posséde une borne inférieure n > 1.
Soit & € J tel que vp(x) = n; x s’écrit donc = p™u, u € U ; on en déduit, en
multipliant par v !, que p" € J et que p"Zy C J;y étant un élément quelconque
de J, vp(y) =n+d,d >0, et y = p"+tdv, v € U; y appartient donc a p"Z, et
Jcp*Zy, doudJ =pZ, .

(16) Appelons U l’ensemble des éléments inversibles (unités) de A; c’est un

groupe multiplicatif. Il faut montrer que 9t = A\ U est un idéal; il sera alors
maximal et unique. Montrons d’abord que si a € A et x € M, alors ax € M.
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Supposons ax dans U : ax = v € U, u"tax = 1, = est inversible, ce qui est
absurde.

Pour deux éléments quelconques a et b de A*, b~ 'a et a~'b existent dans
K* et I'un des deux est dans A* par définition d’un anneau valué. Si x et y sont
dans O et si par exemple 27 'y = a € A*, y = ax et la somme x +y = x(1 + a)
appartient & 9t d’aprés ce qui précéde. Enfin si x € 9, —z € M et M est un
idéal de A.

(17) De :
v(z) =v(l.x) =v(l) +v(x)

on tire que v(1) =0; de :
0=ov(1)=v(z)+v(x")
on tire que v(z~!) = —v(x). On en déduit immédiatement que :
v(r)=0=v(z"')=0

et que z7! € A; v = 0 est donc I’équation de U.

Soit z € K; si v(z) > 0, z est dans A; si v(z) <0, v(x~1) >0 et x est dans
A; A est donc un anneau valué.

L’élément —1 étant inversible, v(x) = v(—x), et si & € M, -x est aussi dans
M:sizeMet y e M, v(z+y) > min(v(z),v(y)) >0 et x +y est dans N ;
(M1, +) est donc un groupe.

Siae€ AetxeM, alors v(ax) =v(a) +v(x) > v(x) > 0 et ax appartient a
M, ce qui achéve de prouver que I est un idéal; il est maximal car les autres
éléments de A, étant inversibles car vérifiant v = 0, ne peuvent appartenir & un
idéal propre.

Soit € A; si vw(z) =0, z est dans U et  ~ 1 = 2 ; si v(z) = n > 0,
v(zp~™) =0, p~™ est dans U, x = p™u, avec u € U, et x ~ p* = p¥(*),

Soit J un idéal de A et n la valeur minimale que prend v sur J; soit € J tel
que v(x) = n; il existe donc u € U tel que x = up™ et p" = xu~' appartient a J;
I’ensemble p™ A des multiples de p™ est un idéal contenu dans J et son équation
est v > n.

Réciproquement, si y € 7, v(y) =
y =ap™ € Ap™. On a donc I'égalité J
idéaux de A.

n’ > n, v(ypin) >0, yp7" =a € Aa et
= Ap™, ce qui donne la forme de tous les

(18) Soit A un anneau intégre, E = A x A* I’ensemble des couples muni de la
relation d’équivalence :

(a,b) ~ (a’,V) < ab =bd'.

Notons (a,b)* la classe de (a,b) et F' 'ensemble des classes. Munissons F
d’une addition :
(a,b)" + (¢, d)* = (ad + bc, bd)*
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en remarquant d’abord que bd ne peut étre nul, 'anneau étant intégre, ensuite
que le résultat ne change pas si ’on remplace, par exemple, (a,b) par un couple
équivalent (a’,b’) ; on vérifie en effet sans peine que (ad+ be, bd) est équivalent a
(a’d+b'c,b'd) ; le neutre est (0,1)* et 'opposé de (a,b)* est (—a, b)*. Munissons
enfin F' d’une multiplication :

(a,b)*(¢,d)* = (ac, bd)*

pour laquelle le neutre est (1,1)* et Uinverse de (a,b)*, si a # 0, est (b,a)*;
on vérifie sans peine que le résultat est indépendant du choix des représentants
dans les classes et que les axiomes de corps sont respectés.

(19) Rappelons un exemple : la série entiére > -, x", lorsqu’elle converge, a
pour somme (1 —z)~!; elle a donc pour inverse 1 — z.

Plus généralement, I'inverse de la série 1 + > ., a,a™ est, si elle converge,
la série 14+ -, bya™, les b; s’exprimant en fonction des a;.

Un élément de A s’écrit apz™(1 + aalalx +---)avecn >0 et ap # 0, et sa
valuation est n ; son inverse est de la forme aalx_”(l +bix+---), de valuation
—n et il n’appartient & 'anneau que si son rayon de convergence n’est pas nul,
c’est- a-dire si n = 0. Les éléments inversibles sont donc ceux de valuation nulle.

Soit J un idéal propre non nul de A, n la valuation minimale de ses éléments
et 0 un élément de J de valuation n :

o=apx" +arx" ™+ ag #0;

n est supérieur ou égal & 1 car o ne peut étre inversible; tout élément £ de A
de valuation m supérieure ou égale a n :

€ =bor™ +arx™ +--o | by #0;

appartient & J car il est le produit de o par un élément a de A, de valuation
m-—n:
a=x""(z o) =boag 2™ " (14 iz +--0) ;

J est donc l'ensemble des éléments de A de valuation supérieure ou égale a n.
La réunion de tous les idéaux, ensemble des éléments de valuation supérieure
ou égale a 1 est donc 'unique idéal maximal de A.

(20) Si A/B n’est pas intégre il existe deux éléments non nuls & (z ¢ P) et y
(y ¢ B) dont le produit &y est nul : zy € B, et P n’est donc pas premier.

Supposons A /B intégre et soient deux éléments x et y de A dont le produit
est dans P : le produit de leurs classes est donc nul, et par intégrité I'une des
classes est nulle, par exemple &, et x appartient a 8 qui est donc premier.

Si x € r(P), il existe n € N* tel que 2™ € P; comme 2" = 2" 1z, ou bien
x € P ou bien 2"~ ! € P; on arrive toujours, par itération, & x € B, ce qui
montre que r(P) = P.

La réciproque est fausse : 'idéal 6Z de Z est égal a sa racine sans étre premier.
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(21) Si 9 est un idéal maximal de 'anneau A, A/P est intégre car c’est un
corps.
Soit A un anneau intégre qui n’est pas un corps; B = A X A muni des lois :

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),

(a,b) % (¢,d) = (ac,bd),

est un anneau (qui ne peut étre intégre car (1,0) * (0,1) = (0,0)) dont {0} x A
est un idéal premier, le quotient étant isomorphe & A, mais non maximal, A
n’étant pas un corps; les idéaux maximaux de B sont de la forme A x 9 et
M x A, M étant un idéal maximal de A.

(22) Les éléments non inversibles de Ay s’écrivent ab™! avec a € B; leur en-
semble P Ay forme un idéal maximal, donc unique, et Ag est un anneau local.

(23) Notons d’abord que s(R) est un idéal de A/J car s est une surjection
(exercice 7); (A/T) / s(R) est donc un anneau-quotient ; soit :

o:A/T— (A/7)/s(R)
la surjection canonique. Le morphisme :
p=o0os: A— (A/T)/s(R)
est évidemment surjectif; on déduit des équivalences :
a € Ker(p) < o(s(a)) =0 < s(a) € s(R) < a€ (J+RK)

que (A/7) / s(R), isomorphe & A/Ker(p), est isomorphe & A / (J+RK). L’'image ré-
ciproque de s(R) est en effet égale a {a € A | s(a) € s(R) }, donc & B+ Ker(s) =
J+ A

(24) L’application « : z — ax , avec a € A*, est un morphisme de 'anneau
A, dont le noyau est nul par hypothése (A est intégre); A et Im(a)) ont donc
méme cardinal : « est bijective, et a~1(1) est 'inverse de a; tout élément non
nul étant inversible, A est un corps.

(25) Les idempotents de A sont (1,0), (0,1) et les neutres (0,0) et (1,1). Ceux
de B sont les neutres (0,0) et (1,0) (le carré de (0,1) est (—1,0)).

Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux, on doit avoir ¢((1,1)) = (1,0)
(les neutres) et ¢((1,0)) = (1,0) ou (0,0). Si ¢((1,0)) = (1,0), on doit avoir :

¢((0,1)) = ¢((1,1)) — ¢((1,0)) = 0,

et si ¢((1,0)) = (0,0), ¢((0,1)) = (—1,0), ce qui est impossible, (—1,0) n’étant
pas idempotent. On a finalement ¢((a,b)) = (a,0).

Si ¢ : B — A est un morphisme d’anneaux, on doit avoir ¢((1,0)) = (1,1)
(les neutres). Si ¥((0,1)) = (a,b), le carré de (0,1) étant (—1,0), on doit avoir
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P(—1,0) = (=1,—1) = (a?,b?), or —1 n’est pas un carré dans Z. Il n’y a donc
pas de morphisme de B vers A.

(26) On désigne par K[t] ensemble de combinaisons linéaires de puissances de
t a coefficients dans K, et par K(¢) le corps des fractions de K[t]; or K[t] est
isomorphe & K[X]/(P) : c’est donc un corps, (P) étant un idéal maximal. Il est
donc égal & son corps des fractions.

Le mondme t", étant combinaison linéaire des ¢!, 0 < 4 < n — 1, appartient
a vect(1,t,...,t"~1); une récurrence simple montre qu’il en est de méme pour
les puissances supérieures; les ', 0 < i < n — 1, sont libres, car une relation
de dépendance linéaire entre eux donnerait un polyndéme ayant pour racine t et
de degré inférieur a celui du polyndéme minimal. Ceci prouve que K(¢) est un
espace vectoriel de dimension n sur K.

Soit L une extension de degré fini, m, de K, et t € L, t ¢ K; les monomes t*
sont liés, sinon ’espace vectoriel I, de dimension finie, aurait un sous-espace,
engendré par les t*, de dimension infinie. Cet élément ¢ est donc algébrique sur
K, et IL est une extension algébrique. Il n’y a pas de réciproque : la cloture algé-
brique de Fy, Fy, nous le verrons plus loin, est une extension algébrique de degré
infini de Fy ; Fy est la réunion de toutes les extensions algébriques de degré fini
de FQ.

(27) Soit t € M\ L, verifiant la relation :
t" a1 t" P 4ag=0, a; €L, ag #0,

donc algébrique sur Klag, ...,a,—1], qui est une extension de degré fini (donc
algébrique, exercice 25) sur K. En effet, si a; est de degré n; sur K, les produits

, Ko .
aél ...a,"7t, 0 < k; < n;, en nombre fini, forment une base de K|ao, ..., an_1]

c¥n—1
sur K. Alors, les produits aX' ... aZ"_’ll th, 0 < k < n, forment une base (finie) de
Klag, . .., an—1][t] sur K. Ce corps est donc une extension algébrique de K, et ¢
est algébrique sur K. Chaque élément de M étant algébrique sur K, M est une

extension algébrique de K.
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6 Corps de caractéristique finie

Un corps de caractéristique finie peut étre infini, comme la cléture algébrique
de Fy que nous construirons plus loin (5.5), mais rappelons que tout corps fini
est commutatif et que son groupe multiplicatif est cyclique (théoréme 4.3 de
Wedderburn).

Soit K un corps : il est muni de deux opérations, I'une notée additivement,
I’autre multiplicativement, par une croix, ou un point, ou si cela n’introduit pas
de confusion, sans aucun symbole, pour alléger I’écriture. Les éléments neutres
de ces opérations sont notés respectivement 0, et 1., ou 0 et 1 s’il n’y a pas
de confusion possible, et K* désigne I’ensemble des éléments non nuls, donc
inversibles, de K.

Notons (K, +) 'ensemble des éléments de K muni de la seule addition : c’est
par définition un groupe commutatif; K* est un groupe pour la multiplication,
cyclique, donc commutatif, si K est fini.

Le groupe (Z,+) opére naturellement sur K : 1.2 = z, (a + b).2 = a.z + b.z.
Sin.1, # 0k pour tout n € Z, K contient un sous-anneau isomorphe a Z, et il
est de caractéristique 0, et infini.

Si ’ensemble des n € Z tels que n.1, = 0 n’est pas vide, c’est évidemment
un sous-groupe de Z. Il est donc de la forme pZ, et K contient un sous-anneau
isomorphe & Z/pZ, dont les éléments non nuls doivent étre inversibles, ce qui
impose que p soit premier ; K contient donc un sous-corps que 'on identifie, &
isomorphisme prés, a F,, = Z/pZ.

Si K est fini, donc commutatif, il existe par conséquent un nombre premier
p tel que p.1, = 0k, ce qui implique que, Vz € K, p.z = p.(1.2) = 0. Le corps
est de caractéristique p.

Les corps Q, R et C sont de caractéristique nulle; Z/4Z est un anneau de
caractéristique 4 ; Z/5Z est un corps de caractéristique 5 .

Proposition 6.1. Si K est un corps fini, de caractéristique p, c’est un espace
vectoriel sur son sous-corps Fy,, et il a donc p™ éléments, m > 1.

Démonstration. Le produit F,, x K — K est bien défini, puisque I, C K. Si K
est de dimension m sur Iy, il a p™ éléments. U

Proposition 6.2. Deux corps a p™ éléments sont isomorphes.

Démonstration. Soient K; et Ko deux corps ayant p™ éléments. Les groupes KJ
et K% sont respectivement engendrés par «; et ag. L’application ¢(a1) = aq
compatible avec les structures de corps est un isomorphisme de corps. O

Un corps & p™ éléments est noté Fpm, & isomorphisme prés.

Théoréme 6.1. Les éléments de F,m sont les racines du polynome xr" X,
et ses éléments non nuls sont les racines du polynome XP" —1 — 1.
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Démonstration. Les éléments non nuls de F,,, n = p™, sont les puissances d’un
certain élément a tel que o~ = 1. Quel que soit entier 7, on a (a™)"~! =
(@™ 1" = 1. Les n — 1 éléments de F, sont donc les n — 1 racines de X"~ ! —1,
et, en ajoutant le 0, on obtient les racines de X™ — X. O

Théoréme 6.2. Dans une algébre commutative A sur un corps commutatif K,
de caractéristique p, on a la formule du binéme :

(z+y)?" =a?" +y”"

quels que soient les éléments x et y de A (ou de K qui est une algébre sur
lui-méme) et Uentier naturel n.

Démonstration. Les coefficients du bindéme :

P\ p!' (p-1)
(k)k!(p—k)pk!(p—k)!

étant congrus & 0 modulo p pour 1 < k < p — 1, il ne reste, dans la formule du
binoéme classique, que :

(o9 =+

ce qui donne le résultat pour n = 1. Une récurrence sur n permet de conclure,
car : B
@+y)” =lz+y” P

Si p n’est pas premier (cas d’un anneau) la propriété n’est pas conservée;
ainsi dans Z/47 on a :

(x4 y)* = 2* + 22292 + o~ O

Si K est un corps de caractéristique p, il contient comme nous venons de le
voir un sous-corps isomorphe au corps F, = Z/pZ. Par abus de langage, nous
dirons que F, est un sous-corps de K, ou que K est une extension de IF,. Le
corps K est un espace vectoriel sur IF,,, de dimension m s’il est fini; le nombre
de ses éléments, son cardinal, est alors égal a p™.

Nous verrons un peu plus loin que tous les corps a p™ éléments sont iso-
morphes, ce qui permet de les noter tous [Fpm, & isomorphisme prés.

Si K = Fpm et si n = 2™ — 1, nous savons qu’il existe, le groupe K* étant
cyclique, a € K* tel que :

K*={a, a?,..., "}, a" =1},

Comme " =1, quel que soit r, 1 <r < n, (") = (a™)" =1, et les éléments
de K* sont les racines du polynéme X™ — 1 et ceux de K, les racines de X"+ —
X. Ces deux polynomes sont dans F,[X], c’est- a-dire a coefficients dans F,,.
Une racine qui engendre toutes les autres, telle o ci-dessus, est dite racine
primitive, ou élément primitif. La somme des racines de X™ — 1 étant nulle
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(comme coefficient de X"~! d’aprés les relations entre les coefficients et les
racines d’un polynéme) on a :

l+a+a®+-- +a" 1 =0.
On peut aussi remarquer que :
X' 1=X-1D1+X+X>+--+ X" 1.

Si r est un entier premier avec n, § = o est aussi racine primitive; il existe
en effet des entiers u et v tels que un +vr = 1 (identité de Bézout, page 65), ce
qui donne :

a= aun+vr — (an)u (ar)v — ﬁv

et le groupe engendré par 3 contient « ; comme le groupe engendré par « contient
B, ces deux groupes sont bien confondus.

6.1 Automorphisme de Frobenius
Soit K un corps fini de caractéristique p. L’application :

¢o: K — K
r +— xP

est injective, et donc surjective & cause de la finitude. Elle vérifie, pour tous
éléments x et y, les conditions :

{¢(my> = ¢(x) 3(y),
oz +y) =o(x)+o(y),

la derniére découlant du théoréeme 5.2. Cette application est donc un automor-
phisme de corps pour K, appelé automorphisme de Frobenius, trés utile et
dont il sera fait grand usage.

Un élément = de K est invariant par un morphisme u si u(z) = x.

Théoréme 6.3. Les éléments invariants par I’Automorphisme de Frobenius ¢
de Fpm sont les éléments de son sous-corps IFy.

Démonstration. Les éléments de F,~ invariants par ¢ sont les racines du ply-
nome X? — X dans F,m, c’est- a-dire les éléments de son sous-corps F,. Plus
précisément, si o est élément primitif de F,m, posons :

2 m—1
B = altptp tetp .

On a alors : )
BP = QPP ttp™ — Jé]

car o = . Les puissances de 8 de 1 a p — 1 ainsi que 0 sont les solutions du
probléme. U
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6.2 Construction des corps de caractéristique 2

Les corps de caractéristique 2 sont les plus utilisés, ne serait-ce que pour des
raisons informatiques évidentes, les ordinateurs calculant en mode binaire. Ils
sont utilisés dans toutes les techniques de codage. Nous ne considérerons qu’eux
dans la suite, et allons étudier leur construction sur quelques exemples.

Un corps est de caractéristique 2 si pour tout élément z on a z + x = 0, ou
encore * = —x. Les signes + et — ont la méme signification. Nous utiliseront
donc le signe +.

Si ce corps est fini, il posséde 2™ éléments, dont n = 2" — 1 sont différents
de 0, et sont les puissances d’un méme élément primitif a.

Remarquons que si « est un élément primitif, il en va de méme pour ses
itérés par I’Automorphisme de Frobenius, car 2 est premier avec n.

Construction de Fs. Le corps de départ (m = 1) est Fo = Z/2Z, le corps
trivial réduit a ses éléments neutres 0 et 1, racines du polynome X2 + X.

Construction de Fy. Considérons dans Fy[X] le polynome :
X34 1=(X+1)(X2+X+1).

Le second facteur n’a pas de racine dans Fo (comme —1 dans R), ce qui
méne & considérer une extension de Fy, Fa(ar), o étant une racine de X2+ X +1,
vérifiant donc o®? = a+ 1, o® =1, a* = «... L’inverse de « est a2, noté aussi
@. Le corps Fy(a) posséde quatre éléments : 0, 1, « et @, et on le note Fy.

On dit que X2+ X 4 1 est le polynéme minimal de « : tout polynéme de
K[X], K étant une extension finie de Fy, admettant o pour racine est multiple de
ce polynome ; a est algébrique sur Fo, et F4 est le corps de décomposition de
X%+ X +1, cest- a-dire le plus petit corps dans lequel ce polynéme se factorise
complétement (se scinde) :

X2+ X+1=(X+0a) (X +a),

les deux racines étant primitives. Les tables d’addition et de multiplication sont
obtenues sans calcul. Le corps F, est une extension algébrique de Fs.

C’est aussi un espace vectoriel de dimension 2 sur Fs. On peut ainsi noter
0=(0,0), 1 =(1,0), @« = (0,1), ces deux derniers éléments formant une base,
et o = (1,1).

Les éléments de Fy sont les quatre racines du polynome X + X de Fo[X].

Généralisation. Partons du polynome de Fy[X] :
X'4+1=(X+D)X" 1+ X +1)

n = 2™ — 1, et posons Fom = Fy(a), o étant une racine n'*™ de 'unité

oun =
(™ = 1) primitiuve (c’est- a-dire dont les puissances 2, 3,..., n — 1 sont toutes

83



les autres racines n'*™* de 1'unité). Les éléments de Fam sont donc 0, 1, a, o?,...,
a1 3. est le groupe cyclique d’ordre n engendré par .

La table de multiplication est évidente. Celle d’addition est calculée a partir
d’une relation liant certaines puissances de «, que ’on détermine pour chaque
valeur de m en factorisant le polynome X" 4+ 1 dans Fs5, chaque facteur étant
appelé polynéme cyclotomique.

Comment construit-on ces polyndémes cyclotomiques? On commence par
partitionner ’ensemble des éléments de F3,. en sous-ensembles cyclotomiques
globalement invariants par l'automorphisme de Frobenius, F;. On associe a
chaque E; le polynéme P; dont les racines sont les éléments de FE; en utili-
sant les relations entre les coefficients et les racines. Ces coefficients, fonctions
symétriques des racines, sont évidemment invariants par ¢, et appartiennent
donc a FFy. Les P; sont les polynémes cyclotomiques.

Construction de Fg. Pour m = 3, Fg = {0, 1, «,..., o}, o désignant
un élément primitif (o’ = 1). Formons les sous-ensembles invariants par ¢,
I’automorphisme de Frobenius, d’éléments non nuls :

EO = {1}a

Er = {a, a2, o},

B, = {a? af a2 =a),

d’ot Py = X + 1, puis :

P (X +a) (X +a?) (X +a?)

= X3 +sX?24+tX +p,

avec :
s = a+a2+a4,
t = ad+a®+ab,
p = 1.

Utilisons ’automorphisme de Frobenius :

s=({I+¢+¢*)(a),

puis :
(I+¢)(s)=(+¢°) () ;

comme ¢ = I, s est dans le noyau de (I + ¢), c’est- a-dire dans . Choisissons
d’abord s = 0. De méme :

t=(I+¢+¢%)(?),
et il faut prendre t =1 car s+¢t+1=0. D’ou :

P=X3+X+1.
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On trouve avec la méme méthode :
P=X34+X2%+1,
qui correspond au choix s = 1, t = 0, d’ou la factorisation :

X"+1 = PP P,
= X+D(X3+X+1)(X3+X%2+1).

Prenant pour élément primitif o une racine de Pi, on a : a® = o + 1. La
table de multiplication est évidente, et celle d’addition est obtenue a partir de
la relation précédente; Fg étant un espace vectoriel de dimension 3 sur Fy, on
écrit :

1=(1,0,0), a=(0,1,0), a® = (0,0,1)

d’ou :
a® = 1+a =(1,1,0),
ot = a+a? =(0,1,1),
a® = o?+a® =(111),
ab = oP+at =(1,0,1),

et a” =1, ce qui permet toutes les additions, le résultat pouvant étre mis sous
forme d’une puissance de «. Ainsi :

o +ab = (1,1,0) +(1,1,1) = (0,0,1) = a2,

Si nous choisissons le troisiéme facteur, P, 1’élément primitif g vérifie la
relation 3% = % + 1, et nous obtenons la méme structure, avec 5 = a®. Remar-
quons en effet que 7 étant premier, les puissances de «, a I’exception de 1, sont
racines primitives, et la racine primitive o est racine de P :

Pa®) =+ +1=a’+a+1=(a®+a+1)2=0
ce qui permet de choisir § au lieu de «.

Le corps Fy(X) des fractions rationnelles a une indéterminée et a coefficients
dans 5 est un exemple de corps infini de caractéristique 2. C’est une extension
transcendante de o, dans laquelle le « Frobenius » est un morphisme injectif,
mais non surjectif (z n’a pas d’antécédent). Ce n’est plus un automorphisme.

6.3 Calcul automatisé dans Fy = Fy(«)

On utilise des registres a décalage simple :

ﬂmz‘ﬂmz+l‘4’

ou circulaire :
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A

A

et les opérateurs & deux entrées (et une sortie) @ et (). Le premier sort 0 pour
(0,0) ou (1,1) et 1 pour (1,0) ou (0,1). Le second sort 0 pour (0,0), (1,0) ou
(0,1), 1 pour (1,1). Voici quelques exemples.

Calcul de P(a) dans la base (1, «) :

$H$J

On entre P(a) selon les puissances décroissantes de «. Aprés la derniére
entrée, le résultat est mg + mq a.

Appliquons & P(a) = a* + 1. Aprés deux entrées, les mémoires sont a (0, 1)
(1, coefficient de a?, 0, coefficient de o).

On entre le coefficient de a2, 0 : mg passe & 0 plus la valeur précédente de
mq, 1, my est égal & la valeur précédente de mg plus celle de mq, soit 1. Les
mémoires sont a (1,1).

L’entrée du coefficient de «, 0, les fait passer a (1,0), puis celle du terme
constant, 1, & (1,1) : le résultat est 1 + a.

Calcul de la somme de deux nombres :

(]
ol

’ (ap + a1a) + (bg + brax) = sg + s10x. ‘
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et de leur produit :
]

%QL) Do
7o

D
(v

KO S 1]

’ (ap + a1@) * (bg + bra + ba) = po + pra. ‘

Calcul de l'inverse de a +ba # 0 :

[ab]—p—{mo]—

‘(a—&—ba)_l:mo—i—mla‘

Les mémoires mg et my, initialisées a (0, 0), contiennent successivement (a, 0)
et (a+b,b), qui est le résultat (a +b+ aa).

Pour diviser, on multiplie par I'inverse.

6.4 Ordre filtrant

Le corps K = Fyn est un sous-corps de . = For si et seulement si 2% est une
puissance de 2", c’est- a-dire si h divise k (k = nh).

La plus petite extension commune a [y et Fg, le plus petit corps les conte-
nant, est Fg4. Si av est élément primitif de Fgy, F4 peut étre identifié au sous-corps

{0,1, %', a*?} et Fg au sous-corps d’élément primitif o°.

Un K-automorphisme de L est un automorphisme de L dont la restriction
& son sous-corps K est I’identité.

Si d et m sont respectivement le pged et le ppem des entiers naturels a et b,
on peut définir les opérations d’intersection :

]FQa A\ FQb == ]FQd
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et d’union :
an \/ sz == Fgm

et la relation d’ordre :
]FQa Z FQb <~ b|a,

bla signifiant que b divise a. Cette derniére relation définit un ordre filtrant
croissant : 'union Faa V Fgy est plus grande que chacun des deux corps Faa et
Fos, et un ordre filtrant décroissant : I'intersection Faoa A Fqgy est plus petite que
chacun des deux. Aucun des deux n’est un ordre total puisque, par exemple, Fy
et Fg ne sont pas comparables, mais sont tous les deux plus grands que Fy et
plus petits que Fgy.

6.5 La cloture algébrique F,

Un corps K est algébriquement clos si tout polynome de K[X] posséde une
racine dans K il est alors décomposable en produit de polynémes de degré 1.
Tout corps est sous-corps d’un corps algébriquement clos, appelé sa cloture al-
gébrique (théoréme de Steinitz).

Un corps Fam n’est jamais algébriquement clos car, par exemple, le polynéme
X2"+1 11 posséde 2™ + 1 racines simples (une racine multiple serait commune
au polynome et au polynome dérivé X2, ce qui est impossible) dans un corps
algébriquement clos, plus nombreuses que les éléments de Faom.

Soit Fy la réunion de tous les corps Fom.

Théoréme 6.4. L’ensemble Fy est un corps commutatif, de caractéristique 2,
infini et algébriquement clos : c’est la cloture algébriqgue commune de tous les

Fom .

Démonstration. Soient deux éléments, x et y, de Fy. Si 2 € Fom et y € Fan, on
calcule leur somme et leur produit dans Fom V Fon ; Fy est un donc un corps
commutatif, de caractéristique 2 et évidemment infini.

Soit P € F3[X]. En fait, P € Fyu[X] pour un certain h, et, si ses racines ne
sont pas toutes dans Fqr, elles engendrent une extension algébrique, corps fini
de caratéristique 2, donc de la forme For. Les racines de P étant dans Fo, ce
corps est algébriquement clos. O

6.6 Racines de 'unité

Soit n est un entier naturel impair et :

m:Z—Z/nZ
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le passage aux classes modulo n. Les puissances de 2 étant premiéres avec n, les
7(2%) ne sont jamais nuls. L’espace d’arrivée étant de cardinal fini, n, il existe
des couples (h, k) d’entiers naturels, h < k, tels que 7(2") = m(2*). On a alors :

(28" = 1 mod n.

Soit m le plus petit entier naturel tel que 'on ait 27" = 1+ sn. Si « est un
élément primitif de Fom, 'élément 5 = o® engendre un groupe cyclique d’ordre
n, puisque :

Bn =™ = a2m—1 -1

et que les B* pour 0 < k < n — 1 sont toutes distinctes. Chaque S* est une
racine n'*™° de l’unité, § engendre le groupe des racines n'*™ de l'unité, et
Fom est le corps des racines n'*™ de l'unité, et le corps de décomposition du
polynéme X" + 1.

Appliquons ceci au cas n = 9. La suite des restes modulo 9 des puissances de
2est:2,4,8,7,5et 1. Donc 26 est congru & 1 modulo 9. Si « est élément primitif
de Fgq4, les racines neuviémes de I'unité sont les neuf premiéres puissances de

7
al.

6.7 Extensions associées & un polynéme

Un corps L est corps de rupture d’un polynoéme irréductible P a coeffi-
cients dans un corps K si P a une racine dans L. Le plus petit corps contenant
toutes les racines de P est son corps de décomposition, ou son corps des
racines.

Soit P=X"+an,_1 X" 14+ +apun polyndme irréductible a coefficients
dans Fam, dont toutes les racines, x1,..., €, (dans Fy), sont simples (P n’a pas
de racine commune avec son polynoéme dérivé, P’).

L’idéal (P) étant maximal (P est irréductible), 'anneau-quotient Fom [X]/(P)
est un corps, noté M. Soit L le corps engendré par une racine, L=Fam (z;), corps
de rupture de P, et S son corps de décomposition.

Proposition 6.3. Les classes modulo P de 1, X,..., X", c’est- a-dire 1,
z,..., z"1, forment une base sur Fom de l’espace vectoriel M, qui est donc de
dimension n.

Démonstration. Ces classes sont libres, car une relation de dépendance donne-
rait un polyndéme annulateur de x de degré inférieur & celui de P, or P est
minimal. Si @ est un polyndéme de degré supérieur ou égal a n, la division eu-
clidienne par P :

Q=DP+R, deg(R)<n-—1

montre que sa classe dans M est celle de R; elle est donc combinaison linéaire
des classes des xf pour 0 < k < n — 1. Cette famille est donc génératrice et
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libre : c’est une base. Comment s’écrit par exemple dans cette base la classe
de linverse de Q7 L’identité de Bézout (page 65) pour les polynomes assure
Pexistence de polynomes A et B de K[X] tels que :

PA+QB=1,

ce qui montre que, modulo P, les classes de @ et de B sont inverses 'une
de l'autre, et la classe de Q7! est égale a celle de B, qui est elle-méme une
combinaison linéaire des classes des x’f pour 0 <k <n-—1. O

Proposition 6.4. Les puissances z¥ de x; pour 0 < k < n — 1 forment une
base sur Fom de l’espace vectoriel L, qui est donc de dimension n.

Démonstration. Elle est identique a la précédente. O

La dimension vectorielle d’une extension H d’un corps K, lorsqu’elle est finie,
est son degré, noté [H : K].

Proposition 6.5. Une extension de degré 1 d’un corps K est égale a K. Une
extension M de degré n d’une extension I de degré m de K est une extension
de degré mn de K.

Démonstration. La base d’une extension de degré 1 est réduite a 1 : elle est
confondue avec K. Si y1, ..., ¥y, est une base de M sur L et si x1, ..., x,, est une
base de L sur K, les mn produits z; y; forment une base de M sur K. O

Les automorphismes de Fom forment un groupe cyclique d’ordre m engendré
par automorphisme de Frobenius, ¢. La puissance m de ¢, 1 = ¢™, est égale
a l'identité sur Fom, et 1 laisse donc invariant les coefficients de P. Les images
par v, ¥?, etc..., de z1 sont donc les autres racines de P (3™ est I'identité sur le
corps des racines). Ces racines sont donc des puissances de z; et appartiennent
a Fom (x;), ce qui prouve I'égalité de L et de S.

Les extensions M et L de Fom sont de méme degré n. Comme la classe de
X est une racine de P (P(z) = 0), on peut Uidentifier & z;, faisant de L une
extension de degré 1 de M. Ces deux extensions sont donc égales.

On a ainsi identifié les corps Fom [X]/(P), Fam (z1), et Fom (z1,...,2y).

Donnons un exemple. Le polynéme P = X4+ X3 + X2 + X + 1 se factorise
dans F1g d’élément primitif « :

P=(X+a*) (X +a% (X +a%) (X +a"?).

Le corps F2[X]/(P) contient une racine, par exemple o”, et ses puissances : a3,

a8, a'?. C’est donc le corps des racines. Comme o = o + o, il contient « : il

est égal a Fyg.
Remarquons que la situation est différente si K (de caractéristique 2) est in-

fini. Ainsi, soit z(¢) une racine du polynome P = X3 + 1 +t, & coefficients dans
'extension transcendante F5(¢). Les autres racines sont ax(t) et o?x(t), a étant

90



un élément primitif de Fy. Elles n’appartiennent ni a Fo(¢)(2) ni a Fo(¢)[X]/(P),
mais & F4(t)(x), qui est égal au corps des racines F4(t)(z, ax, o?x). Il y a donc in-
clusion stricte. Si enfin z(¢) est racine du polynome X2+, elle est racine double.

Ceci méne aux définitions suivantes : une extension L de K est est une
extension normale si tout polynéome de K[X]| ayant une racine dans L a
toutes ses racines dans L. Un élément de IL est séparable sur K s’il est racine
simple de son polyndéme minimal, et I est une extension séparable de K si
tous ses éléments sont séparables sur K. Enfin, une extension est galoisienne
si elle est normale et séparable.

Proposition 6.6. Soit L une extension algébrique d’un corps K de caractéristi-
que 2. Un élément x de I de polynome minimal P est séparable sur K si et
seulement si P ¢ K[X?].

Démonstration. L’élément z est séparable si et seulement si P'(z) # 0, or
P'(z) = 0 équivaut a dire que P’ est multiple de P, polyndme minimal de
x, donc identiquement nul puisque deg(P’) < deg(P). Comme P peut se mettre
sous la forme P;(X?) + X Py(X?) et que les dérivées de P;(X?) et de Pp(X?)
sont nulles, on a P'(X) = Py(X?); P’ = 0 équivaut ainsi & P = P;(X?), et
P'(z) #0a P ¢K[X?]. O

6.8 Inverses binaires

Si g est un entier relatif impair, il est premier avec 2™, et il existe, d’aprés
I'identité de Bézout (page 65), des entiers 7 et s tels que :

qgr+2"s=1;

r est déterminé modulo 2™ (si on ajoute 2"k & r, il faut remplacer s par s+ kq),
et on peut donc le choisir strictement compris entre 0 et 27, ce qui permet de
définir I'inverse binaire d’ordre n de ¢ comme étant 'unique entier naturel (q),,!
défini par la relation :

q(@), ' =1mod 2", 1< (¢),' <2"~1, n>1.
Ainsi, la suite des inverses binaires de 11 est :
(1), 1) =(1,3,3,3,3,35,35,163,419,931,931,2979, .. .)
et celle de —11 :
(—11),Y = (1,1,5,13,29,29,93,93,93,93,1117,...) .

La suite des inverses binaires des nombres 2¢ — 1 a une forme particuliére
(exercice 13) ; écrivons celle de 3 :

(3),") = (1,3,3,11,11,43,43, .. ),
et celle de 7 :
(MY =(1,3,7,7,23,55,55, 183,439,439, .. .) .
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6.9 Exercices

(1) (Construction de Fyg)

Veérifier que ¢* = I, ¢ étant 'automorphisme de Frobenius. Former les classes
invariantes par ¢. Factoriser le polynome X'° 4 1. Choisir une racine primitive
a. Exprimer o?,..., o' comme combinaisons linéaires de 1, o, a2, a® & coeffi-

cients dans 5. Caractériser les racines primitives.

(2) Montrer I'unicité de la structure de corps a 2" éléments (considérer deux
corps a 2™ éléments, chacun muni d’un élément primitif).

(3) Existe-t-il des puissances de «, élément primitif de Fyg, annulant Py ? Py ?
Qu’en conclut-on ?

(4) Le corps F3 = Z/37Z, de caractéristique 3, est formé des classes modulo 3,
restes dans la division des entiers par 3, c’est- a-dire de la classe de 0, représen-
tant les multiples de 3 (3Z), de celle de 1, représentant les multiples de 3 plus 1
(3Z+1) et celle de 2 (ou de —1) représentant les multiples de 3 plus 2 (3Z —1).
Les tables d’addition et de multiplication sont évidentes. L’automorphisme de
Frobenius est ici I’élévation a la puissance 3. Construire les extensions Fg et For.

(5) Montrer que ’ensemble des quatre matrices & coefficients dans Fy :

0 0 10 1 0 0 0
0O 0|’l]O0 1T]|’l0O OO0 1}|"°
muni de ’addition et du produit matriciel est un anneau de caractéristique 2.

(6) Méme question avec les matrices :

0 0 10 0 1 11
oollo]olee] o]

(7) Soit My (F5) 'ensemble des matrices & deux lignes et deux colonnes a coef-
ficients dans Fy. Montrer que My(F2) muni de addition et de la multiplication
matricielles est un anneau de caractéristique 2, a 16 éléments. Est-il commuta-
tif 7

Montrer que My(F3) est naturellement muni d’une structure d’espace vecto-
riel sur [Fy ; en donner une base.

Montrer que ’ensemble des éléments de déterminant égal & 1 est un groupe
multiplicatif d’ordre 6, et que ’ensemble des éléments de trace nulle (la trace
est la somme des termes diagonaux) est un groupe additif d’ordre 8.

(8) (Détermination de tous les automorphismes de K = Fam et des K-automor-
phismes de I = Famn.

Soit ¢ un automorphisme, o un élément primitif de Fom et k € N* tel que
P(a) = . Evaluer (z + )¥, z et y dans Fom, & partir de I’écriture binaire de
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k. En déduire que Aut(Fam ) est un groupe cyclique engendré par ¢, automor-
phisme de Frobenius.

(9) Donner la matrice B, traduction dans Fy de la matrice :

[ (1) o } € Ma(Fs).
(10) Soit P un polynoéme irréductible de Fo[X]. Montrer que P :
- n’a pas de racine multiple,
- divise X™ + 1 pour certaines valeurs de n,
- engendre une extension de [Fs.
Etudier les cas particuliers de P, = X"+ X + 1 pour 2 <r < 8.

(11) Soit P un polynoéme irréductible de F2[X]. Montrer qu’un corps de rup-
ture de P contient son corps de décomposition. Montrer, a partir du polynéme
X3 —2, qu’il n’en va pas de méme dans Q[X].

(12) Montrer que tout polynome irréductible de Fom[X] divise un polynome de
la forme X" + 1.

(13) On pose g = 2V —1. Vérifier qu’il existe un entier naturel d tel que (q);1 =q.
Montrer que (¢);, 1, = 2" (¢);* — 1; en déduire que la suite (aj) est périodique.
Que se passe-t-il pour ¢ = (2 — 1)p~1, 1 < p < 2V — 27 Réciproque ? Calculer

les inverses binaires de p/7 et de p/15.
(14) (Critere d’Eisenstein) Soit P € Z[X] :
P(X)=a, X" +a, 1 X" ' 4+ +a1X + ao.

S’il existe un nombre premier p tel que les a;, & ’exception de a,,, soient divisibles

par p, et que ag ne soit pas divisible par p?, montrer que P est irréductible.
Etendre le domaine d’application du critére en utilisant des translations.

(15) Pour un entier naturel impair ¢ et ses inverses binaires (q), !, évaluer la

différence (g);, 11 + (g);;* ; en déduire que (g);;* est une somme de puissances de
2:

(@n"=> ar2*, ar €F,.
k=0

6.10 Correction des exercices

(1) Etablissons la factorisation de X'° + 1. Soit a une racine primitive 15-iéme
de 'unité (a® est aussi une racine primitive de 1'unité si le plus grand commun
diviseur de k et de 15 vaut 1, c’est- a-dire si k est premier avec 15). Les relations
entre les coefficients et les racines d’un polynéme indiquent que la somme des
racines vaut 0 et leur produit 1.
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Remarquons que l'automorphisme de Frobenius vérifie dans le cas de Fyg,
au sens de la composition, ¢* = I, de sorte que si on pose :

0=1+ ¢+ ¢+ ¢,

on a :

(p+I)ob=¢*+1=0,

ce qui signifie que :
Im(0) C Ker(¢p+1) =F5.

Faisons une partition des éléments de Fj4 en classes globalement invariantes par

¢ :
EO = {l}a
E1 = {aaa23a47a8};
-E2 — {a37a67a12,a24 :ag}7
E3 = {a5’a10}’
By = {a",a" a3 o},

et considérons les polynémes cyclotomiques P, dont les racines sont les éléments
de E). Nous avons immeédiatement Py = X +1 et P; = X2+ X +1. Les éléments
de E, sont les racines de X® + 1 a ’exception de 1, et donc :

Po=X*4+X>4+X?>+X+1.

Soient o} et m respectivement la somme et le produit des éléments de Ej,
avec évidemment 7 = 1. Nous avons vu que la somme des o est égale & 0.
On vérifie facilement que 09 = o3 = 1 (progressions géométriques), de sorte que
o1+ 04 = 1. Comme o1 = 9(a3) est dans o, choisissons par exemple o1 = 0
(Pautre choix correspondrait & une autre racine primitive, dans Fy), et posons :

Pl=X*4+5X>+55X%+53X +54.

Nous savons que s; = 07 = 0. La somme des produits des racines deux a
deux vaut :

ss=a+a®+a’+a+a'®+al? =o09+03=0,
la somme des produits des racines trois a trois :
ss=at+ a3 +al+a"=0,=0,
et comme s4 = a'® = 1 (produit des racines), nous obtenons :
Pi=X'+X+1.
Les racines de P, étant les inverses de celles de P;, nous avons :

P=X'P (X H=X"+X3+1,
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d’ou finalement :
XP4+1=1P.

La racine choisie o étant racine de P, elle vérifie la relation a* = a+1; on
a ensuite :
a® = a’+a,
o8 = ad+a?,
of = dd+a+1,
o® = a?+1,
o = o+ o,
al® = o®+a+1,
all = ad4+a?+ o,
a2 = ad+al+a+1,
a13 — 0(3 + O[2 + 17
0514 — 043 + 1 ,
a® =1

)

et les o* sont combinaisons linéaires de 1, a, a?, a® & coefficients dans Fo (F16

est un espace vectoriel de dimension 4 sur o, mais aussi un espace vectoriel de
dimension 2 sur F,). Les racines primitives sont les o pour k premier avec 15,
donc multiple ni de 3 ni de 5.

(2) Considérons deux corps, K; et Ky de caractéristique 2, ayant 2™ éléments.
Nous allons montrer qu’ils sont isomorphes, de sorte que la structure de corps a
2™ éléments est unique : nous noterons Fom tous les corps & 2™ éléments, que
nous identifierons donc, a isomorphisme prés. Les groupes multiplicatifs K7 et
K3 sont évidemment isomorphes en tant que groupes cycliques de méme ordre,
mais il faut trouver un isomorphisme respectant les structures additives. Soit «
un élément primitif de K, racine du polynéme cyclotomique P, et 8 un élément
primitif de Ks ; les puissances de 3 sont 2™ — 1 racines du polynéme X2 141,
c’est- a-dire le groupe cyclique K3 ; P divisant ce polynome, une puissance de
B est racine de P : appelons-la a, ; les autres racines de P sont les itérées de
a, par 'automorphisme de Frobenius. Considérons 1'isomorphisme de groupes
multiplicatifs :
x: K =K, x(a) = an.

Les deux corps étant des espaces vectoriels de dimension m sur Fs, les monomes
1, X,..., X™ ! sont libres et P est de degré m.
SiP=X™+ Zﬁgl A X', nous obtenons les deux relations :

m—1 m—1
a™ = g Aot ol = E Aol
i= i—

Les combinaisons linéaires ont les mémes coefficients. Pour obtenir & partir
de x un isomorphisme de corps, il nous faut d’abord le prolonger en 0 en posant
x(0) = 0, puis montrer que, pour des éléments quelconques, on a x(x + y) =
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x(x) + x(y) ; or ces éléments sont des puissances de «, respectivement z = o
et y = o ; soit o' leur somme :

@)
az + of
= x(z)+x().

x(* +y)

=

La bijectivité de x découle de sa construction méme. Le résultat demeure en
caractéristique quelconque, avec la méme démonstration.

(3) Par construction, si P»(a*) = 0, k est multiple de 3, donc non premier avec
15, et a® n’est pas primitive. Si Py(a¥) = 0, k est multiple de 7 modulo 15.
On trouve les valeurs 7, 14, 13 et 11. Les a* sont primitives. En choisissant une
racine de P4 on obtient un corps isomorphe, donc encore Fy¢.

(4) Factorisons X® — 1 dans F3 ; remarquons que —1 ne peut étre égal qu'a a?;
les ensembles cyclotomiques sont :

EO = {17—1}7
E; = {a,a%},
Ey = {a?a%},
Ez = {a®ad"};

et les polyndmes cyclotomiques, excepté Py = (X —1)(X 4+ 1) :

P = X?2—(a+a®)X -1,
P, = X?2—(a®?+a%X +1,
Ps = X?2—(a®+a")X —1.

Le terme a? + a® = a?(1 + a*) est nul. Etant invariant par ¢ et non nul,
a + o2 peut étre égal 4 1 ou & —1; choisissons 1.

Comme a® + o = a*(a + a?®) = —1, on a finalement :
P = X2_X_1,
P, = X241,
P; = X?24+X-1.

On déduit de P; pour ’élément primitif les deux relations :
al=a+1=a",
Ad=d’4+a=2a+1=-a’.

Pour construire Fo7 il faut d’abord factoriser X 26 —1 dans F3 par la méthode
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habituelle. La partition est :

EO = {1,0{137—1},
El = {aaa3aa9}7
E2 = {a27a67a18}7

B3 = {04470412,0410},
E4 = {a57a15aa19}3
Es = {a7,a?,al9},
Ee = {a® a?, a0},
Br = {a'al a??},
Es = {a'7,a%,a%}.

Soit s; la somme des éléments de E;. Les polynémes cyclotomiques, excepté
Py=(X+41)(X —1), sont :

P = )(3—81)(2—‘y-Sg‘X-i-l7
P2 = X3—52X2—56X—1,
P3 = X3—53X2+S7X—1,
P4 = X3754X2+56X+1,
P5 = X3—S5X2+82X+].,
Py = X3—86X2+82X—1,
P7 = X3—S7X2+83X—1,
Pg = X3—SSX2+S7X—|—1.

De o' = —1 on déduit les relations s; = —s1, 54 = —82, S§ = —83, 5 = —S55.
Choisissons s; = 0, s = —1, puis remarquons que les éléments de Fs sont
les carrés de ceux de E7, de méme pour Fg et F3. On obtient les relations :
sy = 83 + 83 = s3 (Aot s3 = —1), 86 = 53 + s7 (d’olt 86 = 1 et s5 = —1). De
0 = s783 = 84 + s5 on tire s, = 1. Finalement on obtient :

P = X}-X+1,
P = X34+X?24+X-1,
P; = X34X?-1,
P = X3P-—X24+X+1,
P = X34+X2-X+1,
P = X3P-X?2-X-1,
P = X3-X-1,
Py = X3-X241.

A partir de Pi(a) = 0 on a o® = a+ 1, a* = a? + a, etc... Les racines
primitives étant les a® pour k impair et différent de 13, on obtient un corps
isomorphe, donc la méme structure, en partant de Py, de P, de P5 ou de Fs.
De méme en faisant un choix différent pour s; et ss.

(5) Les neutres sont Oet [; P+Q=I1; P+P=Q+Q=I1+1=0; P?> = P;
3 = @Q; PQ = 0. L’ensemble est stable pour les deux lois. L’anneau est com-

mutatif, non intégre, de caractéristique 2.
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(6) Les neutres sont O et I; A+ A= B+ B =1+ 1 = O (caractéristique 2);
la somme de deux éléments non nuls donne le troisiéme, et I’ensemble est stable
pour l'addition; A2 = O, B2 =1, AB = BA = A, et I'ensemble est stable pour
la multiplication. [’anneau est commutatif et non intégre; A est nilpotent, ses
puissances étant nulles & partir de 2; B est idempotent : B2¢ = I, B2+l = B.

(7) On sait que M, (K), K étant un corps quelconque et n un entier supérieur a
1, est un anneau, non intégre et non commutatif en général ; M posséde 2¢ = 16
éléments ; il est non commutatif :

et :

L’élément générique s’écrit :

alselnn el ol lo ol ala 1]

=aey+bey+ces+dey,

avec a, b, ¢, d dans Fs; les e; sont libres et forment une base de M, espace
vectoriel de dimension 4 sur Fy. Le déterminant de I’élément générique étant
égal & ad + be, il est égal & 1 si ad + bec = 1; résolvons donc cette équation dans
Fy :

ad=1,bc=0={(1,0,0,1),(1,0,1,1),(1,1,0,1)},

ad = 07 be=1= {(03 ]-7 170)7 (L 1, 170)3 (07 ]-7 ]-7 1)} ;

ce qui donne six éléments.
L’ensemble est stable pour le produit matriciel, le déterminant d’un produit
étant égal au produit des déterminants, donc a 1. C’est un groupe d’ordre 6 non

commutatif car :
0 1 10 (01
1 0 1 1| |11

o)l o=l o)

Les éléments de trace nulle vérifient I’équation a + d = 0; ce sont :

et :

a=d=0={(0,0,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(0,1,1,0)},

a = d = 1 :> {(1’ 07 07 1)’ (1’ 07 17 1)’ (17 1707 1)’ (17 17 17 1)} N

La trace d’une somme étant la somme des traces, I’ensemble est stable pour
I’addition : c’est un groupe d’ordre 8, commutatif.
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(8) Si l’écriture binaire de k, Y, a;2%, contient n coefficients a; non nuls (égaux
a 1), une récurrence immeédiate montre que (z + y)k posséde 2™ mondmes; or
on doit avoir (z + y)* = 2* 4+ y*¥ pour que ¢ soit un automorphisme de K, ce
qui impose que n = 1 et que k = 2" ; on a donc ¥ = ¢". Les automorphismes de
K sont donc les puissances ¢” de ¢, de r = 1 & r = m, cette derniére donnant
I’identité.

Les automorphismes de 1L sont les puissances de ¢, de 1 & mn, et ses K-
automorphismes sont donc les puissances de ¢ de 1 a n.

(9) La matrice B est associé¢e 4 un endomorphisme de F3. Traduisons les éléments
de Fy, dans Fy :

o8] =[] oo [8] v [2]

puis les multiplications, représentées par des matrices de Mo (F3). La multipli-
cation par 1 est l'identité. La multiplication par « est représentée par la matrice
dont la premiére colonne est I'image de 1, soit «, la deuxiéme colonne, 'image
de a, soit a?; on obtient :

i)

M(a) = {

—_ =
[ —

et enfin la multiplication par o :

M(cﬂ):“ H

Reportons ces résultats dans A pour obtenir la matrice :

M(1) M)
- | | -

S oo =
oo RO
=== O
O = =

(10) Les racines z1, ¥9,..., 24 de P appartiennent a Fy, et sont donc dans une
certaine extension Fom de 5. L’ensemble des racines étant globalement invariant
sous 'action de I’automorphisme de Frobenius, ¢, on peut supposer, quitte &
changer les indices, que ;11 = ¢(z;), avec xgp1 = x1. Si P s’écrit :

P=T] (X + )P,
k

il s’écrit aussi, étant invariant par ¢ :

P:H(XJFT/kH)p’“,
k
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d’ott 'on conclut que les pi sont égaux entre eux, pr = p, et que :
P
P= (H(X+1:k)> —Qr.
k

Le polynéme @), étant invariant par ¢, appartient a Fo[X]; ceci contredit
I'’hypothése d’irréductibilité de P. On a évidemment ¢¢ = I, et donc m = d.
Les z; appartiennent & Fqa et sont racines du polyndme X 2%-1 4 1, qui est
donc divisible par P, comme d’ailleurs tous les polynéomes X™ + 1 associés aux
extensions successives de Fqa. L’équation P. = 0 donne, pour les racines de P,
" =x+1,dotuz"! =22 +2x,.., jusqu’a obtenir ™ = 1. Appliquons ceci pour
les valeurs croissantes de 7 :

=

P2+r+1=0 = =x2+x=1

23 = 4,
2P4+r+1=0 = 25=22+1 = =1 = Fg,
rrr+1=0 = 28=22+1 = z=2'11=2 = [y,
PHr+1=0 = 220 =241 = =2 +2=1 = 2%=1,

la derniére ligne donnant Fg4, alors qu’on attendait plutét Fso. Factorisons Ps
dans Fg4, d’élément primitif w :

Ps= (X +w) (X +w®) (X + ") (X + ) (X +w?).

Les deux premiéres racines forment un ensemble globalement invariant par
¢, de méme que les trois derniéres, et les éléments de ces deux ensembles sont
donc les racines de deux polynoémes de Fo[X] :

(X +uH (X 4+ =X+ X +1,

et :
X+ X+ (X +u®P) = X3+ X2+ 1.

On voit que P5 n’est pas irréductible dans Fy ; X2+ X +1 se scinde dans Fy,
X3+ X2 +1 dans Fg, donc Ps dans leur extension commune Fgy. Poursuivons :

.’176+.’IJ+1:0 = ... = X63:1 = F64,
$7+$+1:0 = ... = $127:1 = Flgg,
Brr+1=0 = ... = 298 =1 = Feyq ;

Ps n’est donc pas irréductible :
PBR=(X’4+X+1) (X +X°+ X3+ X% 4+1).

(11) Ceci revient & montrer que si Fom contient une racine a de P, il les contient
toutes. Les itérées de a par 'automorphisme de Frobenius sont racines de P, et
le polynéome :

R=(X+0a)(X+¢(a))...(X +¢™ Ha))

divise P, supposé irréductible; R et P sont donc égaux.
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L’hypothése d’irréductibilité est nécessaire : le polynéme P; de l’exercice
précédent admet Fy comme corps de rupture et Fgs comme corps de décom-
position.

Le polynéme X3 —2, irréductible dans Q, a une racine réelle, o = 2/3 ; Q[a]
est un corps de rupture, dans lequel :

X3 -2=(X—-0a)(X?*+aX +a?).

Le corps de décomposition est Q[a, j], avec j = (=1 4 iv/3)/2, les autres
racines étant jo et j2a.

(12) Le corps Fom a pour cloture algébrique Fy, et tout polynome irréductible
P € Fan[X] se décompose en produit de facteurs du premier degré dans Fs ; ce
dernier étant la réunion de tous les Fgq, les racines de P sont dans 'un de ces
corps (et dans ses extensions), par exemple dans Fax ; elles sont donc racines du
polynome X2 141, que divise donc P. Le quotient appartient & Fom [X] car on
vérifie sans peine que les relations symétriques entre ses racines, qui donnent ses
coefficients, sont dans Fom. Une extension algébrique d’une extension algébrique
de F5 est donc une extension algébrique de Fs.

(13) Comme ¢% = 2v+1(2°71 +1) + 1, ¢ est I'un de ses inverses binaires. Partons
de la définition :
(2" = 1) (@) =2"h + 1,

et posons r = 2°(¢);;! — 1; la condition (¢);;! < 2" impose que 7 < 2"**; on a
successivement :

e -1r = -1 (@ -V + @t - 1),
= 2'-D@"h+ (0",
= ontvp 4,

ce qui montre que r = (q);}rv; pour montrer la périodicité, évaluons la diffé-
rence :
—1 -1 - -1
@t = @itors =2 (@7~ @71))
sian, =0, (¢);" = (q), ), et apnyp =0;sia, =1:
(@' = (@2 +2"71,

(@nto = (@pip_q +2771,

et apyy =1; 0n adonc anyy = Gy

Passons au cas ¢ = (2°—1)p~!, avec 1 < p < 2V—2. La longueur de la période
est conservée, et il y a 2¥ — 2 possibilités pour la valeur (a,41,...,a2,) de ses
coefficients, si 'on exclut évidemment (0,...,0) et (1,...,1), qui correspondent
a ¢ = 1. On fait démarrer la période & v+1 et non & 1 pour ne pas devoir traiter
le cas « pair » . Ces 2V — 2 possibilités sont associées aux différentes valeurs de
p; (0,1,...,1) correspond a p =1, (0,...,0,1) & p=2""! — 1, la multiplication
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par 2 décale d’une unité vers la droite, et les périodes de p et de 2V — p — 1 sont
complémentaires ; donnons un exemple, avec v = 3 :

2 4
— (0,1,1), ?+—>(1,0,1), ?+—>(1,1,0),

) 3
-+ (1,0,0), = — (0,1,0), - — (0,0,1).

Nl =

Réciproquement, la longueur de la période donne 2V — 1 et sa valeur, somme
des 2%, donne p. Ainsi, par exemple, la période (1,1,1,0) est associée a 8/15
car sa complémentaire, (0,0,0,1), correspond a 7/15. On peut aussi remarquer
qu’en décalant de trois unités la période (0,0,0,1) de 1/15, on obtient celle de
23/15.

Pour avoir les périodes de p/15, il nous manque celles de 3/15 et de 5/15 :

%»—)(0,0,1,1), %»—)(071,0,1).
En effet :
%H(O,Ll,l):%»ﬁ(l,&l,l),14—5»—>(1,0,0,1), %H(l,l,l,o),
%H(OJJJ):%»—)(O,L0,0) ,%»—)(0,0,1,0), 1—75>—>(070,0,1),
1%»—>(070,1,1):>%»—>(1,0,0,1) ,%»—)(1,1,0,0), %H(O,l,l,o),

%H@MM#%H@MM.
(14) En plongeant P dans F,[X], on obtient le monéome P(X) = @, X™. Si P
était égal au produit RS de deux polynémes de Z[X], on aurait dans F,[X]
R(X)S(X) = @, X™. Or le produit de deux polynémes n’est un mondme que
si chacun de ces polynémes est un mondéme. En effet, comme R(0)S(0) = 0
grace a la condition sur ag, et 'une, au moins, des deux constantes est nulle. Si
c’est R(0), on divise R par X, et on recommence, jusqu’a ce que I'un des deux
polynéme soit une constante : c’était donc un mondéme au départ, et 'autre
est forcément un monéme. Enfin, P = RS impliquerait que ag = 79S¢ serait
divisible par p2.

Si ag =0, on divise P par X.

Si P est irréductible, P(X + a), Va € Z, l'est aussi.

Le polynome P(X) = X* + X3 4+ X2 + X + 1 n’obéit pas aux conditions du
critére, mais Q(X) =P(X + 1) :

Q(X)=X*+5X%4+10X2 +10X +5

y obeit, pour p = 5, et n’est pas factorisable, de méme que P.
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(15) On a évidemment (¢);* = 1 et (¢);* = 1 ou 3; la différence vaut 0 ou 2.
Plus généralement, la définition :

1 mod 2™,
1 mod 271,

implique que : . X
(D1 — (@), =2"k.

Mais comme ¢ (‘Z);-xlq est inférieur & 2711, k est nul ou égal & 1.
Siq(q),+1 —q(q);" nest pas nul, il vaut 2", d’ott la conclusion.
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7 Théorie de Galois

7.1 Quelques rappels historiques

Les notions de groupe et de corps ménent naturellement a la théorie de
Galois, qui, historiquement, est & leur origine. Nous allons en dire quelques
mots. Elle est traitée de fagon compléte, par exemple, dans le livre "Théorie de
Galois" de Jean-Pierre Escofier, chez Masson, qui contient beaucoup d’exercices
corrigés. Citons également le livre "Equations algébriques et théorie de Galois"
de Claude Mutafian, chez Vuibert.

Un illustre mathématicien, contemporain de Galois, avait jugé cette théorie
sans intérét, les méthodes d’Analyse Numérique donnant les racines avec la
précision souhaitée, mais, outre sa beauté, son principal mérite est d’avoir ouvert
la voie a I’Algébre moderne.

Avant la mise au point de ’écriture mathématique, la simple représentation
d’un polyndéme était peu maniable. Ainsi, au seiziéme siécle encore, X34 --- va
s’exprimer "Le cube avec les choses...".

Le zéro était connu des Mayas et des Hindous il y a prés de deux mille ans,
des Arabes au huitiéme siécle, des Européens au treiziéme siécle (ils utilisaient
encore les chiffres romains).

Les nombres négatifs sont entrés dans les moeurs en Occident trés tard et
difficilement. Sans le zéro ni les nombres négatifs, comment écrire I’équation
X3+ X +1=07? Mais cette équation n’était d’ailleurs méme pas envisageable,
les solutions devant étre positives.

La notation des variables et des paramétres par des lettres date de la fin du
seiziéme siécle.

La nécessité des nombres complexes était connue, mais le symbole ¢ n’a été
accepté, petit a petit, qu’avec réticence.

Enfin, Euler (1707-1783) vint... Pensons & tout ce qu’on lui doit.

Le symbolisme complet utilisé aujourd’hui, y compris les conventions d’Ein-
stein, date du vingtiéme siécle.

Les Babyloniens savaient résoudre certaines équations de degré 2, il y a preés
de 4000 ans.

des formules et méthodes explicites pour les degrés 3 et 4 sont apparues au
seiziéme siécle, mais on savait déja résoudre certaines équations de degré 3.

Le degré 5 résistait a tous les assauts.

7.2 Extensions algébriques
7.2.1 Polynéme minimal, éléments conjugués

Un corps L sera une extension algébrique d’un corps K si K est un sous-
corps de LL et si tous les éléments de IL. n’appartenant pas a K sont algébriques
sur K, c’est-a-dire racine d’un polynéme P € K[X].

L’ensemble des polynomes de K[X] annulant un élément € L est un idéal
de K[X], donc monogéne, et le polynéme unitaire engendrant cet idéal est le
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polyndéme minimal de x sur K, P. Le degré de P est le degré (algébrique)
de z (sur K).

Deux éléments de L sont conjugués s’ils ont méme polynéme minimal.

Nous considérons les corps K de caractéristique 0, donc infinis, contenant Q
a partir de leur élément 1, et contenus dans C (algébriquement clos).

Le corps K sera donc QQ ou une extensions de Q, algébrique ou non.

Rappelons que K[a] est 'image de K[X] par le morphisme d’anneaux, de
K[X] dans K, défini par X — a, dont le noyau est 'idéal P engendré par le
polynoéme minimal P de a si a est algébrique. L’anneau K[a] est donc isomorphe
a K[X]/(P); K(a) est son corps des fractions.

L’inverse de a + bv/2, a et b rationnels non tous les deux nuls, est —% + %

sia#0, g sia=0etsib=0,desorte que Q[v2] = Q(v2). Cest une
extension algébrique de Q, définie par le polyndéme minimal X2 — 2, dont les
deux racines sont dans Q[ﬂ] = vectg(1, v/2). Sa dimension vectorielle est donc
égale a 2.

L’anneau Q[r] = {aw + b|a,b € Q} n’est pas un corps, et il différe de son
corps des fractions Q(w).

Proposition 7.1. Sia est algébrique sur K, on a K(a) = K|a].

Démonstration. Si P est le polynome minimal de a, il est évidemment irré-
ductible, I'idéal (P) est maximal, K[X] est intégre, et K[X]/(P) est un corps;
Kla], isomorphe a K[X]/(P), est donc un corps, égal a son corps des fractions
K(a). O

L’ensemble Q[v/2,+/3] des éléments a + bv/2 + ¢V/3, a,b,c € Q, est une
extension algébrique de Q. Il est égal & Q[a] = Q(a) avec a = /2 + /3, car en
élevant a@ — /2 au carré on obtient :

2 2
\/§:a —17 \/gza —|—17
2a 2a
et le carré de a® — 5 donne a* — 10a® + 1 = 0; a est donc algébrique sur Q et
engendre Q[v/2, \/3} Nous verrons que c’est un élément primitif.
Ce corps est engendré vectoriellement par 1,v/2,v/3,v/6, et sa dimension
vectorielle est égale a 4. Il est isomorphe a Q[v/2] [v/3] (ou Q[v/3] [v2]...).
Plus généralement, la somme et le produit de deux nombres algébriques a
et b sont algébriques, Q(a,b) étant une extension algébrique de Q. Le calcul de
leurs polynémes minimaux peut étre assez fastidieux.

L’extension L de K est un espace vectoriel sur K. La dimension de cet espace
vectoriel est le degré de 'extension, noté [L : K]. Ainsi, C est une extension
algébrique de R de degré 2 (C = R[i] = vectr(1,7)).

Nous ne considérerons que les extensions de degré fini.

Exemple 7.1. Les racines du polynéme X° 4+ 2 € Q[X] sont —+/2, —j+¥/2 et
—3j23/2. Leur somme est nulle (1 +j 4 j2 =0, —j2 =1+ j).
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Le corps des racines de ce polynéme est engendré vectoriellement par 1,
/2, j¥/2, j (quotient des deux précédents), ¥/4 et jv/4. On obtient en effet
deux racines : —v/2, —j+/2, puis la troisiéme, la somme des trois étant nulle,
et leurs carrés. C’est donc une extension de degré 6 de Q. Elle est engendrée
algébriquement par j et V/2, ou par a = /243, élément primitif, car (a—75)3 = 2
donne :

a®*—3a—3 3 20 +3a%? +3a+3
) — — (:17 ) 2 =
J 3(@®+a)’ ou V2 3(a? + a)
Cet exemple est repris dans les exemples 7.2. et 7.4. v

Proposition 7.2. Si L est une extension de degré fini p de K et si M est une
extension de degré fini ¢ de I, M est une extension de degré fini pq de K :

M:K]=[M:L]L:K].

Démonstration. Siles (l1,...,Ip) forment une base de 'espace vectoriel L sur
K et siles (my,...,mq) forment une base de 'espace vectoriel M sur L, les pg
L;m; forment une base de ’espace vectoriel Ml sur K :

reEM=zx= Z_j Timj = Zj T Zi Aijli = Zij xj)\ijlimj,
> paijlimy =0 = V53 pijli = 0= V(i,7), psj = 0. 0

Revenons au corps des racines, L, de X3 + 2, (Exemple 1.2.1). On peut le
mettre sous la forme L = Q[j] [/2], d’oi1 :

L:Q = [L:Qlx [Q]:Q =3x2=6.
car {1, V/2,V/4} est une base de L sur Q[j] et {1,j} en est une de Q[j] sur Q.

7.2.2 Extensions normales, séparables, galoisiennes

Rappelons quelques définitions.

Une extension (algébrique) est normale si toutes les racines d’un polynome
minimal d’un élément quelconque appartiennent a ’extension.

Contre-exemple : Q[+/2] n’est pas une extension normale de Q car elle ne
contient que I'une des trois racines du polynéme minimal X3 — 2, et non les
deux autres, /2 exp(2i7/3) et /2 exp(4ir/3).

Une extension (algébrique) est séparable si tout élément est racine simple
de son polynéme minimal. C’est le cas des extensions usuelles.

Contre-exemple : le corps des fractions de Fo[X] est une extension du corps
des fractions de F5[X?], le polyndome minimal de X est P(Z) = Z2 — X2, qui
n’a qu'une racine, Z = £X (la caractéristique étant 2), d’ordre 2.

Si un polynoéme P & coefficients dans un sous-corps de C a une racine mul-
tiple, on élimine cette multiplicité en divisant P par le pged de P et du polynéme
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dérivé P’.

Enfin, une extension est galoisienne si elle est normale et séparable. Préci-
sément, si les polyndmes minimaux de ses éléments ont toutes leur racines dans
I’extension, et si ces racines sont simples. Les deux contre-exemples précédents
donnent donc des extensions non galoisiennes.

Notons que R est une extension (non algébrique) de Q de degré infini.

7.2.3 Groupe de Galois d’une extension

Un K-automorphismes de L = K(z1,...,z,) est un automorphismes (de
corps) de L dont la restriction a K est I’identité.

L’identité de L est un K-automorphisme.

Si (x1,...,xx) sont les racines d’un polynoéme minimal P € K[X], donc inva-
riant sous l’action d’un K-automorphisme (qui conserve ses coefficients), celui-ci
induit une permutation sur ces x;, et, réciproquement, une permutation o sur
ces x; se prolonge en un K-automorphisme : si F' est une fraction rationnelle,
on pose o(F) = F(o), ce qui respecte les relations symétriques entre les racines.
Ainsi, par exemple, o(x1/x2) = o(x1)/0(z2). Or tout élément de I'extension est
une fraction rationnelle en les (z;).

Si les x; sont les racines de plusieurs polynémes minimaux, un K-automorphisme
induit une permutation sur les racines de chaque polynéme, et réciproquement.

Deux automorphismes coincidant sur les x; sont égaux.

Il peut ne pas y avoir de K-automorphisme o tel que o(z;) = z;, pour un
couple donné. Si par exemple L. = Q(v/2, v/3), il n’existe pas de Q-automorphisme
o tel que o(v2) = V3, car 2 = 0(2) = o((v/2)?) = (0(v/2))? # 3. Ces deux
nombres ont des polynémes minimaux différents (X2 — 2 et X2 — 3).

L’étude des permutations est faite dans le chapitre Déterminants de Systémes
et Matrices, et dans le chapitre Le groupe symétrique &,, de Groupes, Anneaux,
Corps, de cette page web.

L’ensemble des K-automorphismes d’une extension L de K est un groupe, le
groupe de Galois de l'extension, noté Gal(L/K), dont la loi est évidemment
la composition.

Le groupe de Galois Gal(L/K) d’une extension galoisienne n’est réduit a
l'identité que si L. = K, car, sinon, il existe z € L, « ¢ K, de polynéme minimal
P (irréductible, deg(P) > 2), ayant une racine y # = permettant de construire
un K-automorphisme o tel que o(z) = y.

La symétrie est un Q-automorphisme de Q(v/2) car :

(X —V2)(X +V2) = X* -2 € Q[X]

et X2 — 2 est le polynéme minimal de /2, mais elle (la symétrie) n’en est pas
un de Q(+/2) car —+/2 n’est pas une racine de X*—2, polynéme minimal de /2.
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7.2.4 Element primitif

Un élément primitif d’une extension algébrique L. de degré fini d’un corps
K est un élément a € L engendrant algébriquement L sur K : L = K(a).

Tout corps fini a trivialement un élément primitif.

Voici un critére de primitivité.

Proposition 7.3. Soient L. une extension de K de degré n et o1,...,0, ses
K -automorphismes. Un élément o € L est primitif si et seulement si les o;(«)
sont deuzr & deux distincts.

Démonstration. Si les o;(a) sont deux a deux distincts, ce sont a et tous ses
conjugués, et le produit P des X —o; () est le polyndme minimal de «, de degré
n:

P=X"4+MX""1 4. 4\,

Les puissances o, 0 < i < n—1 sont linéairement indépendantes car une relation
de dépendance donnerait un polynome de degré inférieur a n. Elles donnent donc
une base de L sur K, et « est un élément primitif.

Réciproquement, supposons a élément primitif et o;(a) = 0;(a); aj_l o0;
est un K-automorphisme, égal a 'identité sur «, donc sur L, et o; = 0;. O

Nous allons avoir besoin du lemme :

Lemme 7.1. La réunion d’un nombre fini n de sous-espaces vectoriels est un
espace vectoriel si et seulement si l'un d’entre eux contient tous les autres.

Démonstration. La propriété est bien connue sin =2 : A et B sont deux sous-
espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, A # B. On suppose que leur réunion
est un espace vectoriel S. Si aucun des espaces ne contient 'autre, il existe
a€ A a¢ B,etbe B, bé¢ A Quels que soient les scalaires \ et u tels que
A+p =1 D = {Xa+ pb} est une droite affine contenue dans S, mais ni dans
A ni dans B. Or DN A = {a} et DN B = {b} (si un espace vectoriel contient
plus d’un point d’une droite, il la contient toute), de sorte que D NS = {a, b},
ce qui est absurde.

On suppose la propriété démontrée pour n — 1 sous-espaces vectoriels A;,
1 <i < mn—1eton ajoute le sous-espace vectoriel 4,,. On suppose que la réunion
des A;, 1 <14 < n, est un espace vectoriel S, et soit B le sous-espace vectoriel
engendré par les A;, 1 < ¢ <n—1. On sait que I'un des deux espaces, 4, ou B,
contient 'autre. Si c’est A,, on a gagné. Si c’est B, on applique I’hypothése de
récurrence : I'un des A4;, 1 <¢ <n—1, A;, contient les autres, et on est ramené
au cas n = 2, avec A; et A,. O

Théoréme 7.1 (de I'élément primitif). Toute extension algébrique L d’un corps
K (de caractéristique 0), de degré fini n, admet un élément primitif.

Démonstration. Considérons tous les couples de K-automorphismes distincts
(04,05), et les sous-espaces vectoriels :

Lij ={z € L|oi(z) = o;(x)}.
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La réunion des L;; ne peut étre égale a L (lemme 7.1), elle est d’ailleurs de me-
sure nulle et son complémentaire est partout dense. Nous pouvons donc choisir
un élément « € L n’appartenant & aucun des L;; dont les images 0;(a) (deux a
deux distinctes et conjuguées de ). Comme L a n K-automorphismes, a est au
moins de degré n, [K(a) : K] > n, [L : K(a)] <1, et donc K(a) = L. O

Corollaire : K(aq,...,a,) = Kla,...,a,].
Démonstration. Soit « un élément primitif :
K(ai,...,an) = K(a) = Kla] = Klaq, ..., ap]. O

Théoréme 7.2. Le nombre de K-automorphismes d’une extension galoisienne
L est égal a son degré.

Démonstration. Soient o un élément primitif de L, corps de décomposition d’'un
polynéme irréductible de K[X], et P = Y \;X?, deg(P) = n, le polynome
minimal de a. Les o, 0 < i < n — 1 constituent une base de L = Kla], car :
- d’une part, ils sont linéairement indépendants, une relation de dépendance
donnerait un polynéme minimal de degré inférieur a celui de P,
- d’autre part ils engendrent L. par définition de K|[a].

Si o € Gal(L/K), o(«) et « sont conjugués :

P(o(a)) = 3 Ai(o(@)' = 3 o(ha’) = o3 hia') = o(P(a) = 0

puisque A; = o()\;). Comme deux K-automorphismes de K[a] qui coincident sur
a sont égaux, il y en an (01,...,0,), et |Gal(L/K)| =n = [L: K].

Si L est le corps de décomposition d’un polynéme produit de deux polynémes
irréductibles S et T, alors L = K[S] [T].

D’une part, nous savons (proposition 7.2) que [L : K] = [L : K[S]] [K[S] : K].

D’autre part, Gal(L/K) = Gal(L/K[S]) x Gal(K[S]/K), un 0 € Gal(L/K)
étant le composé d'un o' € Gal(L/K[S]) et d'un ¢” € |Gal(K[S]/K), d’ou
|Gal([L/K)| = [L : K], et, par récurrence, le résultat pour le corps de décompo-
sition d’un produit fini de polynémes irréductibles. O

Exemple 7.2. L'extension Q[+/2], non galoisienne, est de degré 2, une base
étant {1, 3/2}, et n’a qu'un seul Q-automorphisme, l'identité.

Les Q-automorphismes du corps de décomposition L du polynéme X3 + 2
(Exemple 1.2.1), extension galoisienne de Q, sont, si ’on note a, b et ¢ les racines
(a+ b+ c=0), outre 'identité o7 :

L’ordre de son groupe de Galois est égal a son degré (6).
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Exemple 7.3. Le corps . = (@(\/57 \/§) est une extension galoisienne de Q.

L’élément v/6 = v/21/3 n’est pas engendré vectoriellement par 1, v/2 et v/3, qui

ne forment donc pas une base, mais {1,v/2,1/3,1/6} en est une, et [L : Q] = 4.
L’élément o = v/2 + /6 est primitif, car o® = 4(v/3 4 2) et :

2_§8 2_y 41202 4+ 32
V3= RV /P k)
4 2 S8«

Comme a* = 16a? — 16, son polynéme minimal est P = X% — 16X?2 + 16,
dont les racines sont 4(v/2 £ /3). 1l est irréductible sur Q :

X —16X2%+16 = (X2 — 8+ 4V3)(X% -8 — 4V/3),

et L = Q(a) =vect(1,a,a?, a?) = Q[al].
A partir de P et de la relation de Bézout, on peut trouver un polynoéme
A € Q[X] tel que v2 = A(a).
Soit N/D une fraction rationnelle. Si P et D sont premiers entre eux, il
existe des polynomes U et V tels que UD — PV = 1.
C’est le cas avec P = X* —16X2+16et D = X :
1
64
d’ot UD =1 mod P. En X = «, et modulo P(«), on arrive a :

((X® —20X3 +80X)X — (X2 —4)(X* — 16X% +16)) = 1,

Va=Y_Nyp_nu- 1(a3—12a), Ve=a—-v2= }(—a3+20a).
D D 8 8
Les corps Q(v/2) et Q(v/3) sont des corps de rupture (d’ordre 2) du po-
lynéme Q = X* — 5X2 4 6, c’est-a-dire dans lequel Q a des racines, respecti-
vement, +1/2 et £1/3, et L est son corps de décomposition, ou corps des
racines (d’ordre 4), c’est-a-dire engendré sur Q par toutes ses racines. C’est une
exension des deux précédents :

Ces trois extensions de QQ sont galoisiennes.
Les Q-automorphismes de Q[v/2] sont I'identité et la symétrie (v/2 = —v/2),
ceux de Q[v/3] sont l'identité et la symétrie (v3 = —+/3), et ceux de L sont

définies par :
a: a(v2)=-v2, a(V3) = V3,
b b(v2) = V2, b(v/3) = —/3,
¢ e(v/2) = V2, c(V3) = -3,
e est 'identité

et le groupe de Galois Gal(LL/Q), d’ordre 4, est le groupe de Klein, commutatif,
donc résoluble.

Remarquons la bijection entre les sous-groupes de Gal(IL/Q) et les corps in-
termédiaires, de Q a LL :
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- Q(V/3) est le corps des invariants par a,

- Q(v/2) est le corps des invariants par b,

- Q est le corps des invariants par c,

- L est le corps des invariants par e. v

Exemple 7.4. Reprenons 'extension I = Q[{J/ﬁ], qui n’est pas normale, donc
pas galoisienne, de degré 3 : I = vectg(1, /2, \3/1) L’unique Q-automorphisme
est 'identité. La symétrie n’en est pas un car /2 n’a pas de conjugué (—+/2
appartient & I, mais n’est pas conjugué de v/2).

Bien que n’étant pas dans Q, /2 est invariant par Q-automorphisme. v

Proposition 7.4. Une extension galoisienne d’une extension galoisienne est
galoisienne.

Démonstration. Soient L une extension galoisienne de K et M une extension
galoisienne de L. Le polynéme minimal sur K d’un élément quelconque z de M,
Px de degré p, appartient a L[X], il est donc multiple du polynéme minimal
P, de z sur L, de degré ¢, et il a p + ¢ racines, deux a deux distinctes : M est
séparable sur K. L’extension M de K est donc normale et séparable. O

Proposition 7.5. Si L est une extension galoisienne de degré fini de K, c’est
une extension galoisienne de toute extension intermédiaire.

Démonstration. Soient H une extension intermédiaire, o un élément primitif de
LL, P le polynéme unitaire primitif de «, dont le corps de décomposition est L.
Comme K C H, P est dans H[X], et donc L est une extension galoisienne de H.
Certaines racines de P pouvant étre dans H, on a [L : H] < [L : K. O

7.2.5 Groupe de Galois d’un polynéme

Soit P, un polynome de K[X], irréductible, de degré n, dont les racines (x;)
sont deux & deux distinctes. Son corps de décomposition, LL, est une extension
galoisienne de Q.

Exemple 7.5. Le polynéme P = X* — 2 € Q[X] a quatre racines, 2; = v/2,
Ty = iV/?2, x3 = —v/2 et x4 = —iv/2, algébriques sur Q, que nous placons dans
C, aux sommets d’un carré. Les x; n’engendrent pas vectoriellement L, car toute

combinaison linéaire des z; aura v/2 en facteur, et aucune ne pourra étre égale
ai=uxo/21. On a L = Q[i,iv/2], d’ou :

[L: Q] =[Q[iv2]: QU] x [Qi] : Q] =4x2=38.

et Uextension L = Q(x;), corps de décomposition de P, est galoisienne, de degré
8. Un Q-automorphisme de L doit étre une isométrie du carré ci-dessus. Nous
obtenons donc les quatre rotations et les quatre symétries. Son groupe de Galois
est est le groupe diédral Dy d’ordre 8, sous-groupe du groupe des permutations
des racines, G4, résoluble.
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L’éléement a = i 4+ v/2 est primitif, car, a partir de (a — i)* = 2, soit :
a* — 4ia® — 6a® + dia + 1 =2
on déduit :

a* —6a®—1 4 3a* + 6a® —4a + 1
| = ———— t 2: — 7 = .
() 1@ —a) , € V2=a—i 1 —a) \%

Le lemme suivant sera utile pour ’étude de certains polynémes de degré 5.

Lemme 7.2. Un sous-groupe S de &5 ayant un élément d’ordre 5 et un élément
d’ordre 2 est égal a S5, donc non résoluble.

Démonstration. Nommons 7 le 2-cycle et o le 5-cycle. Les oP(i), 1 < p < 5,
sont deux & deux distincts. En effet, si o?(i) = 09(i), 1 < p < ¢ < 5, on aurait
097P(i) = i, et donc o¥(i) = i, 1 < k < 5, puisque 0?"P engendre le groupe
cyclique d’ordre 5 des o*. Mais alors o serait une permutation de G4. Quitte a
changer la numeérotation, on peut supposer que 7 = (1, 2).

On pose aj, = c¥ o700~ %, et on vérifie immédiatement que les ay, sont des
2-cycle (ay, o ay, est Iidentité). Ces 2-cycles sont deux distincts, car, suivant les
valeurs de k :

oc7F(1) =1= ax(l) = o*(2),
k(1) =2 = ag(l) = o¥(1),
o7F(1) =3 = ap(1) = o¥(3),
o k(1) =4 = ai(1) = o*(4),
o7 k(1) =5 = ap(1) = o¥(5),

et ces 2-cycles sont de la forme (1, ), 1 < j < 5. Ils engendrent tous les 2-cycles
car (p,q) = (1,q) o (1,p), dont on sait qu’ils engendrent Ss. O

Exemple 7.6. Considérons le polynome P = X°—5X+1 € Q[X]. Son polynoéme
dérive P’ = 5(X? + 1) (X? — 1) n’a pas de racine commune avec P; P’ a deux
racines réelles, £1, il est positif & I'extérieur et négatif a U'intérieur, P(—1) =5
est un maximum, P(1) = —3 est un minimum; P a donc trois racines réelles
x1 < =1, 29 €]0,1[ et z3 > 1, et deux racines complexes conjuguées x4 =  + iy
et x5 =z — iy, y # 0.
Comme :
P(X —1)=X°-5X*+10X3 - 10X%+5

P est irréductible sur Q[X] d’apreés le critére d’Eisenstein (voir Pexercice 14 dans
Corps de caractéristique finie), les coefficients, sauf le premier, étant multiples
de 5, et le dernier n’étant pas multiple de 52. Il est donc polynéme minimal
des x;, et L est une extension séparable et normale, donc galoisienne, de Q. Le
groupe des permutations sur ces racines est S5, non résoluble. v
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7.2.6 Extensions cycliques

Une extension galoisienne dont le groupe de Galois est cyclique est dite
cyclique.

Soient P = X" —a, K=Q(i),a € Q, b € C tel que b = a et £ = exp(2in/n).
Les ¢Fb, 0 < k < n—1, dans K[b], extension algébrique de K de degré n (puisque
b™ = a) sont les n racines de P. Le K-automorphisme défini par o(z) = x en-
gendre le groupe de Galois de K[b] sur K, qui est donc cyclique, isomorphe a
Z/nZ.

Exemple 7.7. Ainsi, P = X* — 6, irréductible sur K = Q[i], a pour corps
de décomposition . = K(%), I’application \4/6) — iv/6 se prolonge en un
K-automorphisme o, et :

Gal(L/K) = {ig,0,0% 0%} = 7/AZ.

Le corps Q(v/6), qui ne contient que deux racines de P, est corps de rupture.
Bien que P = X* — 9 ne soit pas irréductible, son corps de décomposition
L = Q(s, \/3) est encore une extension cyclique de Q, de degré 4.
Les Q-automorphismes sont définis par O'k(\/g) = i"V3,0 < k < 3, et
{1,4,4/3,iv/3} est une base sur Q. v

7.2.7 Extensions radicales, tours radicales

Une extension radicale est une extension par une racine : Q[v/2], Q[iv/2,
sont des extensions radicales de Q.

Une suite K = Ky C Ky C ... C K,, dans laquelle chaque K; est une exten-
sion radicale de K;_1, 1 < i < n, est une tour radicale.

On peut associer une telle tour radicale & un polynéme dont les racines sont
simples.

Exemple 7.8. Considérons le polynéme X7 — 2X?% — 3X3 + 6 de Q[X], dont
V/2 est une racine. L’extension Q; = Q[j] est une extension radicale de Q
(j = V1), dordre 2. De méme, Qo = Q[i] est une extension radicale de Q,
d’ordre 2. Q3 = Q3[V/2], qui contient les racines conjuguées de la premiére, est
une extension radicale de Qq, d’ordre 3 (de base {1, /2, V/4}).

Une autre racine étant v/3, Pextension Qq = @3[%], extension radicale de
Q3 d’ordre 4 (de base {1, v/3, V9, v/27}), contient les quatre autres racines.

Ces extensions sont cycliques.Nous avons ainsi construit la tour radicale
(Qa @17@27@3; Q4) Nous avons Q4 = Q[Wa \4/35 g] 5 = exp(mr/fi) = _7’] rem-
placant i et j, puisque &3 =i et £€* = j. C’est une extension d’ordre 48 de Q. v

Exemple 7.9. Considérons une suite (ai,...,a,) de nombres complexes et

supposons qu'’il existe une suite de rationnels (b;) et une suite d’entiers (r;),
telles que a;* = b;.
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Soient r le ppem des 14, r = d;r;, € = exp(2in/r) et K = Q[¢]. Supposons de
plus que a; soit 'unique racine de X" — b; dans la suite (ay,...,a,), les autres
étant les a;(€4)F, 1 <k <r;.

Comme précédemment, construisons ’extension radicale K; de K conte-
nant les racines de X™ — by, puis Ky, extension radicale de K; contenant les
racines de X" — b;...

On construit ainsi une suite K; d’extensions radicales, K; étant une exten-
sion radicale de K;_1, 1 < i < n, Ko =K, K, = Klay,...,a,]. Ainsi, & partir
d’une suite (aq,...,a,), on obtient une tour radicale K|ay, ..., a,]. v

Un polynome P € K[X] est résoluble par radicaux si et seulement s’il existe
une tour radicale L de K contenant son corps de décomposition (ses racines).
Rappelons que Q C K C L c C.

Nous verrons un peu plus loin que P est résoluble par radicaux si et seulement
si le groupe Gal(IL/K) est résoluble.

7.2.8 Correspondance et théoréme de Galois

Le théoréme d’Abel assure 'existence d’équations de degré supérieur ou égal
a 5, a coefficients complexes, non résolubles par radicaux. C’est une conséquence
du théoréme de Galois, plus général, que nous allons démontrer.

Hypothéses : L est une extension galoisienne de degré fini de K (en général
Q ou une extension), A est ’ensemble des extensions intermédiaires, notées K;,
croissantes avec ¢ :

K=KyCcK;CcKyC...CK, CL,
I' est ensemble des sous-groupes G; = Gal(L/K;) de Gal(L/K), décroissants

avec ¢ :
Gal(L/Ky) D Gal(L/K;) D Gal(L/Ks) ... D Gal(L/L) = {iq}.
Remarquons que si H est un sous-groupe de G =Gal(L/K), I'ensemble :
Kg={zelL|VoeH: o(z)=uz}

est un corps, donc un sous-corps de L, contenant K, c’est-a-dire I'un des K;, soit
K, ; H est son groupe de Galois sur K, donc Gj;.

Le sous-corps K¢, de L est une extension de K, décroissant avec i, dont G;
est le groupe de Galois.

Définissons les applications strictement décroissantes pour l'inclusion :

vw: A — T

et :
v: I — A

Gi — Kqu

K¢, étant le corps des invariants de G;.
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Théoréme 7.3 (Correspondance de Galois). Dans la situation ci-dessus, u et
v sont des bijections réciproques.

Démonstration. A chaque corps intermédiaire correspond un sous-groupe, et a
chaque sous-groupe correspond un corps intermédiaire ; 'application K; — G;
est bijective, et Kg, = K;. O

Si L et H sont des extensions galoisiennes de K, H C L, tout K-automorphisme
o de H peut étre prolongé en un certain nombre de K-automorphisme de L, qui,
par restriction a H, redonnent o. Cette restriction définit un morphisme surjectif
de groupes :
¢ : Gal(L/K) — Gal(H/K),

dont le noyau est un sous-groupe invariant (voir 2.11, exercice (2)).

Proposition 7.6. Dans cette situation, Gal(L/H) est un sous-groupe inva-
riant de Gal(L/K), et le groupe quotient Gal(L/K)/Gal(IL/H) est isomorphe
a Gal(H/K).

Démonstration. Montrons que Ker(¢) est isomorphe a Gal(IL/H).

On a ¢(o) = o’ si et seulement si o prolonge o/, et ¢(o) = i4 signifie que
o appartient a Gal(IL/H) ; réciproquement, si o est un H-automorphisme, ¢ (o)
est I'identité de H; Ker¢ est donc isomorphe a Gal(L/H).

Enfin, ¢ étant surjectif, Im(¢) = Gal(H/K) est isomorphe a Gal(L/K)/Ker(¢),
donc a Gal(L/K)/Gal(L/H). O

Proposition 7.7. Si H et H' C H sont des extensions intermédiaires, on a
Gal(L/K)/Gal(L/H) = Gal(H/H’).

Démonstration. 11 suffit de remplacer K par H' dans la proposition précédente.
O

Exemple 7.10. Soit L = Q[ﬂ, V3, \/5] une extension galoisienne de Q. Posons
Q1 = Q[v2] et Q2 = Q[v/2,v/3], I désignant le groupe trivial.

Les K-automorphismes (K = Q, Q1,Q2) sont composés de symétries sur les
radicaux, d’ou les Z/27Z.

Les Q-automorphismes fixent les éléments de Q et agissent sur v/2, v/3 et
V5, d’ott Gal(L/Q) = G = (Z/27)? ; leurs invariants sont donc les éléments de
Q, et Q¢ = Q.

Les Q;-automorphismes fixent les éléments de Q; et agissent sur v/3 et /5,
d’ott Gal(L/Q) = G = (Z/27)?; leurs invariants sont donc les éléments de
Q1, et Qg, = Q1.

Les Qq-automorphismes fixent les éléments de Q et agissent sur /5, d’ou
Gal(L/Qq) = G2 = Z/2Z; leurs invariants sont donc les éléments de Qo, et
Qg, = Q2.

Les éléments invariants par I sont ceux de L.

D’ott la correspondance :
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- Q C Q2 C L

G C G1 C G C I

Qe=Q C Qg =Q C Qg,=Q C Q=L

Les groupes-quotients sont isomorphes a Z/27Z. Ils sont donc cycliques d’ordre
premier. v

Théoréme 7.4 (Galois). Soient P € K[X] et L son corps de décomposition.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) P est résoluble par radicauz,

(b) le groupe Gal(L/K) est résoluble.

Démonstration. (a) = (b). Nous avons une tour radicale (K;) et les groupes de
Galois G; =Gal(L/K;) et H; =Gal(K;11/K;). La suite des K; est croissante, celle
des G; décroissante, comme celle des H;. Nous savons (proposition précédente)
que G;/Gi+1 = H;, et que les H; sont cycliques, donc commutatifs, ce qui signifie
que G est résoluble.

(b) = (a). Si Gal(L/K) = Gq est résoluble, il existe une suite finie de
groupes :

GooGD...G, = {id},

dans laquelle G; 41 est un sous-groupe invariant de G; et les quotients G;/G;+1
sont cycliques d’ordre premier (théoréme 2.5, page 15).
Posons, comme précédemment, K; = Kg,. De :

Gal(KHl/KZ) = Gal(L/KZ)/Gal(]L/KZH) = Gi/Gi+1
on déduit que Gal(K;y1/K;) est cyclique d’ordre premier, et qu’il existe un

élément a; € K;41 et un nombre premier p; tels que a”* appartient a K;, d’ou
K1 = K;[a;] et L = K[(a;)] est résoluble par radicaux. O

7.3 Exercices

(1) Montrer que S = a4+ Vb (vVa ¢ Q, Vb ¢ Q) est un élément primitif
de L = Q[v/a, Vb]. On pourra utiliser le produit P = \/av/b et la différence
D=a-b.

(2) Donner le degré et un élément primitif de 'extension L = Q[v/2,v/3, V/5].
(3) Etudier I'extension L. = Q[,/p, ¢/p], p premier.

(4) Méme question en remplagant p par —p.
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(5) Corps de décomposition, élément primitif, degré et groupe de Galois de :
(a) X®+1,

(b) X6 -1,

(c) X5+X4+X3+X2+X+1

(d) X8 -1,

(e) X5+ 1,

(f) X2 —.

(6) Irréductibilité ou non (sur Q) de :

(a) P=X°4+ X +1,

(b) @ =3 p<icp— 1X p premier.

(7) Extension galoisienne engendrée par :
(a) V2 4.
(b) V2+ V2,

(8) Corps des racines L du polynome réciproque :
P=X%+X°42X* +2X° +2X% + X + 1.

Donner une base sur Q de LL, son groupe de Galois G, les sous-corps de L, les
sous-groues de G, et la correspondance.

Vérifier que a = i + (v/5 + 1 +141/10 — 21/5) /4 est un élément primitif.

(9) Etude compléte du corps des racines L du polynome X5 +2X3 +2X2 +4.

7.4 Correction des exercices

(1) Les racines du polynome X? — SX + P, c’est-a-dire /a et /b, sont égales
aS/2+VA, A=5%-4 (\f—\[) De(\f—\/g)(\/&+\/5):D,on
S

déduit que les racines bont 2 S

Les éléments 1, S, S? sont libres.

Une combinaison linéaire sur Q S® = o + 35 + vS? = S5? équivaut a
a+BS+ (y—5)S? =0. Ceci implique a = 3 =0 et v = S, ce qui est absurde,
car S ¢ Q.

Comme [L : Q] = 4, les éléments 1,.5,52, 5% qui sont libres, sont généra-
teurs, forment une base de L, et S est primitif.

(2) On a la tour radicale :
Ko = Q C Ky = Ko[v?2] € Ko = K [v3] C K3 = Kp[V5] =L,
d’ott [L : Q] = 2% = 8 (proposition 8.1).

Les éléments 1, v2, v/3,v/5,v/6,v/10,v/15 et /30 constituent une base de L
sur Q.
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Les huit Q-automorphismes de L, avec 'identité oq, sont définis par :

71+ (VEVEVE) o (V2 VE,VE),
72+ (VBVBVE) = (V2 ~VB,VB),
73+ (VEVB,VE) = (VB V3, ~V5),
04 = 01002, 05 =01003, 06 = 02003,

07 =010092003 = —1q4.

Les images de a = V2+V3+5 par ces Q-automorphismes sont :

oo(a) = V2 + V3 + V5,
o1(a) = —v2+ V34 V5,
oa(a) = V2 — V3 + V5,
ag(a)zx/i—i—\/g—\/g,
o4(a) = —vV2 — V345,
os5(a) = —v2+ V3 - V5,
UG(G)Z\f—\/g—\/g,
or(a) = —v2 -3 -5,

et on vérifie immédiatement, en regardant les signes, qu’elles sont deux & deux
distinctes; a est donc primitif (proposition 2.1).

(3) Comme L = Q[/p] [¢/p]),ona [L:Q]=2x3=6,et:

B = {17 \/@ Vb, Wv VPP \/ﬁW}

est une base de IL sur Q. Les six Q-automorphismes sont obtenus en composant
les deux de Q[,/p] et les trois de Q[¢/p]. On vérifie comme précédemment que
a = ./p+ &b est primitif. Notons que L n’est pas galoisienne car il Iui manque
les deux racines complexes de X3 — p.

(4) On a Q[y/=p] = Qli, /5], de degré 4, et Q[y=p] = Qlj, ¢/pl, de degré 6. Le
degré de I'extension est donc 24. Elle admet a = \/p + /p + i/p + i {/p comme
élément primitif.

(5) Les extensions sont galoisiennes.
(a) X6 +1=(X2+1)(X*— X2+1). Son corps de décomposition est L.
Les racines de X% — X2 + 1 sont 4 exp(+im/6) et celles de X2 + 1 sont =i.
Le corps K des racines de X* — X2 4+ 1 a quatre Q-automorphismes, une base
{1,v/3,4,iv/3}, et K = Q[i, v/3]. Il a un élément primitif a = i 4+ /3 car, a partir
de (a—1)?, on obtient v/3 = (a®+4)/2a et i = (a*> —4)/2a. Les racines de X241
étant dans K, I’extension par X2 + 1 ne change rien : L = K.
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M) X —1=(X+D)X -DX?+ X +1)(X2 - X +1).
Les racines non rationnelles sont +j et £7, et son corps des racines, Q[j, \/§],
a quatre Q-automorphismes, une base {1,/3,4,4v/3} et pour élément primitif,
par exemple, a = i + v/3; en effet, (a —i)?> = 3, dout i = (a® — 4)/2a et
V3 = (a® +4)/2a.
X6 -1

) X+ X+ X3+ 224+ +1= ¥ 1 =(X+1)(X2£X +1).

Les racines de (X2 + X + 1) sont j et 7 et celles de X? — X + 1 sont —j et
—7, d’out L = Q[i, v/3], de base {1,i,1/3,iv/3} et d’élément primitif a = i + /3.
Finalement, X 4+ 1 ne donnant que l’identité, le groupe de Galois de L est
isomorphe a (Z/27)2.

(d) X8 —1=(X*+1D)(X2+1)(X - 1)(X +1).

Soit K le corps des racines de X4 + 1, K = Q[i, /2], extension de degré 4,
une base étant {1,4,/2,iv/2}, et Gal(K/Q) = Z/47Z. Ensuite, L est le corps des
racines de X2 + 1 sur K, or les racines de X2 + 1 sont dans K, et ’extension est
de degré 1. Onadonc [L: Q=4 x1=4.

Les quatre Q-automorphismes de L sont v/2(1 + ) — v/2(£1 +14).

Un élément primitif est a = i + /2, car, en élevant a — i au carré, on trouve
i = (a® —3)/2a et V2 = (a® + 3)/2a.

(e) Les racines autres que —1 sont celles de P = X* + X? + X2 + X + 1.

Remarquant que ce polyndéme cyclothomique est réciproque, on est ramené,
en le divisant par X2, au degré 2 en Y = X + 1/X. Les racines de Y2 +Y — 1
sont (—1 =+ +/5)/2, d’oit celles de P, égales & exp(+in/5) et exp(£3in/5) :

{xl = L(V5+1+iv10 — 2/5) = cos(n/5) + isin(n/5),
1

Ty = (=5 4+ 1 +iV10 + 2v/5) = cos(37/5) + isin(37/5)

et x3 = T3, x4 = T1. D’ou quatre Q-automorphismes : o;(z1) = z;, 1 <1i < 4.
L’extension est de degré 4, et {1,/5, i\/lO —2/5, i\/l() +2v/5} en est une base.
On a L = Q[i, /5, v/ 10 — 2¢/5], puisque :

N rey=RE
10 4+ 2v5 = NTETN

A partir de la définition des Q-automorphismes, nous voyons que x1 est un
élément primitif , les o;(z1) étant distincts. On peut également remarquer que
Ty = 23, 23 = 2] et x4 = z{, modulo P, le polynéme minimal de 1, soit
a:g,:a:f et mz—xi’—x%—xl—l.

(f) Le corps des coefficients du polynome X3 — 7 est K = Q(7), extension
transcendante de Q. Son corps de décomposition est K(j, &/7), extension algé-
brique et galoisienne de K (mais pas de Q), de base sur K {1, j, ¢/7), de degré 3,
les trois K-automorphismes étant définis par les trois images possibles de ¢/ :
Y, jYT et 27, et dont j+ /7 est un élément primitif, car, de 7 = (a — 5)3
on déduit j = (a®*3a — 1 —m)/3(a +a?) et I =10a—j.
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(6) (a) Cherchons une éventuelle racine p/q € Q, p et ¢ premiers entre eux. On
obtient, en multipliant par ¢° :

P’ E£pgt+¢° =0

et p° (respectivement ¢°) est congru & 0 modulo ¢ (respectivement modulo p),
ce qui est absurde.

Il reste une factorisation éventuelle en deux polyndmes, de degré 2 et 3.

La division de P = X® 4+ X + 1 par X2 +aX + 1 donne :

P=(X?+aX +1)(X3—aX?+ (a®> - 1)X) + (2a — a®)) + R.
Le reste, R = (a* — 3a? +2)X + (a® — 2a + 1), s’annule pour a = 1, et :
XX +1=(X?+X+1)(X3-X?+1).
Pour X% — X + 1, le reste, (a* — 3a?)X + (—a® — 2a + 1), ne peut s’annuler,

les coefficients n’ayant pas de racine commune, et le polynéme est irréductible.
(b) Comme :

QX +1) = Yhg(X+1)k
(X +1)P -1
X+1-1
heo CEXF —1
X
= X" YL ORX M 4,

le critére d’Eisenstein s’applique, les C’;j étant divisibles par p.

(7) (a) Soit L I’extension galoisienne engendrée par a = /2 + i.

De (a —i)? = 2, on déduit que i = (a® — 3)/2a et /2 = (a? + 3)/2a sont
dans LL. Les polynémes minimaux de ces éléments étant X2 +1 et X2 — 3, leurs
conjugués sont —i et —/3, et :

L = Qli, V3] = Q[V3] [i] = K[i].

une base sur Q de K est {1,1/3}, une base sur L de K est {1,4}, la dimension
de IL sur Q est donc 4, et L. admet les quatre Q-automorphismes :

Pidentitéi,
(V3,1) = (=V/3,4),
(V3,1) = (V3,—i),
(V3,1) = (=3, —0).
Le groupe de Galois de L est isomorphe & Z/27Z x Z/2Z.
(b) Soit L I’extension galoisienne engendrée par a = /2 + /2.
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De (a — v/2)? = 2, on déduit :
a’®+2a -8
2= ——
V2 2 — 3a?
et V2 € L, puis v/2 = a — v/2 € L. Le polynéome minimal de {/2 étant X3 — 2,
L doit contenir aussi les conjugués de /2, soit jv/2 et j2¢/2. Elle contient
également j = jv/2/3/2. Dot :
L =Q[v2,V2,jV2,72V2] = QIv2) [V2,j V2,52 V2],

Si K = Q[v2], on a L = K[¥/2,5v/2,72V/2]. Le groupe Gal[L/K] contient 'iden-
tité et les multiplications par j et j2; il est d’ordre 3, et la dimension de L sur
K est égale a 3, d’ol une base {1, /2, V4.

Sur Q, la dimension de L est égale & 6 (proposition 1.2), et les six Q-
automorphismes sont les composés des deux Q-automorphismes de K et des
trois de Gal[L/K].

(8) L’extension L est galoisienne, P n’ayant que des racines simples, toutes dans

X +1
L\ Q. En divisant P par X? et en posant Y = +

, on obtient le polynoéme :

QY)=Y(Y?+Y -1)
dont les racines sont 0 et (—1 4 1/5)/2.

Y=0 = X = =i,
Y=(-1+V5)/2 = X =(-1++5+iV/10+2V5)/4,
Y=(-1-+v5)/2 = X=(-1-vV5+iV/10-2V5)/4,

XQL;I est le polyndme cycloto-
mique de racines exp(2ikn/5), 1 < k < 4. Les racines de P sont donc =+i et
er = exp(2kin/5), 1 <k <4 (eg = e5 = 1 n’est pas racine).

On en déduit une base {es, ..., es,ie1,...,ies}, et dimg(LL) = 10.

Les dix Q-automorphismes sont les cinq o, définis par o, : er +— €xtn,
1<n <5 (05 =1i4), et leurs cinq composés avec la conjugaison ¢, ¢ o,,.

Le groupe de Galois G, d’ordre 10, a un sous-groupe invariant d’ordre 5, donc
cyclique d’ordre premier, constitué des o,, le groupe quotient étant isomorphe
a Z/27. Le corps intermédiaire correspondant au sous-groupe d’ordre 5 est le
corps des racines du polyndéme cyclotomique, celui correspondant au groupe
quotient est le corps des racines du polynéme X2 + 1.

On peut aussi considérer le sous-groupe invariant d’ordre 2, {i4, ¢}, le groupe
quotient étant alors isomorphe & Z/5Z. Il y a interversion des corps intermé-
diaires.

La racine égale a exp(2im/5) est celle qui a la plus grande partie réelle et
une partie imaginaire positive :

exp(2im/5) = i(—1 +V54i\/10+2V5
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Montrons que a = i + exp(2i7w/5) est un élément primitif. De :

1= (a—1i)® =da® - bia* — 10a® 4 10ia® + 5a — i

on déduit :
. a®—10a® + 50— 1
1 =
at—10a2+1 ’
puis :
405 —4da+1

exp(227r/5) =a—1= m,

les e,, et les ie,.
On peut aussi choisir a = 7 + /10 + 24/5 comme élément primitif. On a
successivement :

(a—i)?2 =1042V5, ((a —i)? —10)> =20

d’ott i en fonction (algébrique) de a, ainsi que v/ 10 +2v/5 et /5. Comme
\/10 +2v5 \/10 — 925 = 4\/5, on obtient également /10 — 2\/5, d’ou fina-

lement toutes les racines.

(9) Les coefficients du polynéme P = X° + 2X? 4 2X? + 4, a I'exception du
premier, sont multiples du nombre premier 2, mais le terme constant est mul-
tiple de 22, et le critére d’Eiseinstein ne s’applique pas. De fait, P est réductible
(P =X?+2)(X3+2)), et ses racines sont +iv2, —/2, —j¥/2 et —j2/2. Voir
I’exemple 7.2.1.

Une base de L sur Q est :
{1,4,V2,iv2,V/2,jV2, V4, jV4, V2, j V2, V/32,jV/32}
car, d’'une part, i j et v/2 sont liés (2§ = i + /2), et, d’autre part, les produits
et quotients des racines carrées et cubiques donnent des v/2 et des v/32. Elle est
donc de degré 12.
On retrouve ce résultat en mettant L sous la forme [Q[z] [ﬂ]} [¥/2], dott :

L:Q=2x2x3=12

Ceci nous donne également la tour radicale Qy C Q1 C Q2 C Qj3, avec
Qo = Q, Q1 = Qoli], Q2 = Qi[V2] et Q3 = Q2[V/2] = L, et les sous-groupes
d’ordre 2, 2 et 3.

Les 12 Q-automorphismes sont obtenus a partir des 6 définis dans I’exemple
2.1.1 et de la symétrie sur V2=d:

o1 = 14, o12: (a,b,¢,d) — (a,b,¢,—d),
091 : (a,b,¢,d) — (b,a,c,d), o22: (a,b,c,d) — (bya,c,—d),
os1: (a,b,¢,d) — (¢,b,a,d), o32:(a,b,c,d) — (¢, b,a,—d),
041 : (a,b,c,d) = (a,¢,b,d), 042: (a,b,¢,d) — (a,c,b,—d),
os1: (a,b,¢,d) — (b,c,a,d), o52: (a,b,c,d) — (b,c,a,—d),
oe1 : (a,b,¢,d) — (c,a,b,d), 062 : (a,b,c,d) — (c,a,b,—d),



Pour que a = j + /24 /2 soit un élément primitif, il suffit que les 0ij(a) soient
deux a deux distincts (proposition 2.1), ce qui se voit sans peine : ainsi I'image
(¢,b,a,—d) n’apparait qu’une fois (o32(a, b, ¢, d))...

Terminons par la correspondance de Galois. On a :

GallQ3/Q2] = Z/3Z,
Gal(Qs : Q1) = (Z/22)? x (Z/32),
Gal(Qs : Qo) = (Z/2Z)* x (Z/3L).

Les éléments invariants par Gal[Q3/Q;], 0 < i < 3, sont ceux de Q;. D’ou le
tableau :

Q - Q: c Q@ c Q=L
(Z)22)% x (Z/3Z) C Z)2Lx (L/3T) C ZJ3L c I

Q C Q c Q cC Qs

Les groupes-quotients sont, successivement, Z/27Z, Z/27 et Z/37Z. 1ls sont
cycliqus d’ordre premier.
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Classe modulo p, B

Classes modulo un sous-gr., B
Cohomologie,
Commutateur, [

Complexe de groupes,
Complexe simplicial, B2
Congru, B

Conjugués (sous-groupes), [
Conjugués (éléments), [, [HF
Contractile, B4

Corps, 61
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Groupe abélien libre, B
Groupe alterné, M
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Groupe quotient, [
Groupe résoluble, @
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Ordre d’un élément, B
Ordre filtrant, B
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Points a I'infini, €9

Polynéme,

Polynéme cyclotomique, B2
Polynéme minimal, 64, B3, I3
PPCM, B2
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Produit libre, T2

Produit libre amalgamé, [
Projection stéréographique, 9
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Racine de I'unité,
Racine primitive, K1
Radical d’un idéal, B3
Relation symétrique, B4

Semi-groupe, @
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Simplexe dégénéré,

Simplexe ordonné,

Sommes de Newton, B4
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Sous-anneau,

Sous-corps, B2

Sous-groupe, @

Sous-groupe caractéristique, @
Sous-groupe de Sylow,
Sous-groupe distingué, [
Sous-groupe engendré, @
Sous-groupe invariant, [
Sous-groupe maximal, @
Sous-groupe normal, [
Sous-groupe strict, 8
Sous-groupes conjugués, M
Stabilisateur, I3

Suite exacte,

Support d’une permutation, 0@
Surjectif (morph. de groupes), @

Tour radicale, T3, T2
Transitivement, 3
Transport de structure, @
Transposition, @
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